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前 言 


当年 学 习 数 学 分 析 时 , 我 们 和 很 多 同学 一 样 , 莫名 选取 《吉米 多 维 奇数 学 分 析 习 题 
集 》( 以 下 简称 为 《习题 集 》) 来 训练 和 检验 自己 的 解 题 能 力 , 巩固 和 加 深 对 课程 基本 
内 容 的 理解 . 在 使 用 该 书 中 , 有 的 题 在 通过 艰苦 的 思考 后 有 所 收获 , 有 的 题 需要 请 教 老 
师 或 同学 才能 解决 . 从 中 我 们 往往 发 现 困 难 的 原因 , 有 的 是 由 于 知识 的 不 足 , 而 更 多 的 
则 是 思维 能 力 的 欠缺 和 数学 方法 方面 的 匮乏 . 

工作 后 我 们 有 幸 从 事 数学 分 析 课 程 的 讲授 , 在 多 年 的 教学 实践 中 对 于 学 习 解 题 的 
重要 性 有 了 更 深 的 体会 . 仅仅 将 解法 表达 清楚 还 只 是 第 一 步 , 关键 是 使 得 学 生 在 解 题 的 
思考 过 程 和 方法 方面 有 所 收获 , 而 这 也 是 数学 分 析 课程 必然 要 承担 的 任务 . 

无 独 有 偶 , 高 等 教育 出 版 社 的 赵 天 夫 编 辑 也 有 上 述 类 似 的 观点 . 他 约请 我 们 为 最 新 
版 的 《吉米 多 维 奇数 学 分 析 习 题 集 》( 根 据 俄 文 2003 年 版 翻译 ) 编写 学 习 指 引 , 这 就 是 
本 书 (以 下 简称 为 《指引 》) 的 由 来 . 

在 《习题 集 》 中 既 有 为 初学 者 而 设 的 入 门 题 , 也 有 达到 考研 水 平 的 难题 , 既 有 理工 
科 都 需要 训练 的 基本 计算 题 , 也 有 理科 教学 中 必须 学 习 的 证 明 题 , 此 外 还 包含 了 许多 有 
趣 的 应 用 题 , 因此 该 书 具 有 特别 巨大 的 读者 群体 . 为 此 我 们 在 编写 这 本 《指引 》 时 必然 
要 考虑 到 不 同 层 次 读者 的 不 同 需要 . 一 方面 , 如 达 . 芬 奇 教学 生 画 画 时 从 画 蛋 入 手 ，“ 千 里 
之 行 , 始 于 足下 ?，《 指 引 》 的 每 一 节 都 从 基本 题 和 基本 的 思维 方法 开始 . 另 一 方面 , 在 
本 书 中 力求 不 回避 任何 困难 , 因为 解决 《习题 华 》 中 的 部 分 较 难 习题 的 过 程 正 是 培养 
独立 思考 和 发 挥 自己 的 创造 才能 的 极 佳 机 会 . 此 外 , 为 提供 新 的 工具 或 解决 某 些 问题 的 
需要 , 本 书 还 增加 了 若干 命题. 我 们 希望 本 书 对 于 从 初学 者 直到 已 经 学 过 微 积分 的 许多 
不 同 读者 都 能 提供 适当 的 帮助 . 

“ 授 人 以 鱼 不 如 授 人 以 渔 ". 在 讲解 习题 的 解答 时 , 我 们 希望 回答 “ 它 是 如 何 想 出 来 
的 ”， 这样 才 不 至 于 做 了 一 百 道 题 之 后 还 不 知道 如 何 去 解 第 一 百 零 一 道 题 . 当然 这 在 很 
多 情况 下 是 几乎 不 可 能 完成 的 任务 , 但 我 们 仍然 努力 从 多 个 方面 去 接近 这 样 的 目标 . 

《指引 》 中 选择 了 部 分 题写 出 解答 , 或 只 作 分 析 , 其 目的 是 为 了 介绍 方法 ， 而 不 
是 “就 题 论题 "地 列 出 其 答案 . 一 方面 , 我 们 要 求 一 法 多 用 , 而 且 还 希望 突出 方法 的 出 发 
点 、 其 中 所 用 的 技巧 或 者 其 背后 的 数学 思想 . 另 一 方面 , 对 于 很 多 题 我 们 又 给 出 一 题 多 
解 , 特别 是 在 解法 的 简洁 易 慌 和 生动 有 力 方面 下 功夫 . 这 是 为 了 从 多 种 角度 去 探索 问题 
的 核心 所 在 , 在 寻找 更 完美 的 解法 中 提高 对 数学 的 鉴赏 水 平 以 及 我 们 自身 的 思维 能 力 . 

在 《习题 集 》 中 有 各 种 类 型 的 题 , 其 中 还 包含 了 许多 基本 定理 . 读者 很 需要 了 解 它 
们 的 意义 , 在 《指引 》 中 经 常 通 过 注解 等 形式 对 习题 解释 其 意义 , 点 明 其 来 龙 去 脉 , 指 
出 在 《习题 集 》 内 部 的 前 后 关照 , 以 及 说 明 它 们 与 数学 分 析 以 外 知识 的 联系 . 

《指引 》 重 视 通过 直观 的 几何 图 像 发 展 形象 思维 的 能 力 . 凡是 几何 思维 对 揭示 问 
题 本 质 有 益 之 处 尽 可 能 配 以 相应 的 插图 . 第 一 册 中 的 插图 总 数 超过 180 幅 , 此 外 还 有 两 
个 附录 中 的 300 多 幅 的 函数 图 像 . 所 有 图 形 都 用 PSTricks 软件 绘 出 


2 前 言 


《指引 》( 以 及 任何 其 他 题解 书 ) 的 成 功 使 用 当然 需要 有 读者 的 配合 . 希望 读者 在 
看 习题 解答 之 前 自己 先 做 , 做 出 更 好 的 解答 . 书 中 的 解答 未 必 很 好 . 一 个 人 的 学 习 是 不 
可 能 由 别人 代劳 的 . 数学 是 “做 " 懂 的 , 而 不 是 “看 " 懂 的 , 只 看 解答 而 不 动手 做 题 则 只 能 
是 一 无 所 获 . 做 习题 的 主要 目的 除了 获得 知识 之 外 , 更 在 于 学 会 独立 思考 和 培养 独立 研 
究 的 习惯 与 能 力 . 
本 书 请 苏州 大 学 有 几 十 年 数学 分 析 教 学 经 验 的 资深 教师 卫 瑞 需 和 吴 茂 庆 担任 审阅 ， 
他 们 校 核 了 初稿 中 几乎 全 部 的 解法 和 计算 , 对 许多 内 容 提 出 了 修改 意见 和 建议 , 这 对 于 
提高 书稿 的 质量 极为 重要 , 特此 表示 深 深 的 谢意 . 
在 本 书 的 编写 中 利用 了 大 量 的 书籍 和 论文 , 其 中 包括 《习题 集 》 已 有 的 多 种 题解 ， 
特此 对 所 有 参考 文献 的 作者 表示 衷心 的 感谢 . 
《指引 》 的 成 功 出 版 有 赖 于 高 等 教育 出 版 社 的 大 力 支持 , 其 中 特别 要 感谢 策划 编 
辑 赵 天 夫 同 志 、 责 任 编辑 李鹏 同志 、 资 深 数学 编审 郭 思 旭 老师 和 分 社 社 长 林 梅 老师 . 他 
们 对 本 书稿 件 进行 了 深入 细致 的 编辑 和 加 工 , 纠正 了 原稿 中 从 数学 、 文 字 直 到 排版 上 的 
许多 错误 和 不 妥 之 处 , 对 于 提高 本 书 的 质量 起 到 了 非常 重要 的 作用 . 对 于 他 们 的 出 色 工 
作 和 对 本 书 所 倾注 的 热情 , 我 们 深 表 感激 . 
由 于 我 们 的 学 识 有 限 , 从 如 何 为 一 本 丰富 多 彩 的 经 典 习题 集 编写 学 习 指引 的 角度 
和 所 提出 的 目标 和 希望 来 看 , 这 本 《指引 》 必 然 还 很 不 成 熟 , 其 中 一 定 还 会 存在 错误 与 
疏漏 , 忍 请 读者 批评 指正 . 


沐 定 夷 谢 惠 民 
2010 年 3 月 31 日 
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第 一 章 分 析 引 论 


内 容 简介 ”这 一 章 的 目的 是 为 进入 微 积 分 学 作 准 备 工作 , 其 中 包括 实数 、 函 数 概念 
与 图 像 、 数 列 极限 与 函数 极限 、 连续 函数 等 内 容 . 


81.1 实 数 (习题 1-40) 


内 容 简 介 本 节 的 习题 可 分 为 以 下 部 分 : 数学 归纳 法 与 若干 恒等式 和 初等 不 等 
式 , 有 理 数 集 的 戴 德 金 分 割 与 实数 的 定义 、 确 界定 义 与 性 质 、 与 绝对 值 有 关 的 不 等 式 和 
等 式 、 绝 对 误差 与 相对 误差 , 按照 以 上 内 容 分 小 节令 述 . 最 后 的 补 注 小 节 解 答 较 难 的 习 
题 , 对 数学 归纳 法 作 补 充 , 并 证 明 本 书 将 经 常 使 用 的 平均 值 不 等 式 . 


1.1.1 “数学 归纳 法 (习题 1-10) 


数学 归纳 法 是 本 书 所 用 的 基本 方法 之 一 . 
这 里 的 习题 1-5 是 关于 正 整 数 ” 的 恒等式 , 习题 6-10 是 关于 m 的 不 等 式 , 它们 都 
是 高 等 数学 中 经 常 使 用 的 结果 , 也 是 学 习 数学 归纳 法 的 好 材料 ， 
由 于 数学 归纳 法 是 中 学 数学 的 必修 内 容 , 这 里 不 再 对 它 从 头 开 始 作 介绍 , 而 只 是 作 
一 些 补充 . 
数学 归纳 法 是 用 于 数学 证 明 的 一 种 工具 . 凡是 与 正 整数 " 有 关 的 命题 , 不 论 是 恒 等 
式 还 是 不 等 式 , 都 有 可 能 用 数学 归纳 法 给 出 证 明 ,如果 证 明成 功 了 , 则 就 认为 该 命题 在 
数学 上 已 经 确认 为 真 . 但 是 与 正 整 数 有 关 的 命题 也 有 很 多 不 能 用 数学 归纳 法 给 出 证 明 ， 
这 就 是 说 数学 归纳 法 不 是 万 能 的 . 
作为 复习 ,下 面 先 举 中 学 数学 教材 中 的 一 个 例题 , 并 在 附 图 中 画 出 它 的 几何 意义 . 
例题 证 明 从 1 开始 的 前 m 个 奇数 之 和 恰好 等 于 n2. 
解 这 就 是 要 证 明 与 正 整数 n 有 关 的 下 列 恒等式 : 
1+3+5+…' 十 (2m 一 1)=m2. (1L1) 
按照 数学 归纳 法 的 规定 , 分 两 步 来 做 . 
(1) 当 m = 1 时，(1.1) 式 的 两 边 都 是 1, 因此 成 立 . 
(2) 假设 当 交 = 上 > 工时 (1.1) 成 立 , 即 已 经 有 
1+3+5 十 … 十 (2 一 1 一 妇 ， 恒等式 (1.1) 的 附 图 


那么 当 m = 大 + 工时 就 有 
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1+3+5+… 二 (KK 一 1) 二 [2+IHD 一 
=1+3+5 二 … 二 (25 一 1) 二 (2 十 1) 
一 妇 +(2k 十 1) = (十 1)2. 
可 见 另 = 大 十 1 时 (1.1) 也 成 立 ( 附 图 中 的 阴影 区 的 面积 就 是 24 十 1). 
根据 数学 归纳 法 原理 , (1.1) 对 一 切 正 整 数 ” 成立 ， 口 
数学 归纳 法 只 是 证 明 的 工具 (之 一 ), 但 并 不 是 发 现 命 古 的 方法 . 数学 归纳 法 要 证 
明 的 命题 是 什么 地 方 来 的 ? 这 与 数学 归纳 法 完全 是 两 回 事 ， 这 些 命题 往往 可 能 是 一 
种 猜测 , 即 从 许多 个 别 例子 归纳 出 来 的 上述 例 题 中 所 要 证 明 的 恒等式 很 可 能 就 是 从 
1+3= 221+3+5= 32 等 等 归纳 ?得 到 的 , 或 者 说 猜 到 的 . 这 里 重要 的 是 不 要 将 数 
学 归纳 法 与 平时 经 常 使 用 的 “归纳 "方法 相 混淆 . 后 者 是 从 特殊 到 一 般 的 一 种 广泛 使 用 
的 推理 方法 . 归纳 得 到 的 结论 可 能 正确 , 也 可 能 错误 . 


本 节 的 前 5 题 与 上 述 例题 相同 , 即 是 要 证 明 以 下 恒等式 : 
兄 (m 十 1) 
Se 


1 十 2 十 … 十 冈 一 


即 人 人 十 1)(2m 十 1) 
6 

13 十 23 十 ,… 十 03 一 (1 十 2 十 ，… 十 风 )2， 
1 十 2 十 22 十 … 十 2"-1 一 2 一 1 


12 十 22 十 … 十 mn2 一 


(二 中 四 = >》 CYam mb， 


rm 二 0 
其 中 最 后 一 题 中 引入 了 数学 分 析 中 不 多 见 的 特殊 记号 
aml = 1，am =ala-h 内 [ee-( 人 一 1 
该 题 的 证 明 较 难 , 初学 者 可 暂时 跳 过 , 本 书 将 在 最 后 的 补 注 小 节 中 给 出 它 的 解答 . 对 于 
初学 者 来 说 , 首先 应 当 掌 握 的 是 刀 = 0 时 的 特殊 情况 . 这 时 上 述 恒等式 就 成 为 牛顿 二 项 
式 定理 (或 二 项 式 公式 ). 这 也 是 习题 5 中 列 出 的 后 半 题 . 下 面 给 出 它 的 证 明 供 参 考 . 


习题 5 (后 半 题 ) 证 明 对 实数 wb 和 任何 正 整数 成 立 
(@ 二 bj = Con + Clan- 巧 十 :十 CTan-rr 十 :十 CRbn. 
解 ”在 这 里 采用 高 等 数学 中 常用 的 求 和 简 缩 记号 , 这 就 是 将 上 述 恒等式 记 为 


(e+b 一 >》 Cha 一 kb (1.2) 
天 =0 
4= 1 时 , 恒等式 (1.2) 显然 成 立 . 现 假定 该 恒等式 于 ”时 成 立 , 则 对 十 1 可 以 作 
如 下 计算 @: 

@ 本 是 的 写法 是 常见 的 , 即 从 ”时 命题 成 立 推出 ”+ 1 时 命题 也 成 立 , 这 与 从 一 大 时 命 是 成立 推出 
另 一 大 十 1 时 命题 也 成 立 的 写法 是 同样 有 效 的 只 是 前 者 不 必 引 入 太 ,比较 简明 一 点 .特别 在 本 题 中 不 等 式 
内 部 已 经 用 了 符号 刀 , 因此 更 为 合适 ， 否 则 就 要 再 选 定 一 个 符号 , 例如 ii 然后 按照 从 nm = ; 时 命题 成 立 推出 

几 一 站 十 工时 命 感 也 成 立 的 方式 来 写 了 . 
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(a 十 Dr+1 一 ( 袜 csor-o) -(a 二 有 引 
天 =0 


忆 3 Ck(an-kHIDk 二 an-kDEHI) (1.3) 
k=0 
mi+1 
六 罗 人 CI 外 (1.4) 
K=0 je=1 
CQan+1 平 六 2( 十 Ck-1)an-k+1p 可 中 
mi+1 
= 》 CHan+l-kk， 口 
0 
注意 其 中 的 两 个 技巧 : (1) 先 将 (1.3) 写成 两 个 和 式 , 然后 将 其 中 的 第 二 个 和 式 的 指 
标 大 换 为 i 一 1 因此 当 大 从 0 到 时 , 信 从 1 到 +1, 然后 又 将 忆 记 为 玉 ,这样 得 到 
(1.4); (2) 利用 杨辉 恒等式 (其 中 1< ks m) 
CR 二 (L5) 


注 杨辉 恒等式 (1.5) 是 中 学 数学 已 有 的 内 容 , 这 里 重复 一 下 . 它 可 以 从 组 合 数 的 
计算 公式 直接 推导 如 下 : 


十 CR = 


吕 尝 员 
RAT KRIIn 二 TI 
= 丙 和 呈 TO 一 k+1+ 闪 
一 +DL 一 Ck 
CE 
另 一 种 证 明 方法 是 从 组 合 数 的 定义 出 发 . 为 了 求 出 从 + 1 个 不 同 元 素 中 取出 
(1 < 5 < m) 个 元 素 的 所 有 组 合 数 , 我 们 可 以 取 定 其 中 某 一 个 元 素 , 记 为 w 然后 将 所 
有 的 组 合 分 为 两 类 , 第 一 类 是 不 含 a 的 组 合 , 它 一 共有 Cx 种 , 第 二 类 是 含 o 的 组 合 , 它 
一 共有 Ck-1 种 , 可 见 (1.5) 成 立 . 


习题 6 和 7 中 的 两 个 伯 努 利 不 等 式 是 今后 常用 的 基本 工具 ， 
习题 6 ( 伯 努 利 不 等 式 ) 证 明 
(1+zai)(1+z2) (1 二 Zn)1 十 ZI1 十 za2 十 十 Zn 
其 中 zt zz，… ，,zn 同 号 且 大 于 一 1. 
解 用 数学 归纳 法 . 当 ? = 1 时 两 边 相等 , 因此 结论 成 立 . 
现 假设 该 不 等 式 于 m = 大 时 成 立 , 则 对 于 郊 一 大 十 1 可 作 如 下 推导 : 
(1 十 zi)(1 十 zz).…(1+zkHi) > (1L1+zli 二 IT2 十 … 十 ZK)(1 二 Zk+l) 


一 1 十 zl 十 Z2 十 … 十 ZkHl 十 (zl 十 -… 十 ZK)ZK+1L 


1 十 Z1 十 … 十 Zh+i- 口 
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注 注意 关于 zi (i = 1,2,… ,mn) 的 关键 条 件 , 首先 是 都 大 于 -1, 其 次 是 同 号 , 两 
者 缺 一 不 可 . 前 者 保证 了 不 等 式 左边 非 负 , 后 者 的 重要 性 可 以 看 ” = 2. 这 时 不 难看 出 ， 
车 zazaz < 0, 则 只 能 成 立 相 反 的 不 等 式 

(1+zli)(1+za) 王 1+Z1 二 zz 十 Zl72 < 1 工 二 ZL 十 Z2. 

可 以 看 出 , 下 面 的 习题 7 中 的 不 等 式 是 习题 6 中 的 不 等 式 的 特例 , 它 也 称 为 伯 努 利 
不 等 式 [6]. 若 其 中 z > 0, 则 可 从 二 项 式 公式 推出 . 今后 会 发 现 , 使 用 习题 7 中 的 不 等 式 
的 机 会 要 比 习题 6 中 的 不 等 式 多 得 多 . 为 此 我 们 给 出 它 的 独立 证 明 . 

习题 7 ( 伯 努 利 不 等 式 ) 证 明 , 如 果 z > --1, 那么 不 等 式 

(1+zjmn>1+nz >1) 
成 立 , 当 且 仅 当 z = 0 时 等 号 成 立 . 
解 用 数学 归纳 法 . 对 于 = 2, 有 
(1+z)2=1+2z+z2>1+2zc， 
当 且 仅 当 z = 0 时 等 号 成 立 . 


现 设 = 大 时 不 等 式 成 立 , 则 当 = 大 二 1 时 有 
(1+z)k+li=(1+ziks(1+z) 


> (1+kz)(1+z)=1+(k 十 1)z 二 kz2 
>1+ (十 1Uz， 
同样 从 归纳 假设 和 上 式 推导 可 知 当 且 仅 当 z = 0 时 等 号 成 立 ， 口 
注 这 里 有 一 个 意外 , 当 -2 < z < -1 时 本 题 的 伯 努 利 不 等 式 仍然 成 立 . 证 明 留 给 
读者 . 
下 面 结合 数学 归纳 法 的 使 用 同时 介绍 在 数学 证 明 中 的 分 析 法 和 综合 法 . 
先 看 习题 9(b). 
习题 9(b) 证 明 不 等 式 
古 
DR 2 人 5 (1.6) 


解 1 (分 析 法 ) 对 盖 1 可 以 直接 从 序 < -与 看 出 , 因 2 > VS 是 明显 的 . 
现 设 一 大 时 不 等 式 已 经 成 立 , 则 当 郊 = 大 + 1 时 需要 证 明 下 列 不 等 式 : 


0 2k -1 .2k+D 一 1 < 攻 _ (7) 
2 4 2 2 十 1) V2(K 二 ID) 二 I 
由 于 对 (1.7) 左边 的 前 大 个 因子 的 乘积 可 以 用 归纳 假设 , 因此 只 要 能 够 证 明 以 下 不 
等 式 即 可 : 1 2K+D-1_ 1 dg) 
V2F+1 2 十 1 V2(K+ID+I 


这 个 不 等 式 是 否 成 立 并 不 明显 , 但 我 们 可 以 将 它 两 边 平方 后 来 观察 , 这 样 就 得 到 与 (1.8) 
等 价 的 
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1 (2k 十 1)2 
亚 +T (b+2 < 死 +3， 
这 里 已 经 可 以 看 出 (1.9) 又 等 价 于 
(2K 十 1)( 2 十 3) < (25 十 2)2， 
而 将 上 式 两 边 展开 就 知道 它 是 成 立 的 . 回溯 上 面 的 讨论 , 从 
(19) < (1.8) 一 (1.7) 


(1.9) 


可 见证 明 已 经 完成 @， 口 

上 述 证 明 是 典型 的 分 析 法 . 它 的 一 般 模式 如 下 : 设 条 件 为 4, 结论 为 互 , 为 了 证 明 
4 一 > 刀 , 设法 寻找 C, 使 得 C 一 > 也 (或 者 C < 刀 ). 然后 只 要 设法 证 明 4 一 > C 
即 可 . 如 果 做 不 到 , 还 可 以 将 以 上 方法 继续 用 下 去 . 当然 这 不 是 一 定 能 够 成 功 的 方法 , 但 
确实 是 一 种 常用 的 思维 方法 . 

与 此 相对 的 是 综合 法 . 为 了 证 明 4 一 下 , 设法 寻找 C, 使 得 4 一 C (或 者 
4 人 > C). 然后 只 要 设法 证 明 C 一 > 妃 即 可 , 如 果 做 不 到 , 还 可 以 将 以 上 方法 继续 用 
下 去 . 当然 这 也 不 是 一 定 能 够 成 功 的 方法 . 

由 于 分 析 法 往往 过 程 很 长 , 说 起 来 也 可 能 比较 哆 唆 , 因此 在 书刊 中 的 多 数 证 明 是 用 
综合 法 写 的 . 由 于 它 往往 不 是 实际 的 思维 过 程 , 而 像 是 事后 的 总 结 , 因此 容易 使 读者 看 
懂 之 后 仍然 不 知道 “这 是 如 何 想 出 来 的 ”. 

分 析 法 和 综合 法 的 起 源 很 早 , 读者 可 以 在 古 希 腊 数 学 家 帕 普 斯 的 《数学 汇编 》 中 
找到 对 它们 的 论述 (其 中 译文 见 [14] 的 193 页 ). 

现在 按照 综合 法 写 出 习题 9(b) 的 第 二 个 证 明 . 

解 2 (综合 法 ) 对 于 m = 1 同 解 1. 现 设 ”= 大 时 不 等 式 (1.6) 已 经 成 立 , 则 当 
即 一 大 十 1 时 就 有 


工 . 蛮 :ss 1 .2k+1I) 一 1 1 .2 十 1 
2 4 2 大 2(k 十 1) V2K+IT 2 十 2 
~-V2EtI -1 

2 +T2 “V5K+3， 


其 中 最 后 一 步 利 用 了 显然 成 立 的 不 等 式 
(2k 十 1)(2K 十 3) = (2 十 2)2 一 12 < (2K 十 2)2， 口 

《习题 集 》 中 的 习题 1-10 是 学 习 数 学 归纳 法 的 最 基本 材料 , 凡是 对 此 不 很 熟悉 的 
初学 者 都 应 当 将 它们 做 出 来 . 这 对 于 高 等 数学 的 进一步 学 习 大 有 益处 . 

最 后 给 出 新 版 中 增加 的 习题 10 的 4 道 小 题 的 解法 . 在 本 节 最 后 的 补 注 小 节 中 还 会 
对 于 其 中 的 三 道 题 给 出 不 用 数学 归纳 法 的 解法 , 以 供 比较 . 

习题 10 (a) 证 明 不 等 式 
本 直 洒 秒 二 二 交 细 


@@ 在 证 明 (1.8) <> (1.9) 时 , 利用 了 在 r,y > 0 的 前 提 下 , > < y 与 2 < 32 等 价 . 
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解 对 于 半 = 2 可 以 从 
1+- 二 >vV5 和 > v5+1>2 


V2 
直接 看 出 成 立 . 
现 设 半 = 大 时 成 立 , 则 对 于 = 大 二 1 就 有 
了 于 二 > VK 十 


1 

VK 十 1 
二 

二 (WAk(E 十 1)+1) 


1 本 
> NT (VY 电 +D 一 VE+T 口 


Je 
V2 vK VE+TI 


习题 10 (b) 证 明 不 等 式 
mntl> (n+TlDn (>3). 
解 对 =3 即 是 34= 81 > 4 = 64 (对 m = 2 不 等 式 不 成 立 ). 
现 设 m = 大 时 不 等 式 成 立 , 于 是 我 们 需要 证 明 的 是 m= 大 十 工时 成 立 不 等 式 
(ER 十 1)*+2 > (大 十 2)4+1. (1.10) 
为 了 利用 归纳 假设 Ek+l > ( 民 十 JTJ)*, 将 (1.10) 的 左边 乘除 ks+1, 即 可 推导 如 下 : 


+2 
(二 DJttr2 = 人 圳 KRH1 


(k 十 1)k+2 1 k+1D2 Net 
二 (全 ) 


1 大 十 1 
> (4 此 ) = (k 十 2)t+1， 口 
习题 10(c) 证 明 不 等 式 
| 各 (m]| 委 sinzk (0 和 ze 和 一 12 mn). 
天 一 1 大 =1 


解 对 于 m= 1 由 于 0< zi 和 r, 因此 sinzl > 0, 不 等 式 以 等 号 成 立 . 
现 设 时 不 等 式 成 立 , 则 当 冯 十 1 时 就 有 
l 十 1 下 
| ( 壮 z]| 一 | 了 (> 十 anti]| 
大 =-1 


一 1 
隐 


几 
一 | 卫 (三 zh) Cos Zn+1 十 coS (站 sinzn+i| 
&=1 


#=1 
玫 于 
<|a( > mr] coszntl|+|oos( ao) sinzn+i| 
有 =1 kk=1 
姓 


n+1 
所 | 吉 ( 辣 | 本 |a=| 甩 》 sinzk- 
KE=1 大 =1 


这 里 最 后 一 步 利 用 了 = 丰 时 的 归纳 假设 , 还 利用 了 0 < zn+i 和 开 时 sin za >0. 口 


381.1 实 数 (习题 1-40) 了 


习题 10 (d) 证 明 不 等 式 
(2m)! < 22n(n0)2. 


解 对 = 工 不 等 式 就 是 2 < 4. 
现 设 m = 大 时 不 等 式 成 立 , 则 对 m = 大 十 1 就 有 
(2 二 1) = (28)1 (2 十 1)(25 十 2) 
< 22k(k0)2. (2K 十 1)(2K 十 2) 
< 22k(k0)2 (25 十 2)2 
= 22(k+D[(k 十 1 有 ， 口 


1.1.2 “有理数 集 的 分 割 (习题 11-13) 


习题 11-14 是 配合 用 戴 德 金 分 割 方法 建立 实数 系 而 设置 的 练习 题 . 关于 这 个 理论 的 
详细 论述 见 三 卷 本 的 经 典 著作 [6] 的 绪论 (长 达 27 页 ). 实际 上 《习题 集 》 在 很 多 方面 
就 是 与 这 套 教 科 书 (中 的 部 分 内 容 ) 配合 使 用 的 习题 课 教材 . 

下 面 给 出 习题 11 的 解答 , 它 有 助 于 对 戴 德 金 方法 的 理解 ， 


习题 11 设 为 正 整数 , 且 不 是 整数 的 完全 平方 数 , 而 4/ 刀 是 确定 实数 VE 的 分 
割 , 其 中 已 类 中 的 正 有 理 数 5 都 有 2 > c, 而 4 类 中 是 所 有 余下 的 有 理 数 . 证 明 , 在 4 
类 中 没有 最 大 的 数 , 而 在 妃 类 中 没有 最 小 的 数 . 


解 由 于 c > 2, 因此 就 有 1 e 4. 于 是 4 中 的 非 正 数 不 会 是 4 的 最 大 数 . 
现 设 ce 4 且 o > 0. 我 们 设法 来 找 一 个 正 整数 w 使 得 + 南 < 4, 从 而 也 就 证 明 
了 4 中 的 a > 0 不 会 是 4 的 最 大 数 . 综合 以 上 就 知道 4 中 没有 最 大 数 . 
现在 的 问题 是 如 何 找 出 这 样 的 m.。 从 
a+ 二 se4e (o+ 二 ) <ee> e+ 中 + 证 <e 


可 以 看 出 , 只 要 解 一 个 二 次 三 项 不 等 式 就 可 以 得 到 所 需要 的 "然而 还 有 更 简单 的 方法 ， 
这 就 是 利用 


aa+2+ 古 <o+2+ 寺 <c< 一 < 
乳 用 : 有 妃 
可 见 只 要 充 分 大 就 一 定 能 够 满足 a+ 二 < 4 的 要 求 . 
对 于 电 中 无 最 小 数 的 证 明 是 类 似 的 ， 设 正 有 理 数 )e 也 , 我 们 来 证 明 一 定 存在 某 个 
正 整数 m, 使 得 5 -- 二 刀 . 由 于 巨 中 的 数 都 是 正 的 , 因此 首先 要 求 ， > 款 ， 也 就 是 


说 要 求 成 立 m > 于. 然后 从 


2a 十 1 
c 一 02 


相交 人 2_ 2， 1 
已 二 <B-< 一 人- 十 ) 0 


可 以 看 出 , 与 其 求解 最 后 一 个 二 次 三 项 不 等 式 , 不 如 写 出 


证 


然后 取 普 > 已 屯 -就 足够 了 

综合 以 上 , 对 于 5e 巨 只 要 取 

7m0 > Imax{f 于 说 

就 足以 保证 有 4- 二 < 互 . 因此 妃 中 没有 最 小 数 ， 口 

由 此 可 见 , 若 从 几何 上 将 所 有 有 理 数 与 解析 几何 中 的 数 轴 上 的 点 一 一 对 应 起 来 , 则 
在 4 和 万 之 间 就 出 现 了 一 个 空隙 . 这 个 空隙 的 位 置 当然 就 是 实数 VE 应 当 占有 的 位 置 ， 
这 就 是 戴 德 金 的 分 割 方法 的 几何 意义 . 在 有 理 数 集 Q 中 , 用 戴 德 金 分 割 的 方法 引进 无 理 
数 后 即 可 建立 起 实数 集 及 . 

今后 将 引入 四 则 运算 和 大 小 关系 的 有 理 数 集 Q 和 实数 集 尿 分 别称 为 有 理 数 系 和 实 
数 系 . 这 里 有 一 个 重要 事实 . 即 若 在 实数 系 中 继续 用 戴 德 金 分 割 方法 , 则 不 能 产生 新 的 
数 和 数 系 . 这 就 是 下 面 要 令 述 的 戴 德 金 定理 . 

首先 定义 及 中 的 分 割 ， 设 将 实数 全 体 划分 成 4 和 有 两 个 子 集 , 且 满 足以 下 条 件 ; 
(1) 两 个 子 集 均 非 空 ; (2) 每 一 个 实数 必 属 于 且 只 能 属于 一 个 子 集 ; (3) 4 中 的 任何 一 个 
实数 均 小 于 妃 中 的 任何 一 个 实数 , 那么 就 将 这 样 的 划分 称 为 是 实数 系 有 的 一 个 分 割 ， 
记 为 4/B, 并 称 4 为 下 集 , 称 妃 为 上 集 . 

戴 德 金 定理 ”对 于 实数 系 下 的 任何 一 个 分 割 4/B, 这 时 或 者 上 集 互 有 最 小 数 , 或 
者 下 集 4 有 最 大 数 , 二 者 必 居 其 一 . 

习题 12-13 也 是 用 于 学 习 戴 德 金 分 割 方法 的 习题 . 读者 应 当 在 学 习 [6] 的 绪论 或 类 
似 的 材料 的 基础 上 来 做 这 两 个 习题 . 习题 14 有 特殊 困难 , 将 放 在 补 注 小 节 的 最 后 讨论 . 


1.1.3 ” 确 界 的 定义 与 性 质 (习题 15-20) 


在 做 这 几 道 题 之 前 当然 首先 要 知道 确 界 的 定义 及 其 最 基本 的 性 质 . 为 读者 方便 起 
见 , 简 述 如 下 . 

我 们 知道 , 一 个 实数 集合 (今后 简称 为 数 集 ) 可 以 有 上 界 但 没有 最 大 数 , 同样 可 以 有 
下 界 但 没有 最 小 数 , 例如 开 区 闻 (0,1) 就 是 如 此 . 

然而 若 数 集 X 有 上 界 , 则 比 上 界 大 的 数 都 是 X 的 上 界 . 可 以 证 明 (见习 题 15), 在 
X 的 所 有 上 界 中 一 定 有 最 小 数 , 也 就 是 X 的 最 小 上 界 . 我 们 称 它 为 蕊 的 上 确 界 , 记 为 
supX (参见 下 面 的 示意 图 ). 


inf X 是 最 大 下 界 supX 是 最 小 上 界 
1 | 


一 一 


ER Reccecee 
的 下 界 集合 1 的 上 界 集合 


关于 上 下 确 界 的 附 图 


81.1 实 数 (习题 140) 9 


于 是 若 M = supX, 则 对 于 任意 一 个 正 数 这 
ce>0, 数 M-e 比 M 还 小 ,因此 它 不 可 能 是 X 的 一 
上 界 . 这 表明 至 少 有 一 个 ze X, 满足 z > M 一 <. 

这 就 是 上 确 界 的 最 基本 性 质 (参见 右 图 ). 关于 上 确 界 性 质 的 附 图 


又 将 数 集 X 无 上 界 记 为 supX = +eo. 于 是 上 确 界 对 任何 非 空 数 集 都 有 意义 , 只 
不 过 说 一 个 数 集 X 的 上 确 界 为 正 无 穷 大 就 是 X 无 上 界 的 同 义 语 . 

与 上 确 界 类 似 , 也 可 给 出 下 确 界 的 定义 及 其 基本 性 质 . 简 述 之 , 有 下 界 的 数 集 X 必 
有 最 大 下 界 , 记 为 m = inf X. 于 是 对 任意 一 个 正 数 e > 0, 兽 + 比 到 还 大 , 它 不 可 能 
是 X 的 下 界 . 于 是 至 少 有 一 个 数 > < X, 使 得 z < mm +E (请 读者 仿照 附 图 作出 解释 下 
确 界 的 基本 性 质 的 示意 图 ). 

又 将 数 集 X 无 下 界 记 为 inf X = 一 oo. 

现在 我 们 来 看 《习题 集 》 中 关于 确 界 的 第 一 个 习题 , 即 习题 15. 实际 上 它 不 是 什么 
练习 题 , 而 是 一 条 基本 定理 . 为 此 我 们 给 该 题 加 上 说 明 其 内 容 的 标题 : 确 界 存在 定理 . 


对 每 个 = > 0, 有 ze X, 使 得 z > M 一 e 


习题 15 ( 确 界 存在 定理 ) 证 明 : 所 有 下 方 有 界 的 非 空 数 集 有 下 确 界 , 所 有 上 方 有 
界 的 非 空 数 集 有 上 确 界 , 


学 过 数学 分 析 的 读者 都 知道, 这 是 实数 系 的 基本 定理 之 一 . 说 它 是 实数 系 的 基本 定 
理 , 这 是 因为 只 有 在 建立 了 实数 系 之 后 才 成 立 这 个 结论 . 下 面 的 证 明 也 是 建立 在 旺 德 多 
定理 的 基础 上 的 . 

习题 15 的 解 只 写 出 后 半 题 的 证 明 . 前 半 题 留 给 读者 . 

设 X 是 有 上 界 的 数 集 , 于 是 集合 

妃 = {ze 及 |z 是 X 的 一 个 上 界 } 
非 空 , 且 以 X 中 的 任何 一 个 数 为 其 下 界 . 然后 定义 
4={zeR|zgB}. 

不 难看 出 这 样 定义 的 4, 她 满足 戴 德 金 分 割 中 的 前 两 个 条 件 . 下 面 验证 它 也 满足 第 三 个 
条 件 . 车 we 4, 5e 有 则 由 于 不 是 XX 的 上 界 , 因此 存在 某 个 ze X, 使 得 < 5. 于 
是 就 有 a < z < 成 立 . 

这 时 的 一 种 可 能 性 是 互 有 最 小 数 , 也 就 是 X 有 最 小 上 界 , 即 已 经 证 明 存 在 supX 

另 一 种 可 能 性 是 4 有 最 大 数 。 将 它 记 为 w。 这 时 可 以 证 明 每 一 个 = < XX 都 有 
z < on 否则 , 若 某 个 有 ro < X, 且 zo > oa 则 zo 和 2 寺 2 都 只 能 属于 互 , 另 一 方面 
从 到 寺 e < zo eX 可见 到 寺 和 不 是 大 的 上 界 , 因此 与 它 属于 相 矛盾 . 

于 是 我 们 已 经 证 明 : 若 4 有 最 大 数 , 则 这 个 最 大 数 也 是 X 的 上 界 . 这 表明 它 也 属 
于 互 这 与 4 是 互 的 补 集 相 矛 盾 . 因此 这 种 情况 不 可 能 发 生 . 

于 是 按照 上 述 方式 定义 的 数 集 妃 一定 有 最 小 数 , 因此 X 一 定 有 最 小 上 界 , 即 X 存 
在 上 确 界 ， 口 
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注 从 《习题 集 》 的 安排 来 看 , 习题 15 的 求解 用 戴 德 金 分 割 方法 是 自然 的 . 若 读 
者 所 用 的 教科 书 不 是 用 戴 德 金 分 割 理 论 来 建立 实数 系 , 本 题 当然 还 可 以 有 其 他 解法 . 
下 面 给 出 习题 16 的 解 . 


习题 16 证 明 : 所 有 的 有 理 真 分 数 刀 (其 中 mm 和 半 是 正 整数 , 且 0 < mm < 由 的 
集合 没有 最 小 的 和 最 大 的 元 素 ， 求 这 个 集合 的 下 确 界 和 上 确 界 . 


解 1 如 左 图 所 示 , 将 所 有 有 理 真 分 数 芭 中 分 母 相同 的 按照 
分 子 递增 次 序 从 左 到 右 排 成 一 行 , 再 按照 分 母 的 递增 次 序 自 上 而 
下 排列 各 行 , 这 样 就 得 到 图 中 的 三 角形 . 在 附 图 中 列 出 了 交行 . 
SR 考虑 分 母 < 的 所 有 有 理 真 分 数 . 从 图 可 见 , 每 行 中 最 左 (最 
.aa.1 ， 右 ) 元 是 分 母 相同 的 有 理 真 分 数 中 的 最 小 (最 大 ) 数 , 于 是 最 后 一 行 
中 的 最 左 ( 信 有 ) 元 就 是 这 些 最 小 (最 大 ) 数 中 的 最 小 (最 大 ) 数 . 它 
题 16 的 内 图 1 。 们 分 别 是 二 和 半 二 工 


于 是 就 得 到 下 列 不 等 式 : 


mol- Si 


ah 
zl 
= 


二 < 也 <25L 一 1 一 (L11) 

由 此 可 见 只 要 增 大 分 母 例如 取 分 丝 为 中 十 1 就 有 二 站 < 于 ,同时 又 有 到 < 
让 因此 可 知 真 分 数 全 体 的 集合 中 没有 最 小 的 数 , 也 没有 最 大 的 数 . 

由 于 真 分 数 在 0 到 1 之 间 , 对 任意 给 定 的 0 < < < < 1, 只 要 mm 充分 大 , 就 可 使 


十 < 书 卫 计 上 = 1 一 击 > e, 因此 可 知 所 有 真 分 数 集合 的 下 确 界 为 0, 上 确 界 为 1， 口 
解 2 利用 不 等 式 
到 + > 于 ， (1.12) 
可 见 真 分 数 中 没有 最 大 数 . 
又 从 2 
丫 < 严 (1.13) 


可 见 真 分 数 中 没有 最 小 数 . 关于 真 分 数 全 体 集合 的 上 下 确 界 的 讨论 与 解 1 相同 ， 口 
注解 2 中 所 用 的 不 等 式 (1.12) 的 正确 性 没有 问题 , 只 要 交 又 相 乘 就 发 现 它 等 价 
于 0< 兽 < 交 同时 与 解 工 类 似 也 可 以 从 几何 上 对 它 作出 形象 化 的 解释 . 
如 右 图 中 那样 考虑 正 整 数 坐标 的 格 点 (n,m)， 由 于 0 < 
页 < 加 这 些 格 点 都 在 第 一 象限 内 , 且 满足 0 < y < z, 即 图 中 了 
的 阴影 区 . 于 是 0 < 全 < 1 就 表明 连结 每 个 格 点 到 原点 的 直 
线段 的 斜率 必定 大 于 0 而 小 于 1. 问题 是 证 明 在 所 有 这 些 斜率 
中 没有 最 大 数 和 最 小 数 . 1 
在 图 中 以 示意 的 方式 分 别 作出 了 连结 格 点 (nm 和 (n+ 0 了 3 全 
1,m 十 1) 到 原点 的 两 个 直线 段 . 它们 的 斜率 满足 不 等 式 (1.12) 习题 16 的 附 图 2 
所 示 的 关系 . 
习题 17-20 是 对 于 确 界 基本 性 质 的 练习 题 , 从 略 . 
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1.1.4 含有 绝对 值 的 不 等 式 (习题 21-30) 
关于 实数 的 绝对 值 的 定义 如 下 . 如 果 是 实数 , 那么 按照 


二 2 
lz| = 
Z，ZZ0 
定义 的 非 负 数 称 为 z 的 绝对 值 |z|. 对 于 一 对 实数 rz, 我 们 又 称 |z 一 引 为 实数 和 
之 间 的 距离 . 这 里 显然 已 经 将 实数 > 和 ? 等 同 于 数 轴 上 的 两 个 点 来 考虑 了 , 于 是 |z| 也 
就 是 数 轴 上 点 z 到 原点 O 的 距离 . 这 些 对 于 今后 考虑 与 实数 有 关 的 问题 时 都 是 很 有 用 
的 几何 概念 . 
关于 绝对 值 的 最 基本 性 质 是 三 点 不 等 式 (也 称 为 三 角形 不 等 式 ): 
李 十 引 科 lz| 十 加. (1.14) 
它 刻 画 了 数 轴 上 点 z, 妨 z 十 y 与 原点 距离 之 间 的 关系 . 
三 点 不 等 式 还 有 一 种 常用 的 变形 : 
lz 十 引 lz| 一 全. 
为 此 只 要 写 出 lz| = |(z 十 芒 一 可 和 好 十 外 十 | 一 外 二 科 十 引 十 肥 |, 再 移 项 即 可 ， 
这 一 部 分 的 第 一 题 是 三 点 不 等 式 的 推广 , 其 中 的 小 题 (a) 也 可 称 为 三 点 不 等 式 ， 


习题 21 (三 点 不 等 式 的 推广 ) 证 明 不 等 式 : 
(a) lz 一 外 > |lzl 一 加 |; 
(b) lz + zl 十 .… 十 Zn| 2 |z| 一 (zai| 十，… 十 |zn|)， 
解 (a) 由 三 点 不 等 式 (1.14) 有 jz| = |z 一 y 十 外 系 jz 一 纠 二 | 路, 然后 移 项 得 到 
lz 一 直 >|z| -四 
交换 z 与 y 后 又 得 到 |z 一 攻 = ly 一 z| > | 吕 -|zl. 合并 即 可 - 
(b) 用 三 点 不 等 式 (1.14) 可 以 有 
ll= lz 上 za 二 zn) 一 (ca 十 十 za]l 
乏 |z 十 zl 十 … 十 Zn| 十 |zi 十 .… 十 Zn| 
委 |z 十 ZI 十 … 十 Zn| 十 |zl| 十 … 十 |zn|， 
移 项 即 可 ， 口 
注 “在 上 述 证 明 中 还 利用 了 三 点 不 等 式 的 另 一 个 (平凡 的 ) 推广 : 
lc: 十 … 十 zn| 和 |zi| 十 … 十 |zn|. 
这 在 mn = 2 时 就 是 三 点 不 等 式 , 而 当 m > 2 时 可 以 用 数学 归纳 法 给 出 证 明 . 从 略 . 
以 下 的 习题 22-29 都 是 求解 带 有 绝对 值 的 不 等 式 ， 其 中 最 为 基本 的 事实 是 : 当 
a > 0 时 有 以 下 等 价 关系 : 
|z| < a < 一 -ca 和 z 世 a， 


lz| > a 和 >z>a 或 z 和 一 a. 
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其 中 和 和 > 改 为 < 和 > 时 也 成 立 . 

考虑 到 目前 中 学 数学 的 选修 课 中 已 经 有 这 方面 的 内 容 , 下 面 只 对 习题 26 作出 解答 . 
它 的 解法 很 多 . 从 中 读者 可 以 看 到 , 问题 在 于 如 何 克 服 取 绝 对 值 所 带 来 的 困难 , 所 介绍 
的 几 种 方法 都 从 不 同 的 角度 出 发 克服 了 这 个 困难 . 

习题 26 解 不 等 式 |lz+2| 二 lz 一 2| 入 12. 


解 1 (用 绝对 值 的 几何 意义 ) 如 附 图 1 所 示 ， 


lz 十 ?| 是 点 > 到 点 -2 的 距离 , jz -2| 是 点 > 到 点 人 
2 的 距离 , 问题 是 证 明 它们 的 和 不 超过 12. 0 
当 z 在 [一 2,?] 中 时 上 述 要 求 显然 满足 , 因此 题 26 的 附 图 1 


只 要 考虑 z > 2 和 z < 一 2. 
当 z > 2 时 , 从 这 两 个 距离 之 和 减 去 4 ( 即 点 -2 到 2 的 距离 ) 之 后 就 是 z 到 2 的 距 
离 的 两 倍 . 从 12 减 去 4 后 除 2 得 4, 可 见 z 和 2+4=6 即 可 . 
由 于 不 等 式 左边 关于 原点 对 称 ( 即 是 z 的 偶 函 数 ), 因此 答案 为 -6 < z < 6 口 
解 2 (采用 分 段 处 理 方法 去 掉 绝 对 值 号 ) @ ”利用 不 等 式 左边 在 绝对 值 号 下 的 两 个 
线性 函数 的 零点 为 -2 和 2, 就 可 以 将 实数 全 体 分 成 为 三 个 区 间 
({-oo, -2]，(--2,2)，[2, +oo). 
然后 在 三 个 区 间 上 分 别 求解 不 等 式 . 这 时 在 每 个 区 间 上 都 可 以 去 掉 绝 对 值 号 . 
对 第 一 个 区 间 (- co, -2], 不 等 式 变 成 
一 2Z 一 2 十 2 一 2= 一 27 和 12， 
即 得 到 z > --6. 于 是 解 为 [一 6, 一 引 . 
同样 可 以 在 (一 2,2) 上 解 不 等 式 
z+2+2 一 z 和 12， 
即 当 ze (-2, 2) 时 不 等 式 总 是 成 立 的 . 
最 后 在 [2, +oc) 上 不 等 式 变 成 
7Z+2+z 一 2=2z 世 12， 


这 样 得 到 解 为 [2, 6]. 
合并 以 上 讨论 , 得 到 答案 为 -6 < z 和 6， 口 
解 3 (用 平方 的 方法 消除 绝对 值 号 ) 将 不 等 式 两 边 平方 , 得 到 不 等 式 
2Z2 十 4z 十 4 十 Z2 一 4r 十 4 十 2|z2 -4| 么 144. 
这 样 就 减少 了 一 个 绝对 值 项 . 
在 z2 < 4 时 上 述 不 等 式 变 成 16 < 144, 这 表明 |z| < 2 时 不 等 式 总 是 成 立 的 . 
在 z2 > 4 时 则 有 4z2 < 144, 即 zz < 36. 这 提供 了 2 < |z| < 6. 
合并 以 上 知道 答案 是 -6 入 z 和 6 口 
注 这 里 又 利用 了 当 r,y > 0 时 , rz 乏 1y 与 z2 和 刀 等 价 . 
加 对 于 绝对 值 号 下 均 为 线性 函数 的 不 等 式 都 可 以 用 这 样 的 方法 求解 . 
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虹 解 4 (几何 作 图 法 ) 若 对 于 作 图 比较 熟悉 (参见 81.4)， 
则 可 先 分 别 作出 jz 十 21 和 lz- ?2| 的 图 像 (在 附 图 2 中 用 虚 
线 表 示 ), 然后 将 它们 “ 释 加 ”得 到 f(z) 的 图 像 (图 中 的 粗 黑 
折线 ). 这 时 为 解 不 等 式 f(z) < 12 只 要 求 出 /f(z) 的 图 像 与 
4 = 12 (图 中 为 水 平 虚线 ) 的 两 个 交点 的 横 坐 标 即 可 

、、 由 作 图 过 程 可 推 知 在 这 两 个 点 的 附近 f(z) 分 别 为 -2z 
-8-6-4-2024687 和 2z, 可 见 两 个 交点 的 横 坐 标 分 别 为 -6 和 6. 因此 不 等 式 

习题 26 的 附 图 2 的 解 为 -6 和 z < 6， 口 


习题 29 解 不 等 式 |z(1 一 z)| < 0.05. 


解 在 附 图 的 分 图 (a) 中 作出 了 y = 
lzr(1 - z)| 的 图 像 , 它 落 在 阴影 区 内 的 所 有 点 
的 > 坐标 就 是 本 题 的 解 ， 可 见 在 zx = 0 和 到 
z = 1 附近 分 别 有 满 足 不 等 式 的 两 个 区 间 . 

本 题 的 含有 绝对 值 号 的 不 等 式 相 当 于 不 
含 绝对 值 号 的 以 下 两 个 不 等 式 : 

一 0.05 < z(1 - z) < 0.05. 
于 是 如 分 图 (b) 所 示 , 要 求 出 抛物 线 y = 
z(1 - z) 落 在 阴影 区 内 的 点 的 所 有 zx 坐标 . 习题 29 的 附 图 

从 左边 的 不 等 式 , 即 z2 ~ z 一 0.05 < 0 解 出 

0.5 一 V0.3 < z < 0.5 十 V0.3. 
从 右边 的 不 等 式 , 即 z? - z + 0.05 > 0, 可 见 对 于 满足 上 述 条 件 的 > 还 要 求 : 
zZ>0.5+V0.2 或 z<0.5- V0.2. 

合并 以 上 , 就 知道 答案 是 两 个 开 区 间 的 并 (参见 附 图 ): 

(0.5 - V0.3,0.5- V0.3) U (0.5 + V0.2.0.5 + V0.3). 
其 近似 值 为 (一 0.048,0.053) U (0.947,1.048)， 口 


习题 30 证 明 恒 等 式 (与 如 ) + (3 四 ) = 过 

解 “这 是 这 一 部 分 的 最 后 一 顾 . 它 是 一 个 恒等式 . 可 以 看 出 , 不 论 z 的 符号 如 何 , 左 
边 总 有 一 项 是 0, 而 另 一 项 就 等 于 右边 的 zz， 口 
1.1.5 ”绝对 误差 和 相对 误差 (习题 31-40) 


设 o (ac 关 0) 是 被 测量 的 精确 值 , 而 > 是 这 个 量 的 近似 值 , 那么 A = |z -- a| 称 为 绝 
对 误差 , 而 5 = 请 称 为 相对 误差 . 当然 一 般 不 可 能 知道 误差 的 准确 值 , 平时 所 说 的 都 
是 对 它们 的 最 大 可 能 范围 的 估计 , 即 绝对 误差 限 和 相对 误差 限 . 
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如 果 数 > 的 绝对 误差 不 超过 第 mn” 个 有 效 数 字 那 位 数 的 1 的 一 半 , 那么 说 数 > 精确 
到 位 数字 . 例如 在 三 角 函数 的 四 位 数学 用 表 中 , 所 列 出 的 都 是 精确 数字 . 这 表明 它 是 
经 过 四 含 五 入 处 理 的 , 其 误差 不 超过 0.5 x 10-4, 即 其 末 位 数 的 半 个 单位 . 

下 面 只 给 出 习题 38 的 解答 . 今后 会 知道 它 与 微分 在 近似 计算 中 的 应 用 有 密切 联系 . 


习题 38 当 度 量 正方 形 边 长 r (其 中 2 m < z < 3 m) 的 绝对 值 误差 为 何 值 时 , 正 
方形 的 面积 可 以 精确 到 0.001 m2? 


解 从 面积 S = z2 知道 当 z 变 为 z+ Ar 时 , 就 有 S+ AS = (z + Az)2, 因此 由 
于 测量 误差 Az 引起 的 面积 误差 为 


AS = 2zAz + Arz?2. (1.15) 
其 中 右边 最 后 一 项 Az2 是 (Az)2 的 习惯 记 法 . 
从 要 求 -0.001 < AS < 0.001 求解 关于 Az 的 两 个 二 次 三 项 不 等 式 , 整理 后 得 到 


_ 0001 0.001 
Z 十 Vz2 -0.001 Z 十 VZ2 十 0.001” 


其 中 2<z<3@. 
取 z = 3, 就 得 到 对 于 z e (2, 3) 同时 适用 的 估计 : 
-1.666713 x 10-4 < Az < 1.666 620 x 10-4， 
可 见 |Az| < 0.00017, 即 0.17 mm. 
回 到 (1.15), 由 于 Az 为 小 量 , 因此 可 以 弃 去 右边 的 平方 项 Ar? 后 来 求解 . 这 时 就 
非常 简单 地 有 
ea- 他。 
所 得 结果 与 上 面 “ 精 确 解法 ?相同 . 
这 表明 对 于 (1.15) 作 线性 化 处 理 后 的 误差 估计 要 容易 得 多 . 初学 者 在 学 了 微分 学 
后 就 会 明白 , 这 两 种 方法 就 是 分 别 用 增 量 和 微分 来 估计 误差 ， 口 


愉 0.00016 < 0.00017， 


1.1.6” 补 注 (习题 5，14) 


这 个 补 注 包含 以 下 内 容 , 并 在 最 后 有 一 个 评述 . 

1. 解答 习题 5, 其 中 出 现 数学 分 析 中 不 常见 的 符号 , 对 初学 者 有 点 难 ; 

2. 对 数学 归纳 法 作 一 点 补充 , 并 对 于 前 面 的 若干 习题 提出 新 的 解法 以 供 比较 ; 
3. 前 m 个 正 整数 的 寡 和 公式 的 推导 与 伯 努 利 数 ; 

4. 证 明 本 书 今 后 经 常 使 用 的 重要 工具 一 一 平均 值 不 等 式 ; 

5. 解答 习题 14, 它 与 希 尔 伯 特 第 七 问题 有 关 . 


@@ 由 于 AS 是 Az 的 二 次 式 , 因此 求解 |AS| < 0.001 与 前 面 的 习题 29 是 类 似 的 . 然而 由 于 |Az| 相对 于 
是 小 量 , 因此 最 后 只 需 取 在 原点 附近 的 一 个 开 区 间 - 
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1. 习题 5 
下 面 给 出 习题 5 的 主要 部 分 的 解答 . 
习题 5 设 a 四 = ao- 六 [ce-( 人 -1 站 人 =12…) 及 al =1, 证 明 
(oa+ 昌 四 = 和 Csam-abm. 
天 =0 


解 m =1 时 有 


1 
(a+bm=a+ 访 》 Cgan-6b = aplbal + ab 一 a+ 思 
大 =0 


因此 成 立 , 
现 设 几时 结论 已 经 成 立 , 于 是 对 于 m 十 1 的 情况 , 一 方面 有 
(a+D)Pt = (e+ 四,(a+b 一 ni 


4 


攻 (并 csar-aom) -(a 十 b 一 nj)， 


大 =0 
另 一 方面 又 有 
史 十 1 内 
CEHaPHE NI = Co an+l 十 ckaal+rIb 吕 Cntibm+l 
大 =0 大 =1 
= COap 培 十》 (十 CR Ja 网 十 CORD 
天 一 1 
用 好 十 二 
= 》 ckaln+1-b 风 十 》 Clan+I- 昌 8 
大 一 0 bb=1 
二 Com+1 -内 十 am- 朋 IIk+I) 
大 =0 
一 ( 呈 Ckap-9tb) -[(a- 人 一 外 二 (一 kh 
大 =0 
= (cgar 9 .+p 一 mh 
大 =0 
可 见 两 边 相等 . 口 


注 读者 可 以 将 上 述 证 明 与 前 面 关 于 二 项 式 定理 的 证 明 作 比较 , 可 见 本 质 上 没有 
多 少 区 别 . 但 若 要 从 左边 推出 右边 , 则 需要 引入 分 解 
a+b 一 太 =(a 一 人 一 月 站 十 人 也 一 有 
不 如 上 述 处 理 较为 方便 , 即 从 两 边 出 发 证 明 它 们 都 与 第 三 个 表达 式 相等 . 


2. 关于 数学 归纳 法 的 补充 
关于 数学 归纳 法 的 基本 知识 可 以 参看 两 本 优秀 的 科普 读物 : 10] 和 [19]. 
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一 般 来 说 ,一道 题 的 证 明 方 法 可 能 是 很 多 的 , 而 且 很 难看 出 * 它 是 如 何 想 出 来 的 " 
从 思路 来 说 , 妆 学 归纳 法 有 其 简单 之 处 . 这 就 是 在 大 多 数 情 况 下 , 其 第 一 步 是 统一 的 , 然 
后 问题 转化 为 寻找 所 求证 命题 在 m 一 上 与 忆 =K + 1 之 间 的 联系 . 

具体 来 说 , 假设 要 证 明 的 是 不 等 式 (对 于 等 式 情况 也 有 类 似 的 结论 ) 

fn) > g(m)， 
则 在 J(1) > 9(D) 成 立 并 假设 7(k) > 9(F) 成 立时 , 我 们 只 需要 证 明 j(E 十 1) 一 JE) > 
5 信 十 D) 一 9(h) 成 立 就 可 以 完成 才学 归纳 法 的 第 二 步 证 明了 . 若 上 述 不 等 式 两 边 都 大 于 

0 则 也 可 以 将 求证 的 不 等 式 换 为 了 0 > 邓 和 和 生 ， 读 者 不 妨 试 用 这 样 的 方法 重 
新 观察 前 面 的 习题- 

当然 接 下 来 如 何 做 则 可 以 有 千变万化 的 不 同 , 但 至 少 * 开 局 "是 相同 的 . 

为 了 与 数学 归纳 法 的 思路 作 比较 下面 对 前 面 用 数学 归纳 法 已 经 证 明 过 的 几 个 是 
给 出 其 他 证 法 , 


习题 9(b) 证 明 不 等 式 
1 


1 
2 苞 “页 
解 2 利用 不 等 式 
(K-T)(K+T 
丈 
令 六 = 1,2,，…，m 并 将 所 得 的 不 等 式 边 边 相 乘 得 到 
二 V(2n 一 Un+I 1.3 四 .VBTT<1， 


整理 后 即 得 ， 口 


， 四 (2n 一 1) 2 寺 1 2K 
解 3 记 zn 一 一 1 加 . 利用 < 琵 生 =12,， ;7 就 有 
4. 人 1 
2 . 240Cn __ 1 
0 


两 边 开平 方 即 得 ， 口 


习题 10 (a) 证 明 不 等 式 至 


1+- 帮 + 亢 + + 人 >) 
解 2 利用 一 种 裂 项 消去 法 . 从 

汪 认 

SA 人 二 和 


出 发 , 令 其 中 的 = 1,2,…- ,m, 将 所 得 的 不 等 式 边 边 相 加 得 到 
1 1 
5 >2(V+I-1)， 
于 是 只 要 能 够 证 明 2(VR TI- 1) > v 瑟 在 . > 2 时 成 立即 可 . 对 于 对 = 2 可 以 通过 直 
接 计 算 验 证 它 成 立 . 对 于 mm > 3 则 可 以 从 
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2(Vn+I-J)=vVn+I+(Vn +I--2)>vVma 二 TI> Vm 
得 到 口 


习题 10 (b) 证 明 不 等 式 
mnt+l > (十 1 (>3). 


解 2 对 于 已 经 学 过 数列 极限 的 读者 , 很 容易 想到 如 下 的 解法 ; 即 首先 将 不 等 式 改 
写 为 等 价 的 【1 + 二 ) < m 然后 利用 已 知 数列 {(1 + 革 )} 是 单调 递增 数列 , 上 且 收 全 于 
e 忆 2.71828 < 3, 可 见 当 m > 3 时 不 等 式 成 立 . (有 关内 容 见 后面 的 习题 69.) ” 口 


习题 10 (d) 证 明 不 等 式 
(2m)! < 22"(n0)2. 


解 2 将 左边 作 如 下 分 解 即 可 证 出 所 要 的 不 等 式 ? 
(2n)!L= (2m)8(2n 一 DUU < [(2m)12 = 22"(n0)2， 口 


3. 前 个 正 整数 的 寒 和 的 公式 推导 与 伯 努 利 数 


如 前 所 说 , 数学 归纳 法 是 数学 证 明 的 一 种 方法 , 至 于 要 证 明 的 结论 从 何 而 来 则 完全 
是 另 一 回 事 , 下 面 介 绍 的 一 种 方法 可 以 导出 习题 1-3 中 的 恒等式 和 罕 次 更 高 的 类 似 恒 
等 式 . 此 外 我 们 还 在 此 顺便 介绍 该 守 和 的 一 般 性 公式 . 

习题 1 的 恒等式 是 

1 十 2 十 … 十 即 一 
求 出 这 个 等 式 的 一 个 简单 方法 是 先 写 出 从 1 到 mn 的 一 行 数 , 然后 在 这 一 行 下 面 写 出 从 mm 
到 ! 的 第 二 行 数 , 如 下 图 所 示 : 
1 2 3 we 
的 , 驻 一 二 加 生生 5 2 1 
然后 从 左 到 右 将 两 行 处 于 对 应 位 置 的 上 下 两 个 数 相 加 , 每 次 都 得 到 m + 1, 一 共 得 到 
个 n+1, 因此 两 行 的 所 有 数 之 和 就 是 n(n + 1), 将 它 除 以 2 就 是 每 一 行 的 m 数 之 和 . 

然而 这 个 方法 很 难 用 于 求 前 mn 个 正 整数 的 平方 和 、 立方 和 等 等 . 因此 我 们 介绍 以 下 
具有 一 般 性 意义 的 方法 . 

利用 (E 二 1)2 一 好 =2F 十 1 取 大 从 1 到 m 相 加 , 即 有 


> +1D2 一 匀 =》 (CE+I1， 
一 1 


=1 


寻 ( 人 十 1) 
2 


其 让 这 是 思 二] 一双 十 2 有 边 是 2 3 二 mn 整理 后 有 得 到 》 2 


大 一 1 


四 其 中 所 用 的 双 阶 乘 记 号 nl 表示 不 超过 mm 且 与 m 的 奇偶 性 相同 的 所 有 正 整数 的 乘积 , 例如 71 一 7.5.3.1, 
81=8.6.4.2,8! = 人 (80.(7 册 . 
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再 利用 人 二 二 0 十 直 二 取 丰 从 1 到 相 加 , 得 到 
YIk+Ds- 癌 = 和 Be2+3ak+D- 52+s2ern 
天 =1 


jl k=1 


-32e+ t+ 寺 二 寅 


而 其 左边 是 (m， 十 1)3 一 1 = e 十 3n2 + 3m 整理 后 就 得 到 》` 有 妇 一 


继续 做 下 去 就 可 以 得 到 人 
13 十 23 十 … 十 m3 一 [2 过] . 
初学 者 可 以 用 上 述 方法 推导 出 这 个 公式 , 并 用 数学 归纳 法 对 它 作 出 严格 证 明 ， 
不 难看 到 , 这 种 方法 要 用 于 求 宕 次 很 高 的 前 mn 个 正 整数 的 寡 和 还 是 不 方便 的 ， 那 
么 , 有 没有 更 一 般 的 方法 ?或 者 要 求 更 高 一 点 , 是 否 存在 前 ”个 正 整数 的 罕 次 为 正 整 数 
c 的 罕 和 的 一 般 公式 ? 
这 个 问题 早已 为 微 积分 的 先驱 之 一 的 雅 各 布 . 伯 努 利 所 解决 他 得 到 的 公式 是 


本 1P， 02- 3 2-3 
1 寺 洗 十 + 和 = 一 ecTT+ 7 开 +CcBo 了 十 CecB4 和 


叶 的 指数 相继 减 2 直到 郊 或 m2, 其 中 思 = 言 ， Bi = 一 壳 ，… 即 是 伯 努 利 数 , 在 [14| 
中 可 以 看 到 伯 努 利 的 论文 的 中 译文 . 伯 努 利 数 的 简明 介绍 可 以 看 23] 的 87.2.3. 在 本 书 
的 82.9.3 的 习题 1373.2 和 8$2.10.1 的 习题 1386 中 还 会 过 见 伯 努 利 数 . 


丸 (人 人 十 1(2n2 十 1) 
ER 


4. 平均 值 不 等 式 及 其 证 明 


这 里 介绍 三 种 最 常用 的 平均 值 以 及 在 它们 之 间 的 不 等 式 关系 . 它们 是 本 书 中 的 常 
用 工具 . 需要 特别 注意 不 等 式 成 立 等 号 的 充 要 条 件 , 它 在 今后 很 有 用 -. 
设 zt za,…… ,zn 是 非 负数 列 , 则 分 别称 
六 二 也 二 二 和 G = VaT 
为 上 述 数 列 的 算术 平均 值 和 几何 平均 值 . 又 若 该 数列 的 每 一 项 大 于 0, 则 称 


生 (2 十 … 十 ! _ 吉 
用 汪 1 
Z1 Tm 


为 上 述 数列 的 调和 平均 值 9 . 
风 一 2 时 成 立 G < 4 是 中 学 数学 的 一 个 基本 不 等 式 ， 《习题 集 》 的 82.7 的 习题 
1295 就 是 关于 正 数 的 不 等 式 G < 4. 
@ 调和 平均 值 的 一 个 例子 : 设 某 人 用 加 度 w 走 完 一 公里 , 然后 又 用 速度 va 再 走 完 一 公里 ， 则 他 走 完 这 两 
公里 所 用 的 平均 速度 就 是 vi 和 ta 的 调和 平均 值 .又 常 称 数列 1, 计 ， 寺 ,二 ，… 为 调和 数列 ,其 中 从 第 
二 项 起 的 每 一 项 者 是 前 后 两 项 的 调和 平均 值 . 
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命题 1.1 (平均 值 不 等 式 ) (1) 对 非 负数 列 ri, … ,zn 恒 成 立 不 等 式 C < 4, 当 且 
仅 当 zi = … = zn 时 成 立 等 号 ; (2) 对 正 数 列 zl,… ,zn 便 成 立 不 等 式 妃 < G < 4, 当 
且 仅 当 zl = … = zn 时 成 立 等 号 . 


容易 看 出 对 正 数列 来 说 , 从 G < 4 即 可 推出 互 入 G. 为 此 只 要 写 出 


让 有 二 (站 sa 
CE Zr 和 让 (CT 十 十) 


再 将 两 边 取 倒数 即 可 . 
关于 不 等 式 G < 4 的 证 明 , 据 最 新 专著 [1] 的 (不 完全 ) 统计 , 到 2002 年 已 经 有 了 
74 种 证 明 , 其 中 有 用 数学 归纳 法 的 多 种 证 明 . 下 面 我 们 介绍 其 中 之 一 , 它 用 到 了 数学 归 
纳 法 的 一 种 变 : 
G < 4 的 向 前 向 后 数学 归纳 法 证 明 
几 一 2 时 不 等 式 相当 于 (V5T - V 古 )? > 0, 因此 成 立 . 现在 假设 G < 4 对 已 经 成 
立 , 则 对 于 2n 的 情况 就 有 


2VZ1 …Z2n 一 Y VE1T2 … VZ2n-172n 乏 击 (V5125 十 … 十 VZon-17Z2n) 


科 让 1 (于 (am 十 22) 十 … 十 + 交 jh 一 二 人 十 ，… 十 zan). 
于 是 我 们 看 到 对 于 ma = 2,4,…… ,2k,…，, 即 所 有 2 的 守 来 说 , 不 等 式 G < 4 已 经 成 
立 , 这 就 是 “向 前 ”部 分 的 证 明 . 
下 面 将 要 在 G < 4 对 mm 成立 的 前 提 下 证 明 它 对 -1 也 成 立 . 这 就 是 “向 后 "部 分 ， 
容易 理解 , 它 与 “向 前 ”部 分 合并 就 完成 了 数学 归纳 法 的 证 明 . 
为 此 我 们 比较 时 的 不 等 式 


WII1 Zn 私 


ZL 十 .…… 十 Tn 
狗 


和 呈 一 1 时 的 不 等 式 
,ERTS 瑟 十 一 二 2 ， 
并 考虑 是 否 可 以 适当 进取 xu 一 使 得 上 述 两 式 的 左边 相等 @， 即 有 
VOTE = "TI 
由 此 可 解 出 应 当 取 为 rt, ,zn-i 的 几何 平均 值 . 将 它 记 为 亏 即 取 
4 一 五 = “VE 
则 就 可 以 应 用 归纳 假设 作出 如 下 推导 : 
王 = 人 去 (za + … 十 mn-i 十 到， 
然后 移 项 整理 得 到 元 入 二 (zi 十 … 十 zn_1). 
关于 等 号 成 立 的 条 何 的 证 明 可 以 从 上 述 向 前 向 后 步 又 看 出 ,请 读者 补足 ， 口 
注 用 于 证 明 G < 4 的 数学 归纳 法 有 多 种 不 同 的 做 法 , 但 都 不 是 平凡 的 . 为 此 只 
要 考虑 如 何 能 够 从 ”= 2 推出 ”” = 3 的 C < 4, 就 会 发 现 这 不 是 显然 的 . 按照 上 述 向 前 
向 后 方法 可 写 出 如 下 : 
名 如 要 求 两 式 的 右边 相等 则 就 得 到 另 一 个 证 明 - 
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1 
17a23 一 W zlz2733017253 区 可 (VZ172 二 Vs3SXi7273) 


芯 去 (去 (Ce 十 Z2) 十 去 (ca 十 吉 五 五 码 )) 


然后 移 项 整理 即 可 . 
中 学 数学 有 一 道 因 式 分 解 题 
23 十 由 十 好 一 3zyz = (zz)(z2 十 天 十 2 一 2 一 gz 一 zz)， 
用 它 可 以 解决 风 = 3 时 的 G < 4, 但 难以 推广 . 


5. 习题 14 及 其 他 
习题 14 构造 确定 数 2 的 分 割 . 


分 析 这 里 的 第 一 个 问题 是 : 数 2Y5 是 有 理 数 还 是 无 理 数 ? 

由 于 在 戴 德 金 分 割 方法 中 , 定义 无 理 数 和 定义 有 理 数 的 分 制 是 不 一 样 的 , 因此 本 题 
的 解答 不 可 能 避 开 这 个 问题 . 

回顾 1900 年 希 尔 伯 特 在 国际 数学 家 大 会 上 提出 的 23 个 数学 问题 中 的 第 七 个 问题 ， 
即 当 a 为 代数 数 (a 产 0,1),， 有 为 无 理 数 的 代数 数 时 ，a8 是 否 一 定 是 超越 数 或 至 少 是 
无 理 数 9， 希 尔 伯 特 还 特地 举 出 两 个 具体 的 数 , 在 当时 都 不 知道 它们 到 底 是 有 理 数 还 
是 无 理 数 ， 第 -一 个 就 是 本 题 的 2V5, 另 一 个 是 ex = (-1)- 我 们 知道 , 这 个 第 七 问题 在 
1934-1935 年 已 经 得 到 肯定 性 的 解决 , 因此 2Y: 是 无 理 数 ， 《习题 集 》 的 出 版 是 在 那 以 
后 , 但 显然 不 能 要 求 读者 在 做 本 题 时 都 知道 这 个 著名 结果 . 

第 二 个 问题 是 : 实数 2v2 是 如 何 定义 的 ? 

参考 [6] 的 绪论 可 以 知道 ,首先 要 定义 形式 为 24 的 数 , 其 中 轧 g 为 整数 ,然后 对 于 
满足 有 < V5< 区 的 所 有 有 理 数 p/g 和 pr/d', 证 明 满足 24 < z < 29 的 实 煞 z 是 
唯一 存在 的 , 就 将 它 定义 为 实数 2v5. 

我 们 的 问题 是 要 构造 有 理 数 系 Q 中 的 一 个 戴 德 金 分 割 4/B, 使 得 4 中 的 每 一 个 有 
理 数 小 于 2v5, 妃 中 的 每 一 个 有 理 数 大 于 2Y5. 由 于 将 有 理 数 与 2V5 直接 比较 它们 的 大 
小 是 困难 的 , 因此 采用 如 下 的 间接 方法 . 

设 4/BB 是 确定 无 理 数 V5 的 有 理 数 系 的 分 割 ,然后 对 于 正 有 理 数 P/q < 作 , 其 中 
D,9 都 是 正 整数 , 就 有 23 < 2Y5. 对 于 正 有 理 数 a 来 说 , 不 等 式 o < 29 可 以 转换 为 等 
价 的 不 等 式 o9 < 2, 而 后 者 是 可 以 在 有 理 数 系 中 判定 的 不 等 式 . 如 果 成 立 , 就 可 以 断定 
ae 4. 类 似 地 可 以 给 出 判定 正 有 理 数 be 也 的 方法 ， 口 


解 设 4/B' 是 确定 V2 的 有 理 数 系 中 的 一 个 分 割 . 定义 如 下 的 两 个 有 理 数 集 : 


@ 四 有 理 系数 的 代数 方程 的 根 称 为 代数 数 , 不 是 代数 数 就 称 为 超越 数 ， 2 和 V2 都 是 代数 数 .已 经 证 明 xz 和 
e 都 是 超越 数 . 
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4= {es@|es<0 或 存在 马 < 4,, p,9 都 是 正 整 数 , 使 得 oz < 2?}， 
旦 = 他 <Q@Q|5> 0 存在 蕊 < Bf mg 都 是 正 整数 使得 bf > 2 }， 


则 当 a e 4 和 已 时 , 由 于 从 省 已 的 定义 可 知 有 a < 24 和 329 < 名 而 从 分 制 
4//B' 知道 有 本 < 克 ， 因此 a < 也 
如 果 我 们 再 能 够 证 明 4 U 妃 = Q, 则 4/ 妃 就 是 有 理 数 系 中 的 一 个 戴 德 金 分 割 . 根 
据 [6] 中 关于 2Y5 的 定义 方法 , 可 见 4/ 也 就 是 确定 它 的 有 理 数 系 的 分 割 . 
用 反 证 法 . 
设 存在 一 个 有 理 数 >,， 它 既 不 属于 4, 也 不 属于 了 B3, 于 是 对 于 任何 学 < 4 和 
汪 
这 <E 也, 就 有 
卫 
全 过活 的 生 人 2 
由 于 4' 中 没有 最 大 数 ，B' 中 没有 最 小 数 , 因此 上 述 两 个 不 等 号 都 只 能 是 严格 的 < 号 . 
于 是 如 分 析 中 所 说 , 这 个 有 理 数 > 只 能 是 数 2v5 本 身 . 根据 希 尔 伯 特 第 七 问题 的 答 
案 , 这 样 的 有 理 数 z 是 不 可 能 存在 的 . 于 是 就 证 明了 上 述 4/ 刀 确实 是 定义 2vz 的 戴 德 
金 分 割 . 
若 不 考虑 希 尔 伯 特 第 七 问题 的 结论 , 则 可 以 解答 如 下 . 
情况 一 . 如 果 2v2 不 是 有 理 数 , 则 上 面 的 推理 已 经 证 明了 4/B 就 是 确定 它 的 分 割 . 
情况 二 . 如 果 2v5 是 有 理 数 , 则 将 它 加 入 4 或 万 之 后 , 也 就 得 到 确定 这 个 有 理 数 的 
两 个 可 能 的 分 割 ， 口 


最 后 对 于 本 节 的 部 分 内 容 再 作 以 下 评述 . 
本 节 的 部 分 习题 是 与 实数 系 有 关 的 . 如 前 所 说 , 其 中 与 分 割 有 关 的 习题 要 与 戴 德 金 
分 割 方法 的 学 习 配 合 起 来 做 . 如 习题 13 中 的 (a) VZ+ VS = V 丁 和 (bj V5V3= V6 都 
应 该 用 戴 德 多 分割 方法 予以 证 明 . 若 将 它们 看 作 中 学 数学 的 练习 题 , 显然 违背 了 题 意 . 

本 节 中 在 今后 将 起 重要 作用 的 是 确 界 存在 定理 (习题 15), 它 也 需要 用 戴 德 金 分 害 
方法 来 证 明 . 由 于 数学 分 析 中 用 到 的 主要 是 实数 的 连续 性 ,而 不 是 实数 的 构造 方法 ， 
此 对 于 没有 学 过 戴 德 金 方法 的 读者 来 说 , 重要 的 是 学 习 今后 如 何 用 这 个 定理 .在 这 一 节 
中 首先 是 学 会 确 界 的 定义 及 其 性 质 . 

在 很 多 数学 分 析 教材 中 对 于 实数 系 有 详细 的 介绍 . 除了 前 面 所 说 的 [6] 的 绪论 外 ， 
在 西方 教材 中 可 以 参考 [20, 18| 等 . 前 者 用 了 5 章 来 介绍 实数 系 . 在 国内 教材 中 我 们 扒 
厦 24]. 关于 实数 系 基本 定理 可 以 参考 [23] 的 第 三 章 . 

关于 含有 绝对 值 的 不 等 式 和 有 关 误 差 概念 的 练习 题 都 是 为 今后 学 习 所 作 的 准备 工 
作 , 它们 也 是 学 习 计算 数学 的 预备 知识 . 需要 了 解 更 多 内 容 的 读者 可 以 参考 这 方面 的 书 
(例如 [15] 等 ) 
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81.2 数列 理论 (习题 41-150 ) 


内 容 简 介 ”这 一 节 是 极限 理论 的 基础 , 也 是 第 一 章 中 难度 较 大 的 部 分 , 因此 在 下 面 
要 讲解 较 多 的 习题 . 实际 上 其 中 相当 多 的 习题 或 者 是 重要 的 定理 , 或 者 对 今后 的 学 习 在 
思想 方法 上 具有 重要 的 意义 , 它们 的 证 明 或 计算 方法 也 极其 多 样 化 , 这 些 都 是 读者 需要 
重视 的 地 方 . 

本 节 除 了 按照 内 容 分 成 若干 小 节 之 外 , 在 最 后 的 补 注 小 节 中 提出 关于 极限 代入 法 
的 命题 , 解答 部 分 较 难 的 习题 , 并 对 上 下 极限 作 补 充 - 


1.2.1 ”极限 的 定义 与 计算 (习题 41-57) 

习题 41 设 zn = 二 人 = 2… 小 证 明 lim zn = 1， 即 对 每 一 个 e > 0, 求 
出 数 V = N(e), 使 得 当 m”> N 时 有 |zn -1| < <s. 填写 下 表 (以 下 的 空 表 从 略 )， 

解 对 给 定 的 任意 s > 0, 欲 使 lz -1| < e， 由 lm - = < = 解 出 


m > 二 -4 故 可 取 W = [十 下 (fa] 表示 z 的 整数 部 分 ) 则 当 > N 时 ,就 有 
lzn - 11 < e 然后 即 可 填 表 如 下 : 


0.0001 
9999 


口 

注 由 于 数列 极限 是 初学 者 面前 的 第 一 道 坎 , 而 这 个 是 虽然 简单 , 但 恰恰 可 以 用 来 
解释 数列 极限 定义 中 的 几 个 不 容易 理解 的 难点 , 因此 作 如 下 注解 ， 

(De 给 定 在 先 , N 确定 在 后 ; e 不 依赖 于 N,，N 是 根据 而 定 的 , 依赖 于 <, 因此 党 
记 为 Y(e). 容易 理解, 对 一 切 正 数 = 同时 适用 的 N 一 般 是 不 存在 的 , 除非 该 数列 是 党 
信 数 列 , 即 每 项 相同 的 数列 . 

(2) 在 极限 的 定义 中 , = 既是 给 定 , 又 是 任意 , 这 如 何 理解 ? 从 本 题 可见, 只 有 给 定 < 
之 后 , 才能 确定 满足 要 求 的 N. 换言之 , 在 求 N 时 , < 已 经 给 定 , 同时 e 又 必须 能 够 取 到 
任意 小 的 正 数 , 否则 不 能 说 明 ,lim zw = a @， 

(3) 给 定 = 之后, 满足 要 求 的 N 如 果 存 在 的 话 , 一 定 不 是 唯一 的 . 例如 在 上 面 的 表 
格 中 , 当 > 9 时 有 |zn - 1| < 0.1, 于 是 比 9 大 的 任何 一 个 正 整 数 都 可 以 用 作为 N. 在 
极限 定义 中 只 要 求 存在 满足 要 求 的 N 即 可 , 没有 说 N 必须 是 合乎 要 求 中 的 最 小 数 , 因 
此 本 题 的 上 述 解答 中 的 N 的 公式 以 及 表格 中 填 入 的 N 的 具体 数字 都 不 是 唯一 确定 的 . 
这 也 就 允许 我 们 将 不 等 式 通过 适当 放大 的 方法 以 便于 找到 合乎 要 求 的 N. 

(9) 按照 公式 N = [二 一 了 ], 若 取 较 大 的 =, 则 N 可 能 不 是 正 整 数 . 因此 更 为 确切 的 
公式 应 当 是 N = maxfl, [十 - ]]}. 为 了 避免 对 这 种 情况 的 讨论 , 不 妨 认为 开始 所 给 定 
的 = 较 小 即 可 , 因为 对 较 小 的 = 适用 的 N, 对 较 大 的 = 也 适用 

@ 今后 经 常 只 说 “对 给 定 的 e > 0? 或 “对 < > 0 对 此 应 当 理解 为 对 = 除了 大 于 0 之 外 没有 其 他 限制 , 因 
此 也 就 是 “对 每 一 个 s > 0" “对 任何 < > 0 
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(5) 极限 概念 是 与 变量 的 变化 联系 在 一 起 的 . 数列 就 是 以 正 整 数 为 自 变量 的 一 元 函 
数 . 然而 在 极限 的 定义 中 却 用 几 个 不 等 式 将 这 种 变化 掩盖 掉 了 . 初学 者 需要 通过 这 几 道 
习题 以 及 后 面 的 学 习 来 反复 体会 极限 的 真正 意义 - 
习题 44 中 的 数列 zn = n(-0”(n = 1 2,…) 是 无 界 数列 , 但 不 是 无 穷 大 量 . 若 将 
该 数列 进一步 写 出 为 
= 人 邦 一 21 大 二 2 


了 二 T， 包 二 2 一 1 一 1 2 


这 样 就 容易 看 清楚 了 . 

习题 45 是 要 求 对 于 无 穷 大 量 ce, -co, +eco 写 出 它们 的 定义 , 这 些 都 是 初学 者 必须 
要 做 的 题 . 

习题 46-57 是 一 批 比较 基本 的 极限 计算 题 , 其 中 需要 用 几 种 不 同 的 方法 . 

先 看 下 面 几 道 题 . 


习题 47 求 lim (Vm 十 一 Vm). 
解 ”本题 属 于 co -- co 型 的 不 定式 , 这 种 题目 常用 “有 理化 分 子 ? 的 方法 解 之 : 


IT 襄 - | |< 5 


可 见 极限 为 0， 口 
zsinml 
习题 48 求 lim 一 中， 


解 看 出 分 母 是 无 穷 大 量 , 分 子 是 无 穷 大 量 %nz 乘 有 界 量 sin nl, 就 可 如 下 求解: 


2 岂 | < 区 
姑 十 荆 站 
可 见 极限 为 0， 口 
(-2)" 十 3" 
习题 49 iT3HT 二 SIT 


解 本 题 属于 号 型 的 不 定式 , 这 种 题目 常 将 分 子 分 母 中 最 高 阶 的 无 穷 大 量 提出 
后 加 以 比较 即 可 : 
CN 
人 2 十 Sn 本 3n+1 . [号 )"+ +d 本 
习题 50-54 和 57 中 的 极限 计算 在 于 求 出 数列 和 的 一 个 比较 简单 的 表达 式 , 然后 再 
求 极限 . 下 面 只 讲 其 中 的 一 题 . 


9 
习题 52 求 lim | 工 - 了 +3 -+ 人 | 
3 一 co | 也 她 奴 她 
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1)n-! .mn 


解 “ 将 取 绝 对 值 之 前 的 数列 记 为 zs = 工人 十 本 -+ 于， 该 和 式 各 
项 的 分 母 相同 , 将 分 子 直 接 相 加 较 便捷 . 注意 (1 一 2) 上 (3 一 入 十 … 十 ((2K 一 1) 一 25) = 一 天， 
就 可 以 分 别 求 出 下 标 为 偶数 和 奇数 时 的 表达 式 为 : 
zx 一 南 :[-2+(3- 瑟 + (一 20 -二 
-kk-D+(k-D]= 


TZ2K-1 一 志 ， 一 去 (一 oo)， 
故 {lzn|} 的 极限 为 寺 ， 口 
下 面 两 题 中 求 数列 和 的 方法 略 有 技巧 . 


习题 55 im, ( 坦 + 瘟 + 瘟 +…+ 元 ! 
2 


四 


解 这 里 的 求 和 要 难 一 点 . 注意 到 2 伏 = 12…… ,mn) 的 分 子 是 等 差 数列 , 而 
分 母 是 等 比 数列 , 可 以 用 下 面 的 方法 解决 . 写 出 


mr 一 二 站 十 站 十 
1 1 如 一 1 
坟 Tn 一 区 十 站 + + -2xfT， 
两 式 相 减 并 乘 以 2 得 到 
1 1 2m-1 1 2m-1 
和 1+1 十 于 二 十 南开 一 全 夭 一 3 一 丈 汪 - 味 


对 上 式 右边 的 最 后 一 项 用 习题 58 或 60 的 结论 ( 见 下 一 小 节 ), 就 得 到 jimzn 二 3， 口 


习题 56 +] 
解 ”本 题 可 以 用 裂 项 消去 法 求解 如 下 : 
号 + TCR =( 一 动 +( 寺 - 吉 + 二 (下 - 有 T) 
二 下 工 
练习 有 不 少 例子 可 以 用 裂 项 消去 法 求 和 . 读者 可 以 计算 以 下 两 个 和 式 来 学 习 这 
种 求 和 法 : 


一 1 (mn 一 oo).， 口 


1 1 ee 了 
1 二-5+ GCT; 
sinz 十 sin2z 十 … 十 sinnz (z 关 2KF)- 


(提示 : 对 第 二 题 可 以 先 将 和 式 乘 以 2sin 本 ,然后 对 每 一 项 用 三 角 函 数 的 积 化 和 差 公式 .) 


1.2.2 ” 几 个 极限 证 明 题 (习题 58-68) 


这 里 的 极限 证 明 题 也 都 是 数列 极限 中 的 基本 内 容 , 特别 是 前 几 个 题 提供 了 几 种 不 
同 的 无 穷 大 量 之 间 的 比较 , 其 结论 很 有 用 . 解答 这 些 题 现在 所 用 方法 大 致 如 下 : 对 不 同 
类 的 无 穷 大 量 通 过 运算 、 放 缩 、 运用 公式 与 已 知 结论 等 方法 将 这 两 个 无 穷 大 量化 为 同类 
或 类 型 接近 后 加 以 比较 . 
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以 习题 60 为 例 来 介绍 方法 . 若 在 该 顾 中 取 大 = La = 2 就 是 习题 58; 又 若 在 上 一 1 
时 记 二 = 9 并 将 关于 a 的 条 件 改 为 lal > 1, 则 就 是 习题 62. 


习题 60 证 明 lim 你 =0(o > 1) 


(对 给 定 的 任意 大 可 改 取 正 整数 max{1l, IN] + 1}, 因此 以 下 设 题 中 的 大 已 为 正 整数 .) 

解 1 (用 二 项 式 定理 ) 这 里 的 分 子 是 ”的 守 函 数 , 分 母 是 ” 的 指数 函数 , 关键 条 件 
是 > 1. 记 o=1+5, 其 中 6 > 0. 利用 二 项 式 定理 就 可 以 将 m 转移 到 底数 上 去 , 且 使 
其 指数 大 于 分 子 的 宕 函数 的 指数 上 .具体 推导 如 下 . 


当 m > 大 时 有 
om =(1+6)n 
一 1+n6+ DO 二 + 2 局 ) Sk+1 十 ,二 可 
网 ( 公 一 1 (一 天) + 
PDT 
于 是 就 有 
0 K+1 二 碟 、sk+1 
mkt(1 一 二 ) GE 一 故 )5 
1 (上 +1! 
站 
宛 ET 人 mn 一 oo) 
根据 夹 逼 定理 原 题 证 毕 ， 口 
解 2 (利用 单调 性 分 析 ) 记 zw = 5 ,就 可 以 对 后 项 与 前 项 之 比 作出 以 下 分 析 : 


2 


人 = (2 了 工 
也 Q 


利用 数列 极限 的 比较 定理 , 对 某 个 4 < (lya:1) 取 定 No， 使 得当 ”> No 时 全 有 
全 < 4 成 立 , 于 是 对 于 m > No 就 有 下 列 估计 而 完成 证 明 ; 
介 No+2 
0 本 二 
解 3 (利用 单调 有 界 数列 的 收敛 定理 ) 如 解 2 开始 所 示 , 数列 的 后 项 与 前 项 之 比 
的 极限 小 于 1, 这 表明 正 数 列 {zn} 当 普 充分 大 时 严格 单调 递减, 因此 存在 极限 , 记 为 
4>0. 
着 4> 0 则 在 空 4L = ( 二 二 中 令 m -co 就 得 到 生 = 1. 二 ,这 与 o>1 
矛盾 . 因此 只 能 是 4= 0， 口 


下 面 的 习题 61 也 是 一 个 基本 极限 , 它 的 证 明 可 以 用 以 上 的 类 似 方法 解决 , 请 读者 
写 出 几 个 解 . 


习题 61 证 明 lim 人 =0. 


人 人 n 一 co). 


Zn 一 ZNo+i' 系 Znolig” No 一 0 人 一 oo) 口 
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习题 65 证 明 lim j 乓 = 1 


解 1 (用 二 项 式 定理 ) 下 面 证 明 bu = 3 一 1 一 0 (mn 一 co). 从 二 项 式 定理 可 知 当 
慰 之 2 时 有 


m = (1+bn)m > > 2 也 吕 2， 


即 有 0 < 6 < 


解 2 (用 平均 值 不 等 式 ) 当 郊 >2 时 将 Y5 看 成 为 两 个 \ 克 与 允 一 2 个 1 工 的 几何 平 
均值 , 则 就 有 


T, 故 Jim jn = 0 口 


用 夹 逼 定理 可 见 结论 成 立 ， 口 

解 3 (利用 单调 性 分 析 ) ”考虑 该 数列 的 后 项 与 前 项 之 比 : 

se 

利用 习题 69-70 可 以 知道 (1 + 于) < 3, 因此 从 ? = 3 起 数列 { 5} 严格 单调 递减 
从 而 有 极限 . (从 YI =1< 3Y2= < 明 = 汐 可 见 数列 的 前 三 项 是 单调 递增 的 ,) 

记 4= lim yn, 则 从 >1 有 4>1 若 4>1 则 从 m>3 起 有 3 >4>1， 
即 ?> 4", 这 与 习题 60 的 结论 矛盾 . 因此 只 能 是 4 = 1， 口 

注 “由 本 题 的 结论 即 可 推出 习题 63, 即 证 明 lim ya =1lt(a > 0). 当然 读者 可 以 
使 用 以 上 各 种 方法 或 其 他 方法 对 该 题 给 出 独立 的 证 明 ， 

在 无 穷 大 量 中 , 若 on 一 co, 加 m 一 co im 竹 = 0, 则 称 如 是 比 ov 高 阶 的 无 穷 大 
量 , 并 记 为 an 福 如 或 如 交 an. 

从 本 小 节 的 习题 可 以 知道 有 以 下 重要 结论 , 它们 都 是 分 析 中 的 基本 知识 (其 中 
Q>1lK>0): 


logom < 包 人 < 妈 妇 咱 . 
下 面 从 习题 66 的 许多 解法 中 选 了 3 个 , 只 写 出 其 思路 , 然后 对 本 小 节 作 一 点 评论 ，, 


习题 66 证 明 lm 二 信 


Vrl 
解 1 (思路 ) 按照 极限 定义 只 要 对 给 定 的 = 求 N, 使 得 当 mn > 时 成 立 不 等 式 
PE 
Vnml 
将 它 改写 为 等 价 的 不 等 式 三 < 所 之 后 , 如 果 能 够 联想 到 习题 61, 同时 将 上 述 不 

等 式 再 改写 为 


-o<= 


Ca” 
了 
则 满足 上 述 要 求 的 N 的 存在 性 已 经 没有 问题 了 ， 口 
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解 2 (思路 ) 模仿 习题 65 的 解 3, 容易 证 明 本 题 的 正 数列 严格 单调 递 减 , 因此 它 的 
极限 ( 记 为 ) 4 > 0. 只 要 证 明 4 > 0 不 可 能 就 行 了 ; 因为 这 时 对 所 有 正 整 数 n 有 不 等 式 
1 G/4” 、: 
7 而 而 
因此 只 要 用 习题 61 ( 即 证 明 lim 4 = 0) 就 导出 矛盾 ， 口 
解 3 (思路 ) 这 需要 本 节 后 面 的 知识 . 取 (自然 ) 对 数 后 可 见 本 题 等 价 于 证 明 
了 1 十 mn2 十 -… 十 ina 


> 4 > 0 擂 


lim 
nm 一 oo 加 
于 是 用 习题 139 ( 即 柯 西 命题 ) 就 足够 了 口 
评论 ”虽然 数学 不 是 一 门 需要 背诵 的 科学 , 但 还 是 有 许多 东西 需要 通过 做 习题 来 
记 住 的 这 与 我 们 从 小 学 习 乘 法 时 , 不 能 不 记 住 (以 及 如 何 记 住 ) 九 九 表 是 一 样 的 道理 ， 
在 数学 分 析 中 需要 记 住 的 东西 不 少 , 习题 60-65 就 是 如 此 . 还 有 就 是 一 些 基本 的 方法 也 
是 不 可 缺少 的 (或 者 说 更 为 重要 ). 读者 可 以 根据 自己 的 经 验 和 体会 来 考虑 这 个 问题 . 
从 习题 65-66 的 几 种 解法 还 可 以 看 出 , 巧妙 或 简单 的 方法 未 必 具 有 普遍 性 , 反之 ， 
带 有 普遍 性 的 方法 虽然 很 有 用 , 但 对 一 个 个 具体 问题 来 说 , 未 必 是 巧妙 或 简单 的 ,我们 
永远 不 能 说 某 个 习题 的 某 种 解法 就 一 定 是 最 好 的 方法 . 这 两 个 习题 中 的 这 些 情况 在 下 
面 的 许多 习题 中 都 会 遇 到 、. 


一 十 co 


1.2.3 ”与 数 。 有 关 的 习题 (习题 69-75(a), 146-147) 


数 e = 2.718281828 459 是 自然 对 数 的 底 . 它 在 高 等 数学 中 是 一 个 重要 性 不 亚 于 
的 常数 . 从 以 下 习题 可 以 看 到 , 随 着 数 e 的 引进 , 同时 也 提供 了 许多 新 的 工具 和 方法 , 这 
部 分 的 习题 要 用 到 前 面 的 不 少 题 的 结果 , 我 们 将 逐一 予以 介绍 . 

下 面 的 第 一 个 习题 中 的 数列 {zn} 的 极限 通常 就 用 作为 数 e 的 定义 . 


习题 69 证 明 : 数列 zs = (1 + 寺 ) (n = 12,…) 单调 递增 且 有 上 界 ,而 数列 


= (1+ 二) ”Cn = 42,…) 单调 递减 是 有 下 界 .由 此 可 得 , 这 两 个 数列 有 相同 的 


极限 
县 (+ 刘 -中 人 + 间 ”-。 


解 1 (用 习题 7 的 伯 努 利 不 等 式 ) 当 ?m > 2 时 对 数列 {z} 的 后 项 与 前 项 之 比 可 以 
估计 如 下 : 
mm 于 十 工人 --1Y" 2 一 1" 
E 二 全 ) (2 ) = 2T (2 ) 


世 呈 辣 7 也 1 
二 沁 = =- 去) > 元 = :( 划 汪 
其 中 利用 了 习题 7 的 伯 努 利 不 等 式 , 并 从 该 题 中 等 号 成 立 的 条 件 可 知 这 时 一 定 成 立 严 格 
的 不 等 号 . 于 是 知道 数列 {zn} 严格 音调 源 刀 -、、 
对 于 {yn} 类 似 地 有 


28 第 一 章 ”分 析 引 论 


加 = (34L) (2 1) = 2 
r-1 孜 于 寻 (1+ 1 ) 
m2 一 1 
去 21 1 二 沙 二 于 
困 1 用 歧 呈 
二 下 汉 


可 知 fn} 严格 单调 递 眶 . 又 因 对 每 一 个 六 有 rn < gr 因此 任 一 确定 的 gr, 例如 太一 4 
都 是 {zn} 的 上 界 . 同 理 , 任 一 确定 的 r。 ,例如 zi = 2, 都 是 {yn} 的 下 界 , 故 两 个 极限 
im zn， lim_ tm 都 存在 . 最 后 由 加 = zn(1 十 十) 得 知 lim yn = lim zn, 记 其 为 
即 得 所 证 ， 口 
解 2 (用 平均 值 不 等 式 ) 将 rw“ 无中生有 "地 看 成 为 不 全 相等 的 m + 1 个 非 负数 的 
乘积 , 就 可 以 从 平均 值 不 等 式 G < 4 推出 数列 {zn} 严格 单调 递增 : 
十 1\" 3 风 十 1 人 2 nt 
(人 
然后 同样 地 将 tn 看 成 为 ”十 2 个 不 全 相等 的 正 数 的 乘积 , 就 可 用 平均 值 不 等 式 
G > 瑟 推 出 数列 {yn} 严格 单调 递减 : 
加 十 1 Yn+l 多 十 2 n+2 十 2 \n+2 
加 =1.(24L) >Ureru(C)) = (4) 和 
以 下 同 解 1， 口 


注 为 了 定义 数 。, 只 需要 用 上 述 两 个 数列 中 的 任何 一 个 就 够 了 . 这 时 不 难 分 别 证 
明 两 个 数列 有 界 . 例如 用 平均 值 不 等 式 G < 4 可 以 得 到 


用 十 1 下 
| 刀 4 和 | 三 1]， 


多 十 2 
可 见 {zn} 以 4 为 其 上 界 . 再 用 平均 值 不 等 式 G > 瑟 可 以 得 到 
1 1\n+l 1 即 十 2 mi 十 2 
和 , 查 = (2 ) 去 > (3+GHD 人 CC) 三 业 


可 见 {yn} 有 下 界 2. 在 习题 69 中 同时 讨论 两 个 数列 , 这 样 做 的 好 处 是 为 许多 问题 的 讨 
论 提供 了 更 多 的 工具 , 这 在 下 面 的 许多 习题 中 有 用 . 

习题 70 证 明 0 <e- (1+ 二) < 电 (n = 12,…) 当 指数 m 为 何 值 时 表达 式 
(+ 去】 与 数 e 的 差 沾 于 0.0017 

解 引用 上 题 的 记号 和 结论 , 则 就 对 每 个 正 整数 浆 有 zn < e < yn;, 因此 有 
1 
款 . 
又 了 到 = (1+ 喜 ) = 2.986 < 3 为 数列 zs} 的 上 界 , 则 就 得 到 所 要 的 不 等 式 . 

从 所 得 的 不 等 式 即 可 知道 当 m > 3000 时 (1 十 工 ) 与 数 e 的 差 小 于 0.001， 口 


也 


1 \n 
0<e-m<m-m= (+ 二 ) “ 
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习题 71 设 pn (mn = 1,2,-…) 是 趋向 于 +oe 的 任意 数列 , 而 qn (n” = 1, 2,……) 是 趋 
向 于 一 co 的 任意 数列 , pn,qn 买 [1,0]. 证 明 
由 0G+ 击 三 = 吏 (+ 击 六 = 
解 条 件 pn,dn 习 [-1 ,0 等 价 于 1+ 二 和 1+ 二 都 大 于 0. 
CD 不 纺 先 对 于 每 一 个 pw 都 是 正 整 数 的 情况 作出 证 明 ， 然后 推广 到 -一 般 情况 - 
这 时 对 e > 0, 存在 N, 使 得 当 员 > N 时 成 立 0 < e- (1+ 击 ) < < 又 由 于 
Pn 一 +oco, 对 上 述 N, 存在 Ni, 使 得 当 m > Ni 时 成 立 pn > V. 
综合 以 上 , 由 于 pn 为 正 整数 , 因此 当 站 > Ni 时 就 有 0 <e- (1+ 直 ) ”<e. 这 
就 证 明了 lim (1+ 去 六 =e. 
对 一 般 情况 , 对 pw 取 整 数 部 分 得 到 [pn] < pw < p"] + 1. 于 是 有 不 等 式 
1 [pn] 1 \Pn 1 \Bpn]+1 
G+ 志 HT) < (+ 去 ) <(+ 动 ) 
由 于 这 时 也 有 [pn] 一 +oco, 于 是 从 上 述 夹 逼 关系 和 两 边 都 趋 于 。 就 知道 中 间 的 数列 也 
收敛 于 e. 
(2) 对 于 ww 一 -co 的 情况 可 以 将 问题 归结 为 (1) 来 解决 . 这 只 要 如 下 变换 即 可 : 


(G+ 击 = (本 二 ) (+ SR 


= (1+ 7 - ) . (了 


注 习题 71 是 很 强 的 结论 , 它 包 含 了 许多 特殊 情况 为 其 特例 , 且 可 在 今后 的 函数 
极限 中 通过 归结 原理 过 渡 到 更 一 般 的 结论 . 


册 Sm 二 
习题 72 已 知 lim (+ 十 ) = e, 证 明 
兄 一 oo 也 
mL+1+ 击 + 


二 + 和 + 而)=e 


并 由 此 推出 公式 


e=2+ 击 + 击 ++ 古 + 全 
式 中 0 < bg < 1, 再 计算 e 的 值 (精确 到 10-5). 


解 记 和 =1+1+ 击 + 二 + .+ 而 .从 该 式 联想 到 将 习题 69 中 的 第 一 个 数 
列 的 通 项 nr = (1 + 二 ) 作 二 项 式 展开 , 即 有 
十 2 二 去 人 过 卫 ) 
+ 证 (十 )…(G 一 全 十) 
比较 待 求 极限 的 数列 zx 与 已 知 极限 为 。 的 数列 rw, 可 见 它们 之 间 的 差别 在 于 后 者 
的 展开 式 中 从 第 三 项 起 每 一 项 多 乘 了 一 些 介 于 0, 1 之 间 的 因子 . 由 于 其 中 有 阶乘 的 倒 
数 , 故 两 者 相差 不 大 , 有 望 z - zn 一 0 (mn 一 oo). 


工 1 
mm 一 1 十 1 十 训 和 一 击 
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为 了 估计 am mm; 注意 到 zn 中 的 (1 - 二)(L -- )…(1 -- 业 二 工 ) 等 等 可 用 习题 
6 中 的 伯 努 利 不 等 式 分 离 出 1, 并 得 出 较 好 的 估计 . 
先 用 该 不 等 式 估计 zx 与 zx 的 和 式 中 的 对 应 项 (k > 2) 的 差 @: 
1 1 大 一 1 
0 有 = 商 四 = 二 和 = 全 人) 
1 全 一 URN_- _ 1 1 
< 丰 (-Q4 -一元 ))= KE 2 
将 上 式 对 天 从 2 到 求 和 (n > 3) 得 到 
0< 和 -ms< 击 (1+1+ 责 + 机 + 二 


1 
GT) 
< 页 (L+1+ 二 + 看 十 :后 二 Rs) < 部 一 0 
从 mm 芝 和 < mm + 并 出 发 ,用 夹 逼 定理 即 可 得 到 


Jim(L+1I+ 贾 + 机 + … .+ 证 )=e. 


3! 
下 面 估计 用 zw 近似 e 的 误差 . 不 妨 设 站 > m, 得 
0<z-mm Tt+ + 证 


工 1 1 1 
w 
本 Ga 人 二 证 二 + 丽 T) 
过 1 1 忆 汪 . 卫 十 2 
+if T HT n++1 
2 


固定 w, 令 mm 一 oo, 就 得 到 


风 十 2 肖 
0<e 一 和 和 reTIE < 7 


注意 {zn} 严格 单调 递增 趋 于 e, 故 上 式 左 端的 < 号 中 等 号 恒 不 成 立 , 即 有 


0<e 一 加 << 有 (1.16) 
由 此 可 见 存 在 gu s (0, 1), 使 得 
e=1+1+ 吉 +…+ 古 + 各. 

最 后 按照 训 差 0 的 要 求 来 计算 ”的 近似 值 根据 误差 眼 不 。 ， 2000om9 
超过 -经 党 试 知道 取 n 一 8 时 误差 不 超过 -35 .然后 如 右面 。 可- 0500000 
的 附 表 所 示 将 每 一 项 计算 到 第 6 位 小 数 , 并 在 其 后 用 士 号 标 出 四 于 000667- 
全 或 五 和 的 情况 , 每 一 步 所 引起 的 误差 不 会 超过 0.5/108， 人 

与 右边 附 表 最 后 计算 的 结果 2.718279 比较 , 除了 因为 取 。 二 -oo0l 3eo- 
怀 = 8 而 含 去 的 (至 多 ) 3 . 10-5 之 外 , 还 因 两 次 “四 售 " 而 产生 (至 。 十 = oo00l98+ 
多 ) 1. 10-6 的 误差 , 因此 数 e 可 能 比 2.718 279 大 (确实 如 此 ), 但 直 = 0.000025-- 
不 会 超过 4. 10-5 以 上 . 2.718279 


外 当天 = 2 时 下 面 出 现 的 (k -- 2)! 为 0!. 在 数学 中 约定 0! = 1 
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同 理 因 为 四 次 “五 入 ”而 产生 (至 多 ) 2 . 10-s 的 误差 , 因此 e 也 可 能 比 2.718 279 小 ， 
但 不 会 减少 2 . 10-。 以 上 . 这 样 就 知道 数 。 一 定 满足 以 下 不 等 式 : 
2.718277 < e < 2.718 283. 
可 见 取 es 2.71828 就 可 保证 误差 小 于 10-5.， 口 
注 “对 于 具有 无 穷 级 数 知识 的 读者 来 说 , 习题 72 给 出 了 数 e 的 无 穷 级 数 表示 (或 
展开 ). 它 与 习题 69 一 起 是 关于 e 的 最 重要 的 结果 . 


习题 73 证 明 。 是 无 理 数 . 


解 用 反 证 法 . 设 e= 人 其 中 号 9 是 正 整数 . 
由 于 (1.16) 对 每 个 正 整数 ”都 成 立 , 因此 可 以 取 m = 9 得 到 不 等 式 
0 < =- (2+ 十 于 十 ) < 而 
乘 以 qtd 后 左边 为 0, 右边 为 1, 而 中 间 却 是 一 个 整数 , 这 是 不 可 能 的 ， 口 


习题 74 证 明 不 等 式 ( 忆 ) < 已 <e( 生 ) 


解 1 (1) 对 左边 的 不 等 式 用 数学 归纳 法 . m = 1 时 是 平凡 的 . 设 m = 大 时 该 不 等 式 
成 立 , 则 当 另 = 大 二 1 时 就 有 


(和 -人 + 和 人 <4+ 


e e 
其 中 利用 了 ( 生 】 < 岂 的 归纳 假设 和 对 每 一 个 A 有 (1+ 二 ) < 
(2) 对 右边 的 不 等 式 用 数学 归纳 法 ”= 1 是 平凡 的 ， 设 mn 一 人 上 时 该 不 等 式 已 经 成 
立 , 则 当 对 = 大 二 1 时 就 有 


(= 人 ( 介 (+ 间 二 >G+ 


其 中 利用 了 e( 专 】 > 及 的 归纳 候 设 和 对 每 一 个 上 有 (1 十 直 ) > 2 口 


解 2 (1) 利用 习题 69 中 的 zk = (Gy) < e@ 取 有 = 12,… 沁 一 1 并 边 边 相 
乘 , 就 有 


灿 
整理 后 得 到 比 本 题 左 边 更 强 的 不 等 式 ef 卫 ) < 吕 


(2) 利用 习题 69 中 的 k = (1 十 二 ) ”> 。 于 是 有 


2 m 一 1 人 
zaza an 一人.( 羡 ) 四 ( 笃 ) 一 筷 - < en， 


天 


2 bn 一 72 nr 的 羡 0 
这 样 就 得 到 
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这 里 的 情况 要 复杂 一 点 ， 首 先 利 用 2 < e 和 习题 60 知道 上 式 右边 的 第 一 个 因子 
人 一 0 因此 当 充分 大 时 本 是 的 右边 不 等 式 成 立 . 用 数学 归纳 法 可 以 证 明 当 


6 时 mi( 盖 ) ”< 1 然后 对 于 于 = 1 到 5 作 计算 , 可 知 这 时 不 等 式 也 是 成 立 的 。 口 


习题 75 (a) 证 明 不 等 式 二 LT < n (1+ 十 ) < 二 , 其 中 中 是 任意 正 整数 . 


解 引用 习题 69 中 的 记号 和 结论 , 由 于 该 题 中 的 数列 {fzn} 严格 单调 递增 收敛 , 数 

列 {fo} 严格 单调 递减 收敛 , 它们 的 极限 都 是 。, 因此 就 对 每 一 个 ”成立 不 等 式 
m=(1+ 二 | <e< 加 = (带动 ” 

取 自 然 对 数 , 并 利用 函数 In z 的 严格 单调 递增 性 , 再 加 整理 就 可 得 到 所 要 的 不 等 式 ， 口 

从 这 一 部 分 的 习题 可 以 看 到 在 e 的 定义 中 的 两 个 数列 的 性 质 在 许多 问题 中 都 是 有 
用 的 工具 . 

余下 的 两 个 习题 , 即 习题 75(b) 和 76, 由 于 涉及 更 多 的 问题 , 将 放 到 本 节 的 补 注 小 
节 中 作 讨论 . 

下 面 介 绍 习题 146 和 147. 由 于 它们 与 数 。 密切 有 关 , 而 与 其 前 后 的 许多 习题 没有 
多 少 联系 , 因此 将 它们 放 在 这 里 介绍 . 


习题 146 证 明 , 数列 zn = 1 十 培 二 十 可 十 … 十 二 一 Ian (mn = 12，…) 收 仇 秆 
是 有 公式 : 


1+ 南 + 于 + 二 + 二 =C+lnn+en 


其 中 C = 0.577216 .… 称 为 欧 拉 常数 , 并 且 当 一 +co 时 , en 一 0. 


解 利用 习题 75(a) 的 不 等 式 ， KET < In(1 十 天 ) < 下, 就 有 
志 


和 
在 上 式 中 取 大 从 1 到 mm 并 相 加 , 得 到 


NS 本 去 直 
又 由 于 
yn 一 如 二 元 HT 十 了 (十 J) 一 (2 十 2) 一 二 Tin0l+ 二 T)>0， 
故 数列 {yn} 单调 表 绢 有 上 界 ， 因此 收敛 . 又 可 以 发 现 有 ” 
=1+ 到 +…+ 二 -Innm= 加 + 于 二 1 


利用 0 < 上 卫 十 】 < 车 并 结合 fyn} 收敛 , 可 见 {fzn} 收敛 . 记 其 极限 为 C, 就 得 到 


1+ 柚 十 + 二 一 mm=C+en， 


其 中 sn 一 0 口 
练习 ” 试 证 习题 146 中 的 数列 {zn} 单调 递减 , 并 证 明 欧 拉 常数 C 满足 下 列 估计 : 
0.3< C <1. 
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习题 147 求 im。 (有 + 二 二 荆 = + 二 ) 


十 工 十 2 2m 
解 1 由 上 一 题 的 公式 得 到 
1 十 机 + 二 + 二 二 =C+Inn+en 
1+ 坦 + 订 + 和 十 二 =C+n2n+ean， 


两 式 相 减 得 到 


二 1 1 
元 于 二 洒 于 让 刷 让 二 三 mm2 十 con 一 En) 
令 半 一 oo, 可 见 上 式 左边 的 极限 为 n2， 口 
解 2 个 月 区 这 汕 数 抽 知 呈 机 代用 光 归 得 全 ， 中 的 不 等 式 求 本 题 的 极限 
记 mn = 一 -一 + 二 +… -+ 二 . 取 大 = 1,2,…… ,mn, 则 可 以 从 习题 75(a) 得 到 
下 列 m 个 不 等 民 : 


1 1 由 
mn (1+ 站) < 二 < (1+ 2 
将 它们 相 加 得 到 


2 十 1 
即 十 1 


将 上 式 左 边 改 写 为 mn 人 = jn2 一 In(l+ 
到 am 7n 六 了 和 , 皇 


jn <z<n 妈 =ln2. 
用 


), 令 一 co, 并 用 夹 允 定 理 就 得 


1 
2m 十 1 


1.2.4 ”单调 有 界 数列 收敛 定理 (习题 77-81) 


对 一 个 数列 来 说 , 首先 要 关心 的 问题 是 : 它 是 否 收敛， 

解决 数列 收敛 问题 最 基本 的 工具 有 两 个 . 第 一 个 是 单调 有 界 数列 收敛 定理 , 它 彻 底 
解决 了 单调 数列 的 仇 散 性 问题 ; 第 二 个 是 对 于 一 般 数列 均 适 用 的 柯 西 准则 , 见 下 一 小 节 . 

习题 77-81 都 是 要 求证 明 单调 数列 收敛， 检验 数列 是 否 单调 的 常用 方法 是 观察 
zn+l 一 mn 或 者 ZL ( 若 rn 非 零 且 同 号 ). 需要 注意 的 是 (例如 见习 题 65 的 解 3), 只 要 
一 个 数列 从 某 一 项 卉 始 单调 , 也 就 可 以 应 用 单调 有 界 数列 的 收 全 定理 . 

在 确定 了 单调 性 之 后 , 问题 只 是 要 证 明 其 有 界 性 . 为 了 证 明 收 敛 性 , 对 于 单调 递增 
数列 , 要 证 明 它 有 上 界 ; 对 于 单调 递 袜 数 列 , 要 证 明 它 有 下 界 . 

习题 80 证 明 数 列 zw = (1+ 去 (1+ 玛 )…(1+ 二) m= 12…) 收 全 

解 1 这 是 严格 单调 递增 数列 . 取 对 数 后 可 用 习题 75(a) 的 不 等 式 估计 其 上 界 如 下 : 

inze = 人 (+ 可)+m(L+ 坦 )+ + 人 (1+ 去 ) << 去 + 于 ++ 直 < 

可 见 数列 {zn} 以 e 为 上 界 , 因此 收敛 ， 口 

解 2 佑 计 其 上 界 的 另 一 个 方法 是 利用 (1 + 款 ) < em = 12,…, 于 是 有 


下 
| 
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习题 81 证 明 下 列 数列 收敛 : 


2Z1=V2 ca=V2+V2 ,zz =V2+V2+ 二 V5 
生生 近 和 


寻 重 根 号 
解 数列 {fzn} 可 以 写成 迭代 形式 : 
31 一 V2， 
2 VE 
从 几何 上 来 观察 迁 代 式 (1.17)， 如 附 图 所 示 , 在 左边 作出 了 较 大 范围 上 的 函数 
=V5+7 和 4=z 的 图 像 , 其 中 我 们 关心 的 是 用 虚线 围 成 的 正方 形 部 分 , 它 在 经 过 放 
大 后 画 在 附 图 的 右 方 , 其 中 还 作出 从 zi 到 za 的 迭代 . 
g 


(17) 


习题 81 的 附 图 


由 此 猜想 数列 {fzn} 单调 递增 且 以 > = 2 为 上 界 . 这 些 都 可 以 用 数学 归纳 法 来 证 明 ， 
首先 有 zl = V23 < 2. 若 设 zw-l < 2, 则 zn = VZ 二 加工 < V2+2= 2 可见 2 是 
{zn} 的 上 界 . 
再 证 {zn} 为 单调 递增 . 先 有 zi = V5 < za = V2 + V5. 现 假设 有 z_ 1 < zw, 则 
可 以 推出 
Zn 一 VITZn-I < 十 Zn 一 Zn+ly 
可 见 成 立 . 于 是 {zn} 单调 递增 , 有 上 界 , 因此 收敛 ， 口 
虽然 习题 81 的 题 意 要 求 用 单调 有 界 数列 存在 极限 的 方法 来 证 明 , 但 并 非 只 能 用 这 
个 方法 , 下 面 用 其 他 方法 再 给 出 两 个 证 明 . 
解 2 用 柯 西 收敛 准则 ( 见 下 一 小 节 ). 记 zo = 0, zi = VI 二 而. 令 9 一 六 (< D， 
用 “有 理化 分 子 "的 方法 作 如 下 估计 (注意 rn > 0): 
|zx 一 zk-i| 三 |V2+zZk-l 一 V2+Zk-2| 一 5 
< dlzk-i -zk-z| <…:< dgk-lilzl -zol=V2.qk-1. 
不 妨 设 和 > mw 由 上 式 得 
|zm 一 zn| 委 |zm 一 Zm-1i| 十 |zm-l 一 Zm-2| 十 … 十 |zn+l 一 Znl 


V3on 


9 一 0 (人 n 一 oo). 


< V3(gm-1+gm- 2 十 十 gn) < 
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它 是 与 mm 无 关 的 无 穷 小 量 , 柯 西 准 则 的 条 件 满足 , 因此 {zn]} 收敛 . 
解 3 这 个 方法 与 前 面 不 同 , 先 设 {zn] 收敛, 求 出 它 的 极限 值 “. 
由 zn = VIT52n 1 平方 后 得 到 zn2 = 2 + Zn- 二 两 端 对 m 一 co 取 极 限 , 得 
a2 = 2 十 ao 解 得 a = 2 ( 含 去 增 根 a = -1). 记 4 = 一 一 二 (< 1), 然后 直接 估计 
要 _ rn-i-2l 
二 外 二 |W24m 和 二 7 


<glzn_i-3 引 <.……<gm-lV5-3 一 0 


得 im zn =2， 口 

注 在 解 3 中 , 先 设 {fzn} 收敛 , 求 出 极限 值 c = 2, 再 证 明 它 的 确 是 {z} 的 极限 
值 . 请 读者 考虑 : 这 种 方法 有 无 循环 论证 之 嫌 ? 最 后 一 步 是 否 多 此 一 举 ? 

解 4 本 题 有 一 个 特殊 解法 . 这 就 是 从 zi = V2 = 2cos 于 起 , 利用 余弦 函数 的 倍 
角 公式 , 就 不 难 用 数学 归纳 法 和 和 迭代 式 rw = VZ 二 zi 证 明 , 本 题 的 数列 有 表达 式 


006 


开 二 
2 


由 此 可 见 , 当 m 一 co 时 极限 等 于 2 9Q， 口 


1.2.5“ 柯 西 收敛 准则 (习题 82-88) 


如 前 所 说 , 对 于 非 单调 的 数列 收敛 问题 , 其 基本 工具 是 柯 西 收敛 准则 . 它 给 出 了 数 
列 收 敛 的 充分 必要 条 件 . 

柯 西 收敛 准则 ”数列 {fzn} 收敛 的 充分 必要 条 件 是 : 对 任意 = > 0, 存在 N, 使 得 只 
要 m > N, 2 为 任意 正 整数 , 成 立 |rn -- zn+p| < <. 

柯 西 收敛 准则 的 另 一 种 等 价 形式 是 : 数列 {zn} 收敛 的 充分 必要 条 件 是 对 任意 
E > 0, 存在 N, 使 得 只 要 nm > N, 成 立 |zn 一 zm| < e. 

习题 82-88 都 是 用 柯 西 准则 的 基本 题 . 当然 有 的 题 也 可 以 用 其 他 更 简单 的 方法 . 

这 里 要 指出 , 用 s-N 语言 验证 柯 西 条 件 与 用 极限 定义 验证 rn 一 a 有 类 似 之 处 , 例 
如 不 妨 取 适 当 小 , |zm - rn| 与 |rn - al| 都 可 用 各 种 方法 作 适 当 放大 以 便于 估计 与 求 
V, 但 放大 后 必须 仍 为 无 穷 小 量 . 不 同 的 是 在 |zm -- zn| < < 中 出 现 了 两 个 下 标 mm 和 
必须 对 于 mm > N 的 所 有 zm;zn 都 满足 该 不 等 式 才 行 . 为 了 减少 两 个 下 标 带 来 的 困 
难 , 有 时 可 以 用 放大 来 取消 一 个 , 留 下 一 个 . 下 面 两 个 题 的 解法 就 是 如 此 . 


习题 82 证 明 下 列 数列 收敛 : zs = ao + alg 十 … 二 angn, 其 中 |ak| < M (= 
0,1,2…) 且 l@l< 工 


解 ”在 以 下 估计 中 不 妨 设 m > m- 


四 这 是 从 zn 一 0 推出 cos rn 一 1 的 特例 , 也 就 是 与 81.2.9 的 代入 法 命题 1.4 类 似 的 关于 余弦 函数 的 代 
入 规则 , 见 $1.5 的 函数 极限 中 的 习题 481(b), 即 lim, cos = cosa, 这 里 从 略 - 
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2m 一 Zn| = |an+1g"1 十 … 十 amgm| 

订 8 
由 于 lg| < 1, 最 后 一 式 当 m 一 oo 时 是 无 穷 小 量 , 因此 对 = > 0, 存在 N, 使 得 当 

11m > 人 时 |zm 一 zn| < e. 于 是 {zn} 收敛 ， 口 


科 MlgG 二 全 十 十 ”5) < Pa: 


习题 84 证 明 数 列 zn = 各 时 + 竺 于 二 o = 2 ) 收 全 
解 不 妨 设 mm > mw. 在 对 每 一 项 取 绝对 值 后 再 用 裂 项 相 消 法 即 可 : 

| cosgm 二 1H1 ! 
lzm 一 加 | 二 | CEITCEI 和 人 二 困 ] 


1 工 1 
< 古 TU + 全 二 可 人 可 二 二 
3 第 2 泛 二 RE 下 
= (让 二 )+ (5 5) + + (二 FT) 


1 
导 击 让 0. 口 


习题 86 如 果 存 在 数 C, 使 得 
lza -zi| +|zs 一 zz| 十 … 十 lz 一 zn-ll <C (=23…)， 
那么 我 们 说 这 个 数列 zn (mn = 1 2,……) 是 有 界 变 差 的 . 
证 明 , 有 界 变 差 数列 是 收敛 的 、 
举 一 个 收敛 而 不 是 有 界 变 差 的 数列 . 


注 本 题 引 入 有 界 变 差 数列 的 概念 , 这 在 一 般 的 教科 书 中 很 少见 到 . 然而 若 读者 学 
过 无 穷 级 数 的 内 容 之 后 , 就 会 发 现 这 个 概念 只 不 过 是 与 一 个 给 定数 列 对 应 的 无 穷 级 数 
是 绝对 收敛 的 而 已, 而 证 明 它 收 和 敛 等 价 于 证 明 无 穷 级 数 中 的 绝对 收 剑 级 数 必定 收敛 的 
定理 , 因此 本 质 上 没有 新 东西 . 建议 初学 者 可 以 跳 过 这 道 题 , 等 到 学 过 无 穷 级 数 的 初步 
概念 之 后 再 来 考虑 它 . 


习题 87 试 叙 述 “ 某 数列 不 满足 柯 西 准则 ?的 意义 . 


解 数列 {zn} 满足 柯 西 准则 为 : 
“对 每 一 个 = > 0, 存在 N, 对 每 一 个 mn > N 和 正 整 数 P, 成 立 |rn - zn+tp| < < 
数列 {fzn} 不 满足 柯 西 准则 为 @: 
“存在 一 个 so > 0, 对 任意 一 个 N, 存在 > N 和 正 整 数 P, 使 得 |rn - zn+p| > so.” 
车 用 柯 西 准则 的 下 列 形 式 : 
“对 每 一 个 e > 0, 存在 N, 对 任意 的 m,m > ,成 立 |zm 一 zn| <E” 
则 数列 {fzn} 不 满足 柯 西 准则 为 : 
“存在 一 个 so > 0, 对 任意 一 个 N, 存在 m,mn > N, 使 得 |zm 一 zn| > so.” 口 
名 习惯 上 将 存在 一 个 < 记 为 =o, 以 强调 它 的 特定 性 . 
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注 本 愿 的 要 求 是 用 肯定 语气 写 出 数列 不 满足 柯 西 准则 . 这 对 于 反 证 法 的 使 用 是 
必要 的 , 例如 为 了 证 明 某 一 个 给 定数 列 收敛 , 打算 用 反 证 法 . 于 是 第 一 句 话 就 是 “ 设 该 数 
列 不 收敛 ”. 由 于 柯 西 准则 是 数列 收敛 的 充分 必要 条 件 , 因此 “该 数列 不 满足 柯 西 准则 ?， 
然而 由 此 开始 如 何 再 做 下 去 ? 

这 就 是 要 求 用 肯定 语句 (或 者 说 正面 方式 ) 将 “不 满足 ” 某 个 条 件 表达 出 来 (这 类 题 
在 后 面 还 有 , 例如 8$1.7.1 的 习题 668, 81.9 的 习题 787 都 是 如 此 ). 先 举 一 个 简单 例子 . 我 
们 知道 “数列 {fz*} 有 界 ? 是 

“存在 一 个 正常 数 M, 对 每 一 个 m, 成 立 |zn| 和 M.” 
于 是 “数列 {fzn} 不 是 有 界 ?就 可 以 用 肯定 语气 表达 为 : 
“对 每 一 个 正常 数 M, 存在 一 个 mw, 成 立 |zn| > M.” 

以 上 的 做 法 可 以 归纳 为 一 条 “对 偶 法 则 ”. 它 的 详细 介绍 可 以 看 [23] 的 81.4 等 参 
考 书 . 其 中 使 用 的 逻辑 符号 Y 和 分 别 表示 “对 每 一 个 ”( 即 “对 任意 一 个 ") 和 “存在 ” 
( 即 “ 有 ”), 但 是 对 偶 法 则 的 有 效 性 与 是 否 使 用 这 两 个 罗 辑 符号 无 关 . 


习题 88 利用 柯 西 准则 证 明 以 下 数列 发 散 : 
mr 一 1 十 机 十 于 二 十 十 加 = 站 2… 人 小 
解 1 由 习题 87 知 , 问题 是 要 找到 一 个 特殊 的 so > 0, 欲 使 无 论 取 多 大 的 N ,都 存 
在 mm > N (不 妨 设 mm > 如 ), 使 得 |zm - zn| > co. 在 zm - zn 中 含有 的 项 数 为 m 一 mi. 
为 了 减少 rmm 的 两 个 任意 性 , 取 mm = 2m 试探 之 . 由 


jz 一 zn| = 


1 去 > 于 = 去 

刀 十 1 27m 2m 2 

可 见 车 取 eo = 去 , 则 不 论 如 何 取 N, 总 可 以 取 一 个 > N (例如 令 怀 = N + 1), 同时 取 

mm = 2n, 由 上 式 得 |zw -- zn| > 去 . 因此 这 个 数列 不 满足 柯 西 准则 , 它 是 发 散 的 ， 口 
解 2 本 题 是 单调 递增 数列 , 因此 不 必用 柯 西 准则 , 只 要 证 明 数列 无 上 界 就 可 以 扒 

出 它 发 散 , 这 有 多 种 方法 比较 简单 的 是 观察 以 下 求 和 计算 : 


人 


人 二 全 三 本 

也 一 2 二 二 二 二 >m+2 (二 ) =m+ 二 =2， 

加 Li 这 让 1 
za 一 24 十 言 十 否 十 元 十 再 > 了 4 4 (二 )=m+ 吉 > 2 二 ， 


从 而 可 以 猜测 对 每 个 正 整数 m 成 立 以 下 不 等 式 : 
zz" >1 十 至 . (1.18) 


现在 用 数学 归纳 法 对 此 作出 证 明 . 如 前 所 述 , (1.18) 对 于 mn = 1 2, 3 已 成 立 , 假设 
它 对 于 交 一 大 成 立 , 则 对 于 m 一 下 二 IT 有 
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1 有 


1 
oo 


大 


>1+ 羡 十 中- 


2K+TL 


_1 4 上 十 
一 1 二 寺 ， 


因此 不 等 式 (1.18) 成 立 . 由 此 可 见 数列 fzn} 无 上 界 , 因此 发 散 ， 口 
解 3 用 反 证 法 . 
由 于 {zn} 是 单调 递增 的 , 若 收敛 , 则 存在 常数 M，, 使 得 每 个 rs < M4. 
回忆 习题 75(a) 提供 的 不 等 式 , 就 有 


ln(a 十 一世 卫 二 + 二 十 旧 全 
1 1 浊 
< 蔷 +TLT+…+I=mm<M 


于 是 对 每 一 个 正 整数 ”成 立 不 等 式 + 1 < ew, 而 这 是 不 可 能 的 ， 口 

解 4 从 习题 146 的 公式 就 知道 zn 与 对 数 Inm 只 差 一 个 欧 拉 常数 和 无 穷 小 量 , 因 
此 可 见 im zn = +oo。， 口 

注 “这 个 习题 实际 上 就 是 证 明 下 列 无 穷 级 数 发 散 ; 

1 十 机 十 二 十 十 二 二 

如 前 所 述 , 由 于 其 中 从 第 二 项 起 每 一 项 是 前 后 两 项 的 调和 平均 值 , 因此 称 它 为 调和 
级 数 , 本 题 的 zw 是 级 数 的 前 ”项 之 和 , 故 {fzn} 称 为 这 个 无 穷 级 数 的 部 分 和 数列 .无穷 
级 数 的 收敛 或 发 散 就 是 根据 其 部 分 和 数列 的 收敛 或 发 散 来 定义 的 . 因此 本 题 实际 上 就 
是 证 明了 调和 级 数 发 散 . 

从 (1.18) 可 以 猜测 {zn} 虽然 无 界 , 但 增加 极其 缓慢 ,实际 情况 确实 如 此 . 例如 用 
Mathematica 软件 不 难 计 算出 , 该 数列 超过 10 的 第 一 项 是 rizsey 10.000043. 证 明 
{zn} 发 散在 数学 分 析 的 历史 上 是 有 重大 意义 的 事件 , 因为 这 个 结论 不 是 通过 计算 数列 
的 前 若干 项 就 能 被 发 现 的 (这 里 可 以 参考 [23] 的 例题 2.2.6 中 的 历史 注解 ). 


1.2.6“ 子 列 、 聚 点 与 上 下 极限 (习题 89-134) 


《习题 集 》 中 的 子 列 概念 与 一 般 教 科 书 中 相同 , 只 是 记号 略 有 不 同 , 即将 数列 {zn} 
的 子 列 记 为 {zw}, 其 中 pn 是 子 列 的 第 m” 项 在 原来 的 数列 中 的 下 标 , 即 其 位 置 . 例如 
{zn} 的 偶数 项 子 列 为 {fzzn}, 即 有 pn = 2n, 奇数 项 子 列 为 {zan-i}, 即 有 pn = 2m 一 1. 

从 子 列 的 定义 即 可 推出 , 其 各 项 的 下 标 形成 的 数列 {pn} 除了 每 一 项 是 正 整 数 之 外 ， 
还 具有 以 下 性 质 : 

(1I<p<m<…<pn< 

(2) 对 每 个 正 整数 mn 有 pn >m; 

(3) ,jmspn = 二 oo- 

我 们 将 下 一 个 习题 的 内 容 称 为 子 列 的 基本 定理 . 


81.2 ”数列 理论 (习题 41-150) 39 


习题 89 证 明 , 如 果 数 列 zw (” = 1,2,…-) 收敛 , 那么 它 的 任意 子 列 zp。(n == 

1,2,…) 也 收敛 , 且 有 相同 的 极限 : 
5 

解 相对 地 说 , 把 {zn} 看 作 "“ 整 体 ”, 其 子 列 {zp。} 是 它 的 一 个 “局 部 ”. 当 “ 整 体 " 
{fzn} 的 m > N 时 有 |zn 一 o| < s, 则 其 "局 部 ” {zp]} 在 pn > 时 也 满足 同样 的 不 等 式 . 

记 lim zn = 则 对 = > 0, 存在 N, 当 m > N 时 lz 一 al <e. 注意 pn > mw 
故 对 {zz。} 取 上 述 的 N, 则 当 m > N 时 也 有 pn > N, 于 是 |zp。 一 al < se. 这 就 是 
im。 2p。 一 4 口 

练习 ”容易 举例 说 明 , 若 {z*} 有 一 个 或 若干 个 子 列 收敛, 则 {zn} 未 必 收 敛 . 也 许 
使 人 惊异 的 是 若 {zn} 有 无 限 个 (不 同 ) 子 列 收敛 于 同 值 时 ，{zn} 也 未 必 收 敛 . 请 先 掩 郑 
深思 之 . 

提示 : 把 {zn} 的 下 标 数列 {fn]} 分 成 无 限 个 子 列 , 对 每 个 下 标 子 列 定义 不 同 数列 , 使 
它们 都 收敛 , 但 其 中 除 一 个 数列 收敛 于 a 外 , 其 余数 列 都 收 剑 于" 尖 o, 由 此 即 得 要 求 的 
例子 . 

注 习题 89 有 一 个 重要 推广 即 当 ,lim szn = 士 co 时 ，{zn} 的 每 一 个 子 列 {fzpv} 
也 有 ,im pn 三 土 oo. 


习题 90 证 明 , 如 果 单 调 数列 的 某 个 子 列 收 敛 , 那么 这 个 数列 也 收敛 . 


解 1 不 妨 设 {zn} 单调 递增 , 于 是 {zp。} 也 单调 递增 , 它 收敛 时 必 有 上 界 妃 . 而 对 
每 一 个 mw 由 交 和 pr 得 rn < zpn 科 吾 , 故 {zn} 也 以 已 为 其 上 界 , 从 而 {zn} 收敛， 口 

解 2 实际 上 本 题 不 需要 用 什么 定理 , 从 数列 收敛 的 定义 即 可 推出 . 

不 妨 设 数列 {zn} 单调 递增 , 且 有 某 个 子 列 {fzps} 收敛 于 o, 则 对 于 给 定 的 se > 0， 
存在 N, 使 得 当 m > N 时 成 立 lzn。 -al < e. 

由 于 该 数列 单调 递增 , 因此 其 子 列 {zr。} 也 单调 递增 . 于 是 当 m > N 时 就 有 

Q 一 <E<zpn 芝 a. 
可 见 只 要 取 Ni = pw 就 使 得 当 > Ni 时 , 有 zz ，& mn， 另 一 方面 ,对 每 一 个 几 
存在 某 个 pn 使 得 m < pn 从 而 又 有 zn < zpv. 于 是 当 交 > Ni 时 就 有 
Q 一 E< 7pwl 东 Zn 和 Zpwy 和 0) 

这 就 是 | - a| < s, 即 已 经 得 到 im 二 

下 面 4 题 与 本 小 节 的 标题 似乎 无 直接 关系 , 但 它们 本 身 都 是 重要 的 . 


习题 91 证 明 , 如 果 lim zn = oa, 那么 lim lzn| 一 1 


解 用 不 等 式 |lza| -|a|| < lz -al ( 见 81.1.4 的 习题 21(a)) 即 可 证 得 . 注意 : 本 
题 的 逆 命 题 不 成 立 . 例如 zn = (-U)" (n = 1;,2,…) 就 是 如 此 口 


习题 92 设 zw 一 o， 试 讨论 极限 lim + 
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解 当 a 关 0 时 , 利用 商 的 极限 运算 法 则 , 由 jlim。zn = 4 就 推出 im 2 一 
Q 
二 一 1 
区 

当 a = 0 时 , 上 述 运算 法 则 失效 ，lim_。 +3 就 是 所 谓 型 的 不 定式 , 需 直接 考虑 
通 硕 为 2 的 数列 的 性 太 . 它 可 以 入 也 条 以 收 全 而 在 收 甸 时 可 以 有 各 种 极限 人 
(就 是 不 是 式 这 个 名 订 的 由 来 下 面 将 举 出 各 种 情况 的 例子 ， 

调和 数列 { 二 } 可 作为 im。 -+ 收敛 的 例子 ， 

下 面 先 分 析 lim_ + 存在 的 条 件 . 

若 lim z4a 存在 , 记 为 上 由 习题 91 得 lim | 革 | = 加 车 则 > 1 取 
中 :加 > > 1 则 郊 充 分 大 后 | 袜 | > W > 1 于 是 flzn|} 严格 单调 递增 , 这 与 
zn 一 0 矛盾 . 的 

由 此 得 到 : 在 lim zw = 0 的 前 提 下 , 若 lim z++ 存在 , 则 必 有 


空 二 忆 | < 1 


lim 
meo 


下 述 在 lim ru = 0 时 lim at 却 不 看 在 的 例子 
先 作 yn = mw， 0<9< 1 .再 将 它 越过 一 位 插入 相 邻 两 项 之 间 : 
9， 晤 9， 0， 
3 : 人 
将 所 得 到 的 数列 记 为 {zn}, 则 有 
Zr 9 9， 9 有 029 9， 095， 
则 rn 一 0. 注意 到 {zn} 中 部 分 相 邻 两 项 的 次 序 是 它们 在 {yn} 中 的 次 序 的 倒序 : 


2k+1 做 工 


IT QT 9 
于 是 若 ,im :+ 存在 则 只 可 能 等 于 二 (> 1)， 这 与 jin 允 呈 存在 的 必要 条 件 
更 | 生 | 和 放下 3 和 在 
练习 “试用 其 他 方法 证 明 , 对 于 上 面 构造 的 {zn}，im。 4 不 存在 ， 
下 面 的 习题 93 是 收敛 数列 的 一 个 基本 性 质 , 常 称 为 收 你 数列 的 有 界 性 定理 . 它 在 
一 般 的 教科 书 中 都 有 , 其 证 明 从 略 . 
习题 93 证 明 , 收敛 数列 是 有 界 的 - 


习题 94 证 明 收 敛 的 数列 或 达到 其 上 确 界 , 或 达到 其 下 确 界 , 或 两 者 都 达到 . 举 出 
所 有 三 类 数列 的 例子 . 


解 ”从 习题 93 知道 收敛 数列 有 界 , 从 习题 15 知道 它 一 定 有 (有 限 的 ) 上 确 界 和 下 
确 界 . 一 个 数列 达到 自己 的 上 确 界 , 就 表明 它 有 最 大 数 ; 达到 自己 的 下 确 界 , 就 表明 它 有 
最 小 数 . 
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由 此 可 见 本 题 等 价 于 一 个 简单 问题, 即 数 列 是 否 有 最 大 数 和 最 小 数 . 对 于 有 限 个 数 
组 成 的 数列 来 说 , 显然 都 有 . 但 这 里 的 数列 一 般 都 有 无 限 多 项 , 这 时 的 答案 是 什么 ? 

从 本 题 的 结论 中 所 说 的 三 种 可 能 性 来 看 , 可 以 看 出 本 题 其 实 等 于 说 : 收 全 数列 不 可 
能 既 无 最 大 数 , 又 无 最 小 数 . 

用 反 证 法 ， 设 {fzn} 收 生 , 但 无 最 大 数 和 最 小 数 . 记 ce = inffzn} 和 及 = supfzn]， 
则 只 能 是 e < 6.( 否 则 该 数列 只 能 是 常 值 数列 , 每 一 项 同时 是 最 大 数 和 最 小 数 ,) 

由 于 zm < 8 对 每 个 成立, 根据 上 确 界 的 定义 , 对 <; = 1 数列 一 定 有 某 一 项 出 现 
区 间 (6 ~ el,D) 中 , 将 它 记 为 rn. 然后 记 ca = mmax{zt … ,zpuB 一 南 }, 数列 也 一 
定 有 某 一 项 出 现在 区 间 (8 -- ez, 8) 中 , 将 它 记 为 zz。( 这 时 必定 有 pa > Ph), 依 此 类 推 ， 
这 样 就 得 到 了 一 个 子 列 {zz}, 且 满 足 

有 -十 < Tp < 有. 
可 见 有 lim_zow = , 这 就 是 说 有 一 个 拉 列 收敛 于 数列 的 上 确 界 有 
同 理 从 数列 不 达到 自己 的 最 小 数 可 以 推出 有 -个子 列 收 全 于 数列 的 下 确 界 
由 于 a < 6, 因此 得 到 了 有 不 同 极限 的 两 个 子 列 . 这 对 于 收敛 数列 是 不 可 能 的 (这 
时 可 以 引用 习题 89 的 结论 


具体 例子 : 数列 { 序 , 十， …， 志 ，…} 的 上 确 界 为 去 , 同时 是 数列 的 最 大 数 、 


售 


{ 二 - 衣 ， … ,一 击 ，…)} 的 下 确 界 为 -二 ， 同时 是 交 的 最 小 
数列 { 到 -十 ,- 直 去, 一 盐 ,….]} 的 上 下 确 界 为 走 ,都 可 达到 ， 口 


注 的 散 2 和 各 和。 罗 风 否则 , 如 习题 118 中 给 出 的 如 下 击 


1 2 
到 井 , 呈 ,到 ,全 ,时 于 , 呈 晤 全 


0 和 1 是 它 的 下 确 界 和 上 确 界 , 但 都 不 能 达到 . 这 就 是 说 它 没有 最 小 数 和 最 大 数 . 
习题 95 证 明 , 趋向 于 +co 的 数列 zw (mn = 1,2,……) 一 定 达到 其 下 确 界 . 


解 1 可 能 想到 如 下 证 明 , 由 条 件 zn 一 +oo (n 一 co) 知 , 对 任意 的 天 , 存在 N, 当 
允 > N 时 , zn > 五 . 故 取 前 N 项 的 最 小 值 min{fzri, za,… ,zw} 即 得 {zn} 的 最 小 数 . 

这 个 证 法 似是而非 , 因 上 述 证 明 中 只 说 mm > N 时 zn > 天 , 并 未 顾及 m 和 N 时 zn 
的 大 小 . 若 mn < N 时 rn 也 大 于 天 ,于 是 minfzi zz,… ,zN} 就 未 必 是 {fzn} 的 下 确 界 . 

为 了 弥补 上 述 漏洞 , 可 从 {zn} 中 先 任 取 一 项 , 例如 zl (不 论 正 负 ) 作为 天 则 
当 > w (> 1) 时 的 zn 都 大 于 zi, 因此 都 不 可 能 是 {zn} 的 最 小 数 ， 这 样 就 保证 了 
min{zl,z2,… ,ZN] 的 确 是 {zn} 的 最 小 数 ， 口 

解 2 (证 明 概 要 ) 首先 需要 如 习题 89 后 的 注 中 所 说 , 证 明 若 数列 zn 一 +co, 则 它 
的 每 一 个 子 列 也 都 如 此 . 

然后 证 明 若 inf{fzn} = -oo, 则 存在 子 列 cp 一 一 co, 从 而 引出 矛盾 . 

最 后 证 明 若 inf{zn} 为 有 限 数 , 但 不 可 达到 , 则 存在 子 列 收敛 于 这 个 下 确 界 , 从 而 
也 引出 矛盾 . 
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其 中 后 两 步 的 证 明 与 解 1 中 的 内 容 类 似 ， 口 
以 下 有 不 少 求 数列 的 上 下 确 界 、 聚 点 和 上 下 极限 的 习题 . 这 里 首先 要 在 概念 上 明白 : 
(D 聚 点 (也 称 为 极限 点 ) 必 是 某 个 子 列 的 极限 , 反之 , 收敛 子 列 的 极限 必 是 数列 的 聚 点 ; 
(2) 最 大 的 聚 点 和 最 小 的 聚 点 就 定义 为 数列 的 上 极限 和 下 极限 ; 
(3) 将 聚 点 和 上 下 极限 概念 推广 到 包括 二 ce 会 带 来 很 多 方便 ; 
人 数列 的 上 下 确 界 未 必 是 聚 点 , 但 若是 聚 点 , 则 必定 是 数列 的 上 下 极限 . 
极限 是 数学 分 析 中 的 基本 概念 , 数列 的 极限 更 是 基础 , 可 是 只 有 收 剑 数列 才 有 极限 ， 
即使 引入 非 正常 极限 ce 之 后 也 还 是 不 够 的 . 这 使 其 应 用 受到 限制 , 数列 的 上 下 极限 却 
不 然 , 只 要 引进 +co, -oo 作为 广义 的 数 , 则 数列 的 上 下 极限 总 是 存在 的 , 这 为 数列 的 应 
用 带 来 不 少 方便 . 没有 上 下 极限 的 数列 极限 理论 是 不 完整 的 . 
本 小 节 以 下 的 习题 都 是 关于 上 下 极限 的 内 容 . 


先 介绍 一 个 命题 , 它 在 寻找 上 下 极限 时 是 很 有 用 的 . 


命题 1.2 若 数列 {zn} 可 分 成 大 个 收敛 子 列 , 其 极限 分 别 为 cl ca, … ,ck, 则 就 有 : 


Jim zn = min{clca，…… ,cb}， Timn zn = maxfcl,ca，……，ck}. 
刀 一 oa moo 


证 为 此 只 要 证 明 数 列 的 每 个 收敛 子 列 的 极限 只 能 在 cu, … ,ck 之 中 就 够 了 . 

任 取 数 列 {zn} 的 一 个 收敛 子 列 {zp} 由 于 {zn} 已 经 分 成 为 大 个 子 列 , 因此 {zp} 
至 少 与 这 不 个 子 列 中 的 某 一 个 子 列 (假设 是 第 ; 个 子 列 ) 有 无 限 多 项 是 相同 的 . 

根据 子 列 的 基本 定理 ( 即 习题 899), 这 无 限 多 项 组 成 的 子 列 一 定 收敛 于 oj, 同时 又 与 
收敛 子 列 {zps} 有 相同 的 极限 , 因此 得 到 jimzps 一， 口 

练习 ” 当 {zn} 满足 命题 条 件 时 , 对 于 给 定 的 收敛 子 列 {zz,}, 证 明 中 的 7 是 唯一 的 
吗 ? 要 求 cl ca,，…，cx 互 不 相等 吗 ? 

注 命题 1.2 将 满足 条 件 的 {zn} 的 上 下 极限 计算 归结 为 求 有 限 个 数 中 间 的 最 大 值 
和 最 小 值 , 这 对 于 只 有 有 限 多 个 聚 点 的 数列 的 上 下 极限 计算 是 很 有 用 的 工具 . 

习题 101-115 是 求 数列 的 确 界 和 上 下 极限 , 我 们 选 讲 其 中 几 题 . 


习题 101(b) 求 数列 ze = (0 (2+ 卫 ) on 一 1 2,…) 的 inffzsj, supfzn]， 


lim zn，jlim zn， 
邦 一 oo ?oO 


解 求 inf{fzn}, sup{zn} 时 涉及 zn 的 大 小 及 变化 趋势 . 将 {zn} 按 (-1)"-: 的 正 
负 分 成 {zan_i},{fzan} , 它们 分 别 为 正 值 单调 递减 和 负 人 单调 递增 . 这 样 就 得 到 
inffzn} = inffzzn} = zz 一 一 王 ， supfzn} = supfzzn = zl 一 5 
由 于 子 列 {fzan_:} 和 {fzan} 都 收 伍 , 极限 分 别 为 2 和 -2, 因此 用 命题 1.2 就 得 到 


lim zn = lim z2n 一 一 2， lm zan = jimozsn-i 二 2 口 
| mo oo oo 
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习题 103 求 数列 rn 一 十 元 


im rn， Ji Tn， 
一 oo 


解 1 按 cosz 的 最 小 正 周 期 2r 将 {zn} 分 成 4 个 收敛 子 列 ， 


人 cos 区 人 (n = 12….) 的 inffznj， sup{fzn}， 


和 一 多 十 1 
4 十 2 
、 1 一 恩 二 3， 刀 一 4 十 2， 
二 姥 一 4 大 十 3， 
4 十 4 
1+ 你 反 ， 九 一 4 十 4. 


这 样 就 得 到 

inf{fzn} = inffz4k+2} 一 im T4k+2 二 0， 

sup{fzn} = sup{z4k+4} 一 im。 Z4k+4 一 2. 
由 于 上 述 4 个 子 列 分 别 收 敛 于 1,0, 1,2, 根据 命题 1.2 得 

Jim zn = min{1,0,2} = 0， Un zn = max{1,0,2} = 2， 口 
解 2 由 于 因子 人 一 1 只 要 先 研究 {cos 王 } 的 收敛 子 列 即 可 . 它 只 有 3 个 

常 值 子 列 ;: {0}，{ 一 1}, {1}, 因此 有 inf{fzn} = 0 sup{fzn} = 2， 

Jim zn =1+1.min{0,-1,1}=0， 


鳌 一 oo 


Tim zn =1 十 1.maxf0, 一 1,1}=2， 口 
oo 


习题 112 求 数 列 zn 一 (+ 二 让 疙 +sin 2 人 =12…) 的 lim zn， 


lim zn. 
了 oo 


解 注意 到 |(1+ 寺 ) (CD"| = (1+ 圭 ) > 2 > |sin 亚 | mo 的 符号 由 它 的 
第 一 个 项 确定 , 即 知 {zan_i} 恒 负 , {zn} 恒 正 . 

这 时 下 极限 im zw 可 在 {zan-1} 中 取得 由 于 (+ 有 LT) (一 -e 
而 sin 如 志 1r 可 分 为 4 个 收敛 子 列 ,它们 分 别 趋 于 次 查 - 次 -次 ,因此 由 

1 

命 顾 La 和 m 一 e 一 遍 

类 似 地 得 到 ,Jinn zn 一 e+1 工 口 

习题 116-124 都 是 关于 聚 点 的 题 . 这 时 下 列 命题 是 很 有 用 的 . 

命题 1.3 数 。 是 数列 {fzn} 的 聚 点 的 充分 必要 条 件 是 : 在 o 的 每 一 个 邻 域 中 含有 
该 数列 中 的 无 限 多 项 - 


证 分 两 部 分 来 证 明 . 
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必要 性 若 a 是 {zn} 的 聚 点 , 则 在 该 数列 中 有 一 个 收敛 子 列 {zp。} 以 a 为 极限 . 
因此 对 每 个 = > 0, 存在 N, 当 m > N 时 就 有 zp。s (ea -sa 十 s), 于 是 在 邻 域 Oe(a) 中 
就 含有 数列 {fz} 中 的 无 限 多 项 . 

充分 性 ”只 要 找到 {zn} 的 一 个 收敛 子 列 以 a 为 极限 即 可 , 由 于 邻 域 Oi(c) 中 有 数 
列 {zn} 中 的 无 限 多 项 , 因此 可 在 邻 域 中 取 到 某 一 项 , 记 为 zn . 

然后 在 Oi (a) 中 又 有 {zn} 中 的 无 限 多 项 , 因此 也 可 在 该 邻 域 中 取 到 某 一 项 , 记 为 
az 而 且 总 可 以 使 得 pa > 问 . 

如 上 面 那 样 继续 下 去 , 用 数学 归纳 法 @ 就 可 以 得 到 一 个 子 列 {zp。}, 它 满足 |rm 一 
al < 去, 可见 该 子 列 收敛 于 a， 口 

推论 ” 设 数列 {fon} 中 的 每 一 项 都 是 数列 {zn} 的 聚 点 , 则 {an} 的 聚 点 也 是 {zv} 
的 聚 点 . 

(推论 的 证 明 可 留 作为 练习 .) 

在 知道 聚 点 的 定义 和 命题 1.3 后 , 上 述 关 于 聚 点 的 一 些 习题 都 不 难 . 只 举 一 个 例子 . 

习题 118 求 下 列 数列 的 聚 点 : 去 ， 于， 羡 ， 于 ， 呈 ,号 于， 全 最， 入， 

解 观察 这 个 数列 的 结构 可 见 它 实际 上 就 是 由 所 有 真 分 数组 成 的 数列 . 从 下 面 的 
证 明 可 以 看 出 它们 的 排列 次 序 实际 上 是 没有 关系 的 . 

任 取 点 ae [0,], 又 任 取 它 的 一 个 邻 域 Oe(a). 利用 分 母 为 上 的 大 -1 个 真 分 数 都 在 
(0, 1) 内 , 相 邻 两 个 数 的 距离 为 世 因此 在 Oe(a) 中 一 定 含有 分 母 尺 充分 大 的 真 分 数 , 即 
原 数 列 的 无 限 多 项 . 具体 来 说 , 只 要 人 上 > 去 ， 就 必定 有 一 个 分 母 为 大 的 真 分 数落 在 邻 域 
Oec(a) 中 . 用 命题 1.3 就 知道 是 聚 点 . 于 是 已 经 证 明 [0, 1] 中 的 点 都 是 该 数列 的 聚 点 . 

对 于 任意 的 数 少 & [0, 了 ,一 定 可 以 取 5 > 0 充分 小 , 使 得 Os(b) 与 [0,1] 不 相交 . 由 
此 可 见 收 不 是 {zn} 的 聚 点 ， 口 

习题 125 实际 上 是 一 条 重要 的 定理 , 它 为 许多 问题 提供 了 有 用 的 工具 , 在 教科 书 中 
一 般 称 为 波 尔 查 诺 - 魏 尔 斯 特 拉 斯 凝聚 定理 (或 致密 性 定理 等 ), 也 是 实数 系 基本 定理 之 
一 ( 见 [23] 的 第 三 章 ). 由 于 它 的 证 明 可 在 教科 书 中 找到 , 这 里 从 略 . 


习题 125 证 明 , 在 有 界 数列 zn (n” = 1,2,…:) 中 必 有 收敛 子 列 rp。(n = 1,2,……). 


注 对 于 习题 125 的 内 容 , 有 人 将 它 描述 为 “从 混乱 中 找 出 了 秩序 "因为 数列 的 有 
界 性 只 告诉 我 们 它 落 在 一 个 有 限 区 间 内 , 其 他 什么 也 不 知道 . 一 旦 找到 一 个 收敛 子 列 
后 , 则 就 提供 了 一 个 聚 点 . 这 时 如 命题 1.3 所 示 , 就 会 提供 许多 新 的 知识 , 它们 有 可 能 用 
于 解决 许多 问题 ， 

下 一 个 习题 可 以 看 成 是 习题 125 在 数列 无 界 情况 的 对 应 物 , 证 明 从 略 . 


加 这 表明 数学 归纳 法 不 仅 可 用 于 证 明 (包括 恒等式 和 不 等 式 在 内 的 命题 ), 还 可 用 于 构造 . 在 这 里 就 是 构造 
出 满足 一 定 条 件 的 子 列 . 这 种 用 法 在 高 等 数学 中 是 常见 的 ,往往 将 这 一 步 简称 为 “归纳 得 到 "或 “归纳 构造 ”. 
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习题 126 证 明 , 如 果 数 列 zn (n” = 1,2,…) 无 界 , 那么 必 存 在 子 列 zn.， 有 


lim zp。 三 oo， 
oo 


习题 127-130 是 关于 收敛 数列 四 则 运算 法 则 的 反思 , 它们 对 于 正确 理解 和 运用 这 些 
法 则 是 重要 的 . 

习题 131-135 是 关于 上 下 极限 的 运算 法 则 , 对 于 上 下 极限 不 热 悉 的 读者 可 以 看 
81.2.9 的 第 3 点 , 其 中 有 关于 这 方面 的 一 个 概述 . 

注意 , 在 习题 131-133 中 都 需要 补充 条 件 , 即 其 中 出 现 的 极限 的 和 或 极限 的 乘积 都 
有 意义 ， 

为 书写 简明 起 见 , 在 下 面 几 题 的 解答 中 咯 去 极限 记号 “lim” 下方 的 ”一 co. 


习题 131 证 明 : 


(a) lim zn+ Jim 加入 lim(zn 十 加 ) 和 lim zn 十 Ta yn， 
下 一 oo 一 oo 下 一 oo 和 一 oo 用 一 09 


自生 am+ 古 ws 画 o+ 罗 < 三 + 古 o 
其 中 假设 在 左边 和 右边 的 求 和 都 有 意义 - 
举 出 在 这 些 关 系 式 中 严格 不 等 式 成 立 的 例子 . 


解 只 给 出 (a) 的 证 明 , 请 读者 完成 (b) 的 证 明 . 

左边 和 右边 的 和 有 意义 就 是 不 允许 出 现 两 个 极限 为 异 号 无 穷 大 的 情况 . 

(1) 先 证 明 左边 的 不 等 式 lim zn + lim yn 和 lim (zn 十 加 ). 

先 看 lim zn 为 无 穷 大 的 两 种 情况 . 

(1.1) 车 lim zn = -co, 则 另 一 项 不 允许 是 +co, 因此 不 等 式 左边 为 -oo. 这 时 无 
论 右边 如 何 , 这 个 不 等 式 总 是 成 立 的 . 

若 有 lim zn = +oo, 则 就 是 zn 一 +co. 这 时 不 允许 lim 如 = -- oo, 这 表明 数列 
{gyn} 下 方 有 界 , 于 是 {zn 十 如 } 仍 为 正 无 穷 大 量 , 即 是 有 lim (zn 二 加) = lim (zn 二 加) 一 
二 oo. 于 是 不 等 式 两 边 都 等 于 +co. 

由 于 对 称 性 , 对 lim yn 为 -ce 和 +ee 的 两 种 情况 的 讨论 是 相同 的 , 不 再 重复 . 

(1.2) 余下 的 情况 是 4 = lim rn 和 吾 = Jim yn 都 是 有 限 实数 的 情况 . 这 表明 数列 
{zn} 和 {yn} 都 是 下 方 有 界 , 且 都 不 是 正 无 穷 大 量 . 

若 有 lim (zn 十 如) = +co, 则 不 等 式 已 经 成 立 . 否则 数列 {fzw + 如 } 存在 正常 收敛 
的 子 列 {fzm + yo。}, 使 得 

lim (zp。 十 on) 一 Jim (mn 十 如) < 二 oo. 
由 此 可 以 看 出 {fzp*} 和 {yp。} 除了 下 方 有 界外 , 同时 还 都 是 上 方 有 界 的 . 否则 {fzp, 十 
ye。} 无 上 界 , 上 式 左边 的 极限 就 是 正 无 穷 大 了 . 

应 用 习题 125 于 有 界 数列 {zp。}, 可 见 它 必 有 收敛 子 列 . 由 于 这 个 子 列 仍然 是 {zn} 
的 子 列 , 因此 不 妨 设 {zp。} 就 已 经 是 这 个 收敛 子 列 . 由 于 此 时 的 {zm, 十 yp。]} 收敛 , 于 是 
可 推出 {ype} 也 收敛 . 
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利用 Jim zn & lim zpwi Jim gr < lim yw, 因此 就 得 到 所 要 求证 的 不 等 式 : 


Ji@ zm 二 Jim 加 系 lim rp 十 lm yo lim (rp 十 略 。) = im(zn 十 加 ). 


(2) 现在 证 明 右 边 的 不 等 式 lim (zn 十 加) < lim zn + mn mn. 


一 种 方法 是 模仿 (1) 中 的 证 明 (模仿 法 ), 另 一 种 方法 是 将 问题 归结 为 (1) (归结 法 ). 


下 面 用 第 二 种 方法 . 

根据 上 下 极限 定义 可 以 推出 im 加 = - lim (- 如 ). 

先 从 (1) 中 的 不 等 式 得 到 

Jim (- 如 ) + jim (zn 十 加 ) 和 lim [-on+(zn 十 四 )] = lim zw 

然后 将 左边 的 第 一 项 移 到 右边 变 成 上 极限 , 这 样 就 得 到 所 要 求证 的 不 等 式 . 

(3) 取 {zn] 为 0.1 01 {g] 为 2.0,20…… 则 {fzn 十 加) 为 2,12,1 
是 就 有 

Jim mm =0limyn=0limn(zn+m)=TLHay=2. 

与 之 对 应 的 不 等 式 就 是 0 < 1 < 2, 即 都 是 以 严格 的 不 等 号 成 立 的 不 等 式 ， 口 

注 在 习题 131(a),(b) 的 两 边 出 现 co -- coe 的 无 意义 情况 时 , 可 以 举例 说 明 , 


于 


的 Jim (zn 十 加 ) 可 以 取 到 任何 有 限 数 以 及 十 co, 这 是 上 下 极限 中 的 不 定式 . 


习题 132 设 zn > 0, yn > 0 (n = 1,2,……), 证 明 : 


(a) lim zn jlim gr 和 lim (znyn) 和 < Jim zn， Tin yn， 
入 一 oo 用 一 oo 刀 一 co 姑 一 oo 0o 


(pb) Jim zn ,Im yn 和 ,En (znyn)S< im rn Im gm， 
其 中 假设 在 左边 和 右边 的 乘积 都 有 意义 . 
举 出 在 这 些 关 系 式 中 严格 不 等 式 成 立 的 例子 . 


解 只 写 出 (a) 的 证 明 , 请 读者 完成 (b) 的 证 明 . 


P 间 


在 下 面 的 证 明 中 两 个 数列 都 是 非 负 的 条 件 是 重要 的 . 此 外 , 左边 和 右边 的 极限 的 乘 


积 有 意义 就 是 不 允许 出 现 0 .co. 
(1) 先 证 明 左 边 的 不 等 式 im rn .lim 加 < lim (zngyn). 


(1.1) 先 看 lim zw 为 0 和 +eo 的 两 种 情况 . 若 它 为 0, 则 另 一 个 因子 不 允许 是 +eo， 


此 不 等 式 左边 为 0, 而 右边 非 负 , 这 总 是 成 立 的 . 


若 有 lim zn = 二 co, 则 就 是 rn 一 +oo. 这 时 不 允许 有 lim 加 = 0. 这 表明 至 少 从 
某 项 起 yn 有 正 下 界 . 具体 来 说 , 即 存在 so > 0 和 N, 使 得 当 m > N 时 有 如 > co > 0. 


这 样 就 有 im (>nyn) = lim (zn 加 ) = -+co. 于 是 不 等 式 两 边 相等 , 即 都 是 +co. 
由 于 对 称 性 , 对 lim yn 为 0 和 +ee 的 两 种 情况 的 讨论 是 相同 的 , 不 再 重复 . 


(1.2) 余下 的 情况 是 0 < 4 = lim zrn < +oo, 0 < 也 = lim 加 < +oo. 这 表明 数列 


{fzn} 和 {yn】} (至 少 从 某 项 开始 ) 都 有 正 下 界 , 且 都 不 是 正 无 穷 大 量 . 


若 有 lim (zngn) = +oo, 则 不 等 式 已 经 成 立 . 否则 数列 {zngyn} 存在 正常 收敛 的 子 


列 {fzpnyp。} 使 得 
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lim (zpsypn) = lim (znyn) < +oc. 

由 此 可 以 看 出 {fzps} 和 {yp。} 除了 有 正 下 界 之 外 , 同时 还 都 是 上 方 有 界 的 . 否则 上 式 左 
边 的 极限 就 是 正 无 穷 大 了 - 

应 用 习题 125 于 有 正 下 界 的 有 界 数 列 {zp.}, 可 见 它 必 有 极限 大 于 0 的 收敛 子 列 . 
由 于 这 个 子 列 仍然 是 {zn]} 的 子 列 , 因此 不 妨 设 {zr。} 就 已 经 是 这 个 子 列 , 由 于 其 极限 
大 于 0, 而 子 列 {zp。yp} 收敛 , 于 是 可 推出 {fyp} 也 收敛, 其 极限 也 大 于 0. 

利用 0 < jim zn < lim zpo, 0 < Jim yn < lim 加 就 得 到 所 要 求证 的 不 等 式 : 

Jim rn .jlim yn 和 lim zpw'lim 。 = lim (zpsyp。) = lim (znyn). 

(2) 现在 证 明 右 边 的 不 等 式 lim (znn) < Jim zn . Tin 加 . 与 习题 131(a) 的 证 明 
(2) 相同 , 用 归结 法 来 做 . 

匣 非 负数 列 {yn} 有 无 穷 多 项 为 0, 则 就 有 Jim (znyn) = 0, 不 等 式 成 立 . 否则 , 就 存 
在 N, 使 得 当 m > N 时 加 > 0. 这 时 根据 上 下 极限 定义 可 以 推出 

1 

也 


Tim on = 


s- 


先 用 (1) 中 的 不 等 式 得 到 
各 二 .各 (pngmjs<J@[ 直 (xzngn)j= lim zn 

然后 将 左边 的 第 一 个 因子 除 到 右边 变 为 上 极限 , 这 样 就 得 到 所 要 求证 的 不 等 式 . 

(9) 取 {zn] 为 去,2 责 ,2 fgn} 为 3, 南 ,3 再 ，……， 则 {zngn} 为 时 ,1 呈 ,1 
于 是 就 有 

血 mm= 去 血 加 = 南 血 (ngm)=Ll 型 如 =3， 

于 是 对 应 的 不 等 式 就 是 芋 < 1 < 号, 即 都 是 以 严格 的 不 等 号 成 立 的 不 等 式 ， 口 

注 在 习 愿 132(a),(b) 的 两 边 出 现 0 ; co 的 无 意义 情况 时 , 可 以 举例 说 明 , 中 间 的 
Jim (zagm) 可 以 取 到 任何 有 限 数 以 及 士 co, 这 是 上 下 极限 中 的 不 定式 . 


习 古 133 证 明 , 如 果 im zn 存在 , 那么 对 无 论 怎样 的 数列 如 (” = 1,2,…) 都 


有 : 
(人 b) , 王 (znam) 一 ,imuzn , yn (zn>0)， 
其 中 分 别 假设 在 右边 的 和 与 乘积 有 意义 . 


下 面 只 对 习题 133(b) 给 出 证 明 , 请 读者 完成 133(a) 的 证 明 . 
解 1 若 数 列 {yn} 中 有 无 限 多 项 为 非 负 (包括 每 项 均 为 非 负 的 情况 在 内 ), 将 所 有 
这 些 非 负 项 记 为 一 个 子 列 {yp。}, 并 注意 到 数列 {zn} 非 负 , 则 就 有 
lim 加 = lim yp。， lim (znyn) = im (poyp。). 


应 用 习题 132(b) 的 结论 , 就 有 
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lim zn .Im on = lim Tpu -Im 加 。 
< ji (zpsgp。) = Ji (znym) 
系 lim zp。 .Im 加 。 = lim zn Imn 加 ， 
可 见 其 中 均 成 立 等 号 . 
对 于 相反 的 情况 , 可 以 不 妨 设 加 < 0 ("” = 1,2,…),， 然后 对 于 非 负数 列 {-gn} 和 
{zn] 应 用 习题 132(a) 的 结论 , 这 样 就 有 
Jim (- 加 ) .lim zn = 一 mn ylim zn 
lim (-zn) = 一 mn(znayn) 


和 lim 
和 Jim (-yn) .lim zn = 一 In yn'lim zn， 


可 见 其 中 也 都 成 立 等 号 ， 口 

解 2 模仿 习题 132(a) 的 解 就 不 难 证 明 本 题 的 (b). 记 4 = lim zn, 刀 = ja n. 

为 观察 方便 起 见 将 要 证 明 的 等 式 重新 写 出 如 下 : 

Tim (znyn) =lim za .Tan =4B， (1.19) 

其 中 {zn} 为 非 负 数列 , 且 已 有 ( 常 义 或 广义 的 ) 极限 . 先 讨论 (1.19) 的 右边 出 现 因子 0 
和 co 的 情况 ， 

(D 车 4 = +oo, 则 只 能 允许 妃 关 0. 这 时 (1.19) 的 两 边 都 是 无 穷 大 , 其 符号 与 刀 
的 符号 相同 . 

若 巨 = 土 oo, 则 只 能 允许 4 > 0, 于 是 (1.19) 两 边 都 与 马 相同 . 

(2) 若 4= 0 则 召 必 须 是 有 限 数 . 这 时 有 一 B, 因此 也 有 zpsyz。 一 0. 这 表明 
im (cnyn) > 0. 由 于 上 极限 妃 < +co 表明 { 如 } 有 上 界 , 因此 只 能 是 Ti (zatn) = 0. 
即 (1.19) 的 两 边 等 于 0. 

若 刀 = 0, 则 只 要 看 0 < 4 < +coe 的 情况 ， 这 时 只 能 有 Jim (zayn) < 0.， 又 从 
yon 一 0 知道 有 zpsyp。 一 0, 因此 lin (zwyn) = 0. 即 (1.19) 的 两 边 等 于 0. 

(3) 余下 的 情况 是 妃 为 非 零 有 限 数 ,4 为 正 有 限 数 . 

这 时 若 有 子 列 zzsgyp. 一 C, 则 就 有 yp。 一 怠 < 了 3, 因此 Cs 4B. 

另 一 方面 存在 如。 一 B, 因此 zpsyp。 一 4 刀 3, 因此 只 能 是 Jim (zayn) = 4B， 口 

注 1 与 习题 133(a) 不 同 , 在 习题 133(b) 中 的 条 件 zs > 0 是 本 质 的 ， 例 如 当 
7n 三 -1 时 , 只 要 令 yon-l = 1, yon = -1 就 有 Jim (zayn) = Tan yn = 1 从 而 习题 
133(b) 中 的 等 式 ( 即 (1.19)) 的 左边 为 1, 右边 为 -1, 故 不 能 成 立 . 

注 2 ”关于 模仿 法 和 归结 法 再 说 几 句 . 这 在 待 证 的 命题 有 几 个 类 似 的 结论 时 是 经 常 
遇 到 的 . 模仿 法 对 熟悉 和 理解 该 方法 有 益 , 以 后 遇 到 现成 的 定理 不 数 应 用 时 , 也 许 该 方 
法 仍 可 用 来 解决 问题 . 归结 法 通常 比较 简洁 , 两 者 各 有 所 长 . 

下 一 道 题 的 原 有 结论 不 够 全 面 , 现 作 补充 后 给 出 解答 [4, 16, 25]. 


习题 134 证 明 , 如 果 对 某 一 个 数列 zn (mn = 1;2,…) 和 无 论 怎样 的 数列 yn (mn = 
1 2,……), 使 得 
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(a) lim (zn 十 如) = lim zn 十 lim yn 
oo To oo 
或 者 
(b) (cngm) 一 im zn lm yn (z>0) 


中 至 少 有 一 个 等 式 成 立 , 那么 数列 {zn} 或 者 收敛 于 正常 极限 , 或 者 发 散 于 +oc. 


分 析 ”这 里 正确 理解 题 意 非常 重要 . 

数列 {fzn} 给 定 在 先 , 然后 对 于 任意 一 个 {yn}, 条 件 (a) 和 (b) 中 的 等 式 至 少 有 一 个 
成 立 . 只 是 仅 当 {z*} 为 非 负 数列 时 才 可 以 用 条 件 (b). 这 与 上 一 个 习题 133 的 (a),(b) 
恰好 对 应 . 这 里 要 注意 对 习题 133 需要 加 上 右边 的 和 与 积 都 有 意义 后 其 结论 才能 成 立 ， 
而 在 本 题 则 已 经 默认 了 这 一 点 . 可 以 认为 , 习题 134 几乎 就 是 习题 133 的 逆 命 题 . 

解 ”用 反 证 法 . 若 结论 不 成 立 , 则 只 有 两 种 可 能 性 . 

第 一 种 可 能 性 是 lim zn = -co. 这 时 条 件 (b) 不 能 用 @. 只 要 有 Jin 加 = +co, 则 
条 件 (a) 的 右边 无 意义 , 而 左边 可 以 等 于 任何 有 限 数 或 二 ce, 因此 等 式 不 能 成 立 . 

第 二 种 可 能 性 是 lim zn 无 意义 . 记 lim zn = a, lm zn = 8, 则 有 


-oo 和 <a=jlim zrn<Tlm zn= <+oo. 


这 时 分 两 种 情况 讨论 ， 
(1D) {fzn} 不 是 非 负数 列 , 这 时 只 要 检查 条 件 (a) 中 的 等 式 是 否 成 立 . 
令 加 = -Zr 人 =12…), 则 Jin = 一 Jinzn= 一 a, 于 是 条 件 (a) 的 左边 为 


0, 右边 为 B 一 ca 夫 0 ( 即 为 正 数 或 +co), 等 式 不 能 成 立 , 
(2) {zn} 为 非 负数 列 , 这 时 a > 0. 设 子 列 zp。 一 a, 定义 数列 {yn} 如 下 [4 16]; 


1 大 一 Dn, 于 一 12……， 
欠 一 
一 zk， 其 他 . 


这 样 就 有 
Jim=1l im(z+ 加 )=a+1=limn zn+1，Jn(zn)=a. 


对 于 条 件 (a) 得 到 a +1 夫 B+1l, 而 对 于 条 件 (b) 得 到 a 六 8, 因此 都 不 能 成 立 等 式 ， 口 


注 从 习题 133 可 知 若 {fzn} 正常 收敛 , 则 对 任何 {yn} 都 满足 条 件 (a) 中 的 等 式 ， 
而 在 其 极限 不 是 0 时 也 满足 条 件 (b) 中 的 等 式 .同样 可 知 , 若 im zn = :+oco, 则 除了 
Jin = -co 之 外 都 满足 条 件 (a) 中 的 等 式 , 又 除了 lim yn = 0 之 外 都 满足 条 件 (b) 
中 的 等 式 . 因此 在 习题 134 的 条 件 下 推出 的 结论 不 仅 是 必要 的 , 而 且 也 是 充分 的 . 


习题 135 将 在 补 注 小 节 中 作为 例题 ,用 于 说 明 处 理 上 下 极限 问题 的 各 种 方法 . 习题 
136 和 137 较 难 , 其 中 的 方法 与 上 面 的 习题 都 不 相同 , 也 将 在 补 注 修 节 中 解答 . 


钙 在 [25] 的 附录 A 中 证 明 , 即使 习题 134 的 条 件 (b) 中 去 掉 限 制 (zw > 0) 之 后 , lim zn = 一 co 仍然 不 
能 对 所 有 {yn]} 满足 条 件 (b). 这 当然 来 自 于 习题 133(b) 中 的 条 件 (zw > 0) 是 本 质 的 . 参见 在 该 题解 答 后 的 
注 1 
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1.2.7“ 柯 西 命题 和 施 托 尔 欧 定 理 (习题 138-145) 


指 习题 138 和 143. 它们 是 计算 全 型 的 不 定式 的 有 力 工具 , 在 微分 学 中 的 对 
应 物 就 是 著名 的 洛 必 达 法 则 ( 见 82.9) @. 


习题 138 ( 柯 西 命题 ) 证 明 : 如 果 数列 rz (mn = 1, 2,…: ) 收敛, 那么 算术 平均 数列 
名 = 二 (zi 十 到 十 二 mo) 人 一 12…) 
也 收敛 , 而 且 
lim 2 十 za2 十 … 十 Zn 
寻 一 oo 刀 


逆 命题 不 成 立 , 请 举例 加 以 说 明 . 


三 lim Zn. 
moo 


解 1 为 了 简化 讨论 , 将 rn 一 a (mn 一 co) 记 成 zw = a + an, 其 中 an 一 0. 考虑 
名 -a= 击 (wa 十 22 十 十 mm) 一 = 二 (al 十 … 二 am， 


把 上 式 右 端 分 成 前 后 两 段 : 二 (ai + …: 十 aw ) 十 二 (as 十 … + am). 先 取 充分 
大 的 Ni, 使 后 段 分 子 各 项 都 很 小 , 从 而 后 段 很 小 . 固定 7 N， 划 新 分子 是 定 值 除 以 充 
分 大 的 后 也 可 以 很 小 . 这 就 是 证 明 的 思路 . 

以 下 将 上 述 简略 的 分 析 用 =- 的 语言 写 出 如 下 . 

对 给 定 的 = > 0, 存在 Ni, 当 半 > Ni 时 , |an| < 二. 于 是 有 

二 lawt 十，…+an| < 也 二- 几 . 
固定 Ni, 对 同一 e, 存在 W (> Nm), 当 m > N 时 
二 la 二 二 am < 千 . 
于 是 当 m” > N 时 以 上 两 式 同时 成 立 , 从 而 有 
去 laa 二 十 an| 么 去 laa 十 …+aw| 二 二 law 十 … 十 an| < e. 
和 im 如 n = a， 
之 ,结论 不 成 立 例如 取 振 荡 数 列 rn = (-1)"-1 (n = 1,2,……), 它 是 发 散 的 . 

和 fen}. 虽然 zi = 1 zl + za = 0,zl + za 十 z3 = 1 也 是 振 
荡 数 列 , 但 除 以 盖 所 得 的 平均 值 细 是 

1 
10, 去 村,0, 言 ,0…-， 
它 是 收敛 于 0 的 无 穷 小 量 ， 口 

解 2 (用 81.2.6 的 上 下 极限 工具 ) 对 给 定 的 < > 0, 存在 N, 当 m > N 时 , 有 

-< < an < E. 于 是 如 解 1 中 那样 可 以 估计 得 到 


去 Ca +…+aw) 一 开 坟 2 人 


有 


ce < 名 -a< 寺 (aa 十 … 十 am) 十 E. 


@ 这 里 应 当 指 出 , 在 用 这 些 工 具 时 , 只 要 求 分 式 中 的 分 母 是 (严格 单调 的 ) 无 穷 大 量 ,而 对 于 分 子 的 性 态 如 
何 并 无 要 求 . 因此 更 确切 的 说 法 是 用 于 二 型 的 不 定式 - 
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园 定 N, 对 交 取 上 下 极限 , 得 到 

ES ji( 朱 -<jim( 名 一 aq 和 ce 
由 于 s > 0 可 取得 任意 小 ， 故 磊 他 一 oj= lim (所 一 中 =0 即 lim 人 =q 口 
柯 西 命题 可 推广 到 {fzn} 为 正 无 伪 大 量 或 负 无 攻 大 量 的 情况 。 前 者 就 是 下 一 题 . 


习题 139 证 明 : 若 lim zn = +oo, 那么 
mo 
Z1 十 Z2 十 … 十 Znm 
加 


lim。 = 二 oo . 
解 ”模仿 上 题 的 分 段 估 计 法 . 由 条 件 知 不 妨 设 zn > 0. 
与 上 题 比较 可 见 , 差别 在 于 上 题 要 求 被 估计 式 < s, 而 本 题 则 要 求 被 估计 式 > 到 


对 给 定 的 天 > 0, 存在 Nt 当 m > Ni 时 , zn > 2 天 . 于 是 这 时 


一 心 
南 (zwr 十 zwmia 十 … 十 zn) > 也 2 
固定 Ni, 存在 N (> Ni), 使 得 当 m > N 时 同时 成 立 
1 玉生 二 站 和 
亢 |za+za 二 二 zi < 全， 一 1 > 可 ， 
于 是 当 m > N 时 就 得 到 
二 (oa + … 十 mm) 一 二 (ml 上 二) 十 二 (zw 十 十 Zn) 


> -和 全 + 和 号 :2 = 天 口 
练习 ”模仿 习题 138 的 解 2 再 解 习题 139. 
下 一 题 是 习题 138 在 乘积 形式 下 的 推广 . 
习题 140 (乘积 形式 的 柯 西 命题 ) 证 明 , 如 果 数 列 rzn (m = 1, 2,，…) 收敛 , 且 zn > 
0, 那么 
im。 YYTZ172… Zn 一 im 2 
解 记 a = lim zw， 则 a>0. 
若 o > 0, 则 也 有 lim 志 - = 二. 用 平均 值 不 等 式 吾 < G < 4 ( 见 命 古 1.1): 
几 = 一 和 1 < VE 二 人 十， 


人 站 < 
Z1 Zn Z1 Zn 各 


令 ， oa 并 在 两 边 用 柯 西 命题, 可见 它们 都 收 全 于 w 因此 得 到 lin_y5T 大 一 4 
对 于 u = 0 的 情况 则 只 要 如 上 写 出 右边 的 不 等 式 后 再 用 柯 西 命题 即 可 ， 加 
注 ， 本 题 的 其 他 解法 有 : 模仿 柯 西 命题 的 解法 , 或 者 取 对 数 后 用 柯 西 命题 
下 一 题 在 无 穷 级 数 中 有 用 (参见 《习题 集 》 85.1 的 习题 2593). 
习题 141 证 明 , 如 果 re > 0 (mn = 1 2… 小 那么 Ji V 克 = Jam 2 (假设 
等 式 右边 的 极限 存在 ). 
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解 将 rn 写成 乘积 形式 


二 
然后 对 于 正 数 列 zi, 于，…， 1 … 用 习题 140 的 结论 即 可 ， 口 


7 ER 
习题 142 证 明 下- 玛 久 


解 将 数列 通 项 写 为 -= 【/ ,然后 记 xn 一 人， 则 就 有 
Znfl 人 (二 1)n+l 虽 
ITn 


且 人 
(十 TD 7 (GL+ 盐 ) 国人 
然后 用 习题 141 的 结论 即 可 .， 口 


注 这 是 与 数 e。 有 关 的 一 个 极限 , 证 明 方法 很 多 . 它 还 与 阶乘 的 斯 特 林 公式 有 关 
( 见 《 习 题 集 》 的 85.10 及 其 中 的 习题 3120(b)). 


习题 143 证 明 施 托 尔 茨 (Stolz) 定理 : 如 果 
(a) yn+l > gm (一 1 2 


2 
(b) ,im or 一 十 ooi 
Zn+lI 一 Tn 
那 如 人 9 人 grn+l 一 加 存在 ， 
人 么 
lim 2 = lim Zatli 一 Zn 
mco 3 细 rn noo grn+l 一 加 
分 析 令 如 三 m 它 满足 条 件 (a) 和 {b). 又 令 


X1 = Z1,X2 一 T2 一 Z1， 


人 
就 可 以 将 条 件 (c) 改写 为 im  Xn+1 存在 , 而 结论 成 为 


tt 
可 见 这 就 是 习题 138 的 柯 西 命 古 


既然 柯 西 命题 是 施 托 尔 茨 定理 的 特例 , 于 是 也 有 可 能 用 证 明 柯 西 命题 的 方法 来 证 
明 施 托 尔 茨 定理 , 这 就 是 下 列 证 明 的 指导 思想 


解 ”由 题 设 的 两 个 数列 {z} 和 {yn} 引入 两 个 新 的 数列 {Xn} 和 {75}, 其 中 
Ma = 1 和 n+1 一 Zn+1 一 Zn 下 一 攻 了 HL 一 on 一 ooi 瑟 一 12 
则 就 有 _ 
Zn+l 三 天 1 十 X2 十 … 十 Xn+l1 n+ 一 交 十 到 十 -十 丈 H 爷 一 12， 
于 是 习题 中 的 条 件 (aj,(b),{c) 就 依次 转换 为 以 下 三 个 条 件 
(如 >0(n=23…); 


-十 丈 ) = 十 oo; 
im 怀 m 
G) ,nm 取 存在 ， 


加 咒 具 + 
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而 求证 的 结论 则 改变 为 : 在 条 件 GD-() 下 , 证 明 : 
im 二 二 .十 天 有 风 


oo 二 汪汪 GE 允 
以 下 的 证 明 电路 与 柯 直人 征 的 角 1 相同 . 
_ 设 条 件 (3) 中 的 极限 , 即 (1.20) 的 右边 , 为 o. 记 


E 2 十 天。 
二 了) 


又 将 划一 a 改 记 为 各 3 = af+ an, 其 中 an 一 0. 于 是 Xn = ago 十 am 了 ， 
对 给 定 的 <s > 0， 存在 Ni 当 m > Nm 时 , 有 |an| < 三 . 于 是 当 m > Ni 时 , 可 对 


所 一 ol| 作 分 段 估计 如 下 : 
外 -中 = CO 二 二 | 


好 起 十 区 
了 oo 十- -十 Jam 
3 
| 十 am 上 | 
玉 十 … 十 细 十 … 十 区 


了 本 Jaw 十 … 十 Joan 
<| 瑟 寺 一干 下 |+| 这 本 如 

到 oa 十 … 十 aw 
<| 一 贡生 
这 里 对 分 段 估计 的 第 二 段 利用 了 其 中 的 站 > 0(i = 2.3……m) 和 loi| < 二 (= 
Ji 十 1，… 0)， 

固定 Ni, 并 利用 条 件 (3), 即 + .…… 十 环 一 +eo, 可 见 对 同一 =, 存在 N (> Ni)， 
当 m > N 时 , 上 式 的 第 一 段 也 小 于 与 . 于 是 已 经 得 到 当 交 > 人 时 有 | 细 一 o| < s, 即 
(1.20) 成 立 ， 口 

注 与 习题 139 类 似 , 施 托 尔 茨 定理 也 可 以 推广 到 条 件 (3) 中 的 (广义 ) 极限 
oa = +ooe 的 情况 . 此 外 , 对 于 a = -co 的 情况 柯 西 命题 和 施 托 尔 茨 定理 也 都 是 成 立 的 
但 是 只 有 对 于 带 确 定 符号 的 无 穷 大 才能 有 这 样 的 推广 . 

如 习题 46-64 中 的 许多 数列 计算 是 所 示 , 在 遇 到 立时 有 许多 方法 可 用 , 但 本 小 节 
的 以 上 习题 提供 了 更 为 普遍 有 效 (但 不 是 万 能 ) 的 工具 . 读者 除了 可 以 用 本 小 节 的 习题 
144 和 145 来 做 练习 之 外 , 也 可 以 将 这 些 工具 用 于 以 前 已 经 做 过 的 题 ， 并 与 原来 的 方法 
做 比较 (实际 上 习题 144(a),(b) 就 是 前 面 的 习题 60 和 64 的 特例 .) 


局 
ee 


1.2.8 ”和 迭代 生成 的 数列 (习题 148-150) 
这 里 只 有 三 道 题 , 但 各 有 特色 , 需要 分 别 介绍 . 
习题 148 数列 zn(m = 1,2,……) 定义 为 : 
ZI 一 0，72 一 六 Tn 一 和 人 一 3,4…)， 
求 imezn， 
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解 1 (从 研究 数列 的 分 布 规律 着 手 ) 不 妨 只 讨论 c < 的 情况 . 这 时 有 zl < zs < 
z2, 又 有 za < z4 < z2. 用 数学 归纳 法 可 以 证 明 对 每 个 有 zl < za < … < zan-1 < 
Z2n < .… < z4 < Z2. 于 是 {[zzn li,zzn]} 成 为 一 个 区 间 套 . 这 使 得 子 列 {zzn_1] 单调 
递增 有 上 界 , 子 列 {zan} 单调 递减 有 下 界 , 因此 两 个 子 列 都 收敛 . 

写 出 zan = 去 (zan- 十 Zan-2) 和 zzn-1l 一 南 (can_a + z2n_3), 两 式 相 减 , 则 得 到 

T2n 一 T2n-1 一 去 Ga- 一 Z2n-3) 一 于 (can 一 Z2n-3). 
由 此 可 见 上 述 区 间 套 的 长 度 趋 于 0, 因此 lim_ zzn = ,lim_ zzn-1.， 这 样 就 证 明了 数列 
{fzn} 收敛 . 记 其 极限 为 4. 


为 计算 极限 4, 我 们 来 计算 区 间 套 左 端点 (或 右 端点 ) 之 间 的 距离 的 变化 规律 . 从 和 欠 
代 式 可 见 对 每 个 mn 有 


Zn+l 一 Zn 一 到 (mn 中 一 -村 (cn 一 Zn-1). 

于 是 有 
Z2n+1 一 T2n 一 1 二 于 (ca 一 Z2n-3). 
这 样 就 可 以 得 到 
2Z2n+1 一 [z2n+1 一 Z2n-1] 十 [zzn 1 一 Z2n-3] 十 … 十 [zs 一 21] 十 zl 
= 一 Q 十 [zs zj(1+ 去 +…+ 击 ) 
让 
4 
令 m 一 oo 就 得 到 极限 4 = ua 十 村 -252 = 2 二 好 ， 口 
解 2 (" 攻 其 一 点 ") 其 实 只 要 利用 解 1 中 的 
Zn+l 一 Zn 一 -二 Co 一 zn-1)， 


就 知道 增 最 rzn+l - zw (n = 1 2,…') 是 公 比 为 -去 的 几何 数列 , 于 是 即 有 
im Zn 一 imu[zl 十 (za2 一 ZL) 十 … 十 (Zn 一 Zn-1)] 


_1n=-2 
2) 


= mle+b-a0 一 二 十 十 
这 攻 


=a+(0-o). =a+@b-qd :和 = 2 纪 ， 口 


1 
十 去 
解 3 (线性 差分 方程 方法 ) 本 题 的 线性 迭代 可 以 看 成 为 一 个 二 阶 线性 齐 次 差分 方 


程 , 它 与 常 微 分 方程 中 的 二 阶 线性 齐 次 微分 方程 非常 相似 , 有 现成 的 解法 . 
将 选 代 公式 写 为 二 阶 线性 齐 次 差分 方程 


2zn 一 Zn-1 一 Zn-2 一 0， (1.21) 
尝试 求 rn = 和》" 形式 的 非 零 解 , 其 中 底数 入 # 0 待定 . 
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将 上 述 形式 代入 方程 (L.21), 就 得 到 关于 入 的 一 次 方程 
2 一 
解 得 和; = ~ 于, )a = 1 容易 看 出 ); 为 方程 提供 了 解 ( - 去 ) 以 及 它 的 倍数, 而 ) 提 
供 了 方程 的 常 值 角 
现在 写 出 这 两 个 解 的 线性 组 合 
mm =4(- 坦 | +B (1.22) 
其 中 待定 常数 4, 忆 的 选取 应 当 由 方程 (1.21) 的 初始 条 件 zl = a 和 z2 = 来 决定 , 于 
是 有 线性 齐 次 方程 组 
-去 4+ 已 =a， 于 4+ 呈 = 
从 公式 (1.22) 可 见 lim_zn = , 而 只 要 从 上 述 方程 组 消去 4 就 得 到 已 = 4 点 鸡 . 
于 是 答案 就 是 lim_zn = 巨 = 4 二子 ， 口 
解 4 (矩阵 方法 ) 未 学 过 矩阵 的 读者 可 在 以 后 再 看 这 个 解法 
考虑 下 列 二 维 向 量 的 线性 选 代 


1 1 
人 二 mn 一 1 
本 j 多 )) 
求 出 右 池 的 系数 生 陈 僧人 有 呈 Cs 然后 将 它 化 为 对 角 阵 , 即 
4=5( 二 其 中 8= (了 了 ). 于 是 就 有 


本 
1 
( 
作 一 2 
Se | 江 (= 二 洒 -去 9 S-11 22 
人 区 )) DA 人 
令 m 一 oo， SR 
5f0 0 NO NE 人 Na+2 人 I 
0 1 Q -2 1 人 1/3Va 3 NI 凡 
这 就 是 lim_ zw = 2 二 中 ， 口 
注 以 上 的 解 3 和 解 4 中 的 方法 都 具有 一 般 意义 , 即 可 用 于 解 许多 类 似 的 问题 . 
习题 149 设 zw (mn = 1,2,……) 是 用 如 下 公式 确定 的 纪 


一 


数列 : 
2 
TZ0 > 0， Zn+l 一 二 (mm 过 二 ) 入 二 0 有 
证 明 lim zn = 1. 了 
oo 


解 这 是 按照 ru;l = jza) 生成 欠 代 数列 的 典型 习 
题 . 先 从 几何 上 来 观察 . 在 右 图 中 作出 了 7y = 二 (z+ 二 ) 2 
和 ?=z 的 图 像 , 以 及 从 某 个 zo 生成 zi 和 zz 的 过 程 . 习题 149 的 附 图 


EC 


于 人 
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直观 启示 {fzn]} 单调 递减 有 下 界 , 证 明 如 下 - 
利用 平均 值 不 等 式 4 > G 得 到 
zh = 坦 (zn+ 翅 )>1 
将 上 式 左 边 除 以 zn, 并 利用 zx > 1 就 有 


mt LT)< 
末 = 到 (+ 克 ) 和 hb 


故 {fzn} 有 下 界 1, 且 单调 递减 . 于 是 {zn} 存在 极限 , 记 极限 为 C. 

在 迭代 公式 中 令 半 一 co 得 C= 去 CC+ 十 )， 解 得 C = 1， 即 Jim zn = 国 | 

注 1 前 面 的 习题 81 实际 上 也 是 欠 代 数列 问题 , 即 从 zw+l = jzn)] 生成 一 个 数列 . 
只 是 其 中 只 要 求证 明 数 列 收敛. 在 那里 的 解 3 中 是 先 猜 出 极限 后 再 做 的 . 这 个 极限 就 是 
方程 f(z) = z 的 根 , 常 称 为 函数 f 的 不 动 点 . 关于 这 方面 的 一 般 规 律 见 后 面 的 31.5.7 
的 第 5 点 中 的 命题 1.9 和 1.10. 它们 的 证 明 见 [23] 的 82.6. 

注 2 如 设 a > 0, 并 用 和 迭代 公式 zw+i = 去 (rn + - 取 -), 则 就 得 到 求 平方 根 VE 的 
高 效率 的 算法 , 而 且 容易 在 电脑 上 实现 (参见 人.5.7 的 习题 639.2 ) 

例如 对 于 a = 2, 从 zl = 1.5 出 发 , 就 有 zaz = 1.416, zs = 1.414215, 除 最 后 一 位 外 
都 是 准确 的 . 这 表明 数列 {zn} 收敛 于 极限 的 速度 很 快 . 为 此 只 要 如 下 分 析 即 可 . 为 简 
单 起 见 , 取 初 值 rz; > VG. 这 时 所 有 zn > VE. 记 en = |zn ~ VG| 为 误差 , 则 就 有 

en+1 一 |zn+1 一 Va|= | 去 (= 牛 立 ) 宫 v 可 
_ (mm 一 va 2” 3 
本 2zn < 3 

由 此 可 见 , 若 sn 不 超过 10-k (E > 0), 则 en+l 就 可 能 不 超过 10-2k. 这 表明 , 每 迭代 一 
次 , 近似 值 的 有 效 位 数 差不多 会 增加 一 倍 . 在 计算 数学 中 将 这 样 的 算法 称 为 二 阶 算法 ， 
此 外 还 可 以 指出 , 实际 上 这 就 是 关于 方程 z2 = a 的 牛顿 求 根 法 ( 见 82.15). 


习题 150 证 明 : 设 
2 一 0， 一 六 Zn+l 一 VEn 加 加 + 二 
则 数列 rz。 和 zw (n = 1,2,……) 有 共同 的 极限 
四 一 


( 数 a 和 的 算术 -几何 平均 数 )， 


Tn 十 yn 
在 


解 这 是 用 迭代 同时 生成 两 个 数列 的 问题 . 

车 wb 中 有 0, 则 从 mm = 2 起 , 所 有 zn = 0, 而 yn+l = 稳 因此 极限 也 是 0. 

若 %,b 均 不 是 0, 则 从 题 意 可 见 只 有 当 ab > 0 时 迁 代 才 有 意义 

不 失 一 般 性 , 设 避 > a > 0. 由 平均 值 不 等 式 4 > G 及 数学 归纳 法 得 o 科 za 冬 妇 忒 
b 继续 下 去 就 有 


QT1 世 12 式 Z3 科 和 忒 和 入 名 和 忒 世 外 和 世 多 世芳 三 久 
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由 此 可 见 数 列 {zn} 单调 递增 有 上 界 ,{yn} 单调 递减 有 下 界 , 因此 都 是 收敛 的 . 记 
它们 的 极限 为 4 = Jim。 zn 和 呈 = im_ yn， 并 在 迭代 式 (的 任何 一 个 ) 中 取 一 oo, 就 
得 到 4 = B， 口 

注 “算术 -几何 平均 值 是 高 斯 发 现 的 , 它 与 全 椭圆 积分 有 关 , 并 在 1976 年 后 发 展 成 
为 高 效率 的 AGM 算法 (AGM 就 是 算术 几何 平均 值 的 英文 缩写 )，( 参 见 [23] 的 88.7.1， 
包括 关于 圆周 率 的 Salamin-Brent 算法 的 介绍 ; ) 从 恒等式 


叹 和 一 2 二 到 (yn 近 2 
即 可 推出 误差 限 sn = 如 - rn 满足 估计 
上 本 (如 一 天 六 1 二 上 
TECN 


可 见 它 与 习题 149 的 注 2 中 所 说 的 求 平 方 根 算法 同属 于 二 阶 算法 . 


1.2.9 补 注 (习题 76, 75(b), 136-137, 135) 


在 这 个 补 注 中 有 以 下 内 容 : 

1. 介绍 极限 计算 中 的 代入 法 , 然后 对 不 定式 作 浏览 ; 

2. 解决 几 个 习题 76, 75(bj, 136-137, 它们 都 具有 某 些 特殊 性 质 和 较 大 的 难度 ; 
3. 对 上 下 极限 作 补充 说 明 , 其 中 用 习题 135 为 例 给 出 多 种 解法 . 


1. 极限 计算 中 的 代入 法 


在 数列 的 极限 计算 中 经 常 使 用 代入 法 (也 称 为 深入 法 ),， 其 中 最 简单 的 就 是 极限 的 
四 则 运算 法 则 , 这 就 是 在 已 知 zw 一 o yn 一 时 就 有 
(1) zn 士 如 一 2 士 D (2) czn 一 ca， 
(3) zngn 一 作 欠 一 呈 4 关 0 
也 就 是 说 只 需要 将 极限 值 “代入 ” 即 可 . 
此 外 , 如 习题 91, 即 从 zw 一 有 |zn| -la|, 这 也 只 要 代入 .又 若 将 习题 63 改写 为 
an 一 ao 一 1， 
又 将 习题 57 改写 为 
2 十 二 二 十 去 -~ 21- 去 一 22， 
则 都 属于 可 用 代入 法 求 出 的 极限 . 当然 这 已 经 超出 了 四 则 运算 的 范围 
有 时 所 遇 到 的 极限 计算 问题 虽然 不 能 直接 用 代入 法 , 但 作 些 变换 后 即 可 . 例如 前 面 
的 习题 49 就 是 如 此 . 
此 外 我 们 还 可 以 将 zn -oo 时 就 有 寺 -_ 一 0 看 成 为 一 种 代入 法 , 并 简 记 为 二 
于 是 如 习题 46 ( 即 求 lim Q 29000n) 和 证 48 也 成 为 用 代入 法 的 例子 . 
为 了 建立 这 类 常见 的 代入 运算 的 合理 性 , 下 面 在 四 则 运算 法 则 的 基础 上 , 以 命题 形 
式 列 出 一 些 常见 情况 以 便于 应 用 , 并 称 之 为 代入 法 命题 . 
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命题 1.4 (代入 法 命题 ) 
() 设 z(z) 是 z 的 多 项 式 ，lim_ rn = q 则 jim_p(zn) 一 P(aji; 
(2) 设 limzn=a>0， 则 Im v 配 =vG 
(3) 设 a> 0， im zn 三 岂 则 Jim ac” 一 ai 
(4) 设 {fzn} 为 正 数列 ，lim zn = a > 0, 则 lim 一 ai 
(5) 设 p > 0 天 1， an) 为 正 数列 ， im mm 二 a> 0, 则 lim_ logs rn 一 logs ai 
(6) 设 {zn} 为 正 数 列 ，lim_ rn =a > 0 im 加 一 六 则 ,limont 一 ab. 


证 为 简明 起 见 只 写 出 证 明 概 要 , 请 读者 补足 细节 . 

(1) 只 需要 有 限 次 使 用 数列 极限 的 四 则 运算 法 则 中 的 法 则 (D)-(3) 即 可 . 

(2) 这 可 以 作为 一 个 独立 的 练习 题 来 做 , 也 可 以 作为 (4) 中 的 5 = 去 的 特例 得 到 
(还 可 参看 81.9 的 习题 802(d) 的 解 1). 

(3) 从 lar* 一 al| = 地 .lar*- 一 1 出 发 , 按照 极限 的 <-N 定义 即 可 解决 . 

(4) 直接 解 不 等 式 -e < 故 - ob < < 即 可 , 其 中 不 妨 设 s < (0,ab) 已 经 成 立 . 

(5) 从 llogs zn logsal = |logs 2 全 | < 出 发 分别 对 b > 1 和 0 <b < 1 进行 讨论 
即 可 解决 , 

(6) 根据 (3) 我 们 只 需要 证 明 wn log。 zn 一 凡 又 根据 (5) 得 到 log。zn 一 1, 因此 结 
论 成 立 ，( 前 面 的 (2),(3),(4) 又 都 是 (6) 的 特例 .) ” 口 

实际 上 在 前 面 的 解 题 过 程 中 往往 可 以 用 代入 法 来 简化 其 中 的 证 明 ， 例 如 : 习 
题 60 的 解 2 与 解 3 中 有 (于 二 一 1 (这 对 任何 实数 大 都 适用 )， 习题 146 中 有 
ln 1 一 0, 习题 147 的 解 2 中 有 n 和 一 In2. 

此 外 , 有 了 代入 法 命题 1.4 之 后 , 还 可 以 对 许多 习题 提供 新 的 解法 . 

例如 , 习 昕 64 的 Jo 于 =- log。 yi 一 0 就 可 以 看 出 是 习题 65 的 Wi -1 的 简单 
推论 . 又 如 , 习题 140, 即 乘积 形式 的 柯 西 命题 , 只 要 取 对 数 , 就 自然 归结 为 习题 138 了 . 
同样 习题 142 也 可 以 取 对 数 来 解决 . 

当然 对 于 已 经 学 过 连续 函数 等 知识 的 读者 来 说 , 代入 法 是 自然 成 立 的 . 但 上 面 的 许 
多 例子 说 明 在 学 习 数 列 极限 理论 时 用 代入 法 实际 上 是 可 以 证 明 的 . 同时 它 为 不 定式 的 
学 习 提供 了 明显 的 对 照 和 背景 . 


在 说 明了 代入 法 之 后 , 下 面 对 极 限 计 算 中 的 不 定式 作 浏览 , 

不 能 直接 用 代入 法 的 极限 计算 问题 很 多 , 其 中 主要 就 是 各 种 类 型 的 不 定式 . 

本 节 从 习题 46 起 就 出 现 了 笠 和 co - co 这 两 种 不 定式 .当然 其 中 不 少 习题 在 作 
了 适当 变化 后 仍然 可 以 用 代入 法 解决 . 然而 如 习题 58 ( 即 求 lim 珊 ) 等 就 更 复杂 一 些 ， 
它们 不 是 简单 的 代入 法 就 能 解决 的 . 

其 他 类 型 的 不 定式 还 有 0 . co. 例如 习题 62 的 ng" 一 0 (其 中 |q| < 1) 就 是 趋 于 co 
的 因子 ”与 趋 于 0 的 因子 g” 的 乘积 , 因此 属于 0 . co 型 的 不 定式 . 
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此 外 , 若 将 9 型 的 不 定式 的 分 子 和 分 母 通过 个 数 变换 交换 位 置 , 则 就 得 到 县 型 
的 不 定式 . 它 的 最 重要 的 出 现 就 是 在 微分 学 的 导数 定义 中 

除 此 之 外 , 从 罕 指 函数 还 会 产生 三 种 类 型 的 不 定式 : lv, co 和 00. 

例如 数 。 的 定义 是 通过 习题 69 中 的 两 个 数列 的 极限 得 到 的 . 它们 都 是 1 型 的 不 
定式 . 习题 66 可 改写 成 为 0 型 的 不 定式 , 它 的 分 母 可 看 成 为 co9 型 的 不 定式 . 

这 里 要 指出 , 这 三 种 不 定式 在 取 对 数 (也 就 是 用 命题 1.4 的 代入 法 ) 之 后 , 它们 都 可 
以 转换 为 0. oo 型 不 定式 . 0. co 与 co - co 型 不 定式 都 可 以 转换 为 2 或 和 型 ,下面 
是 将 co - co 转换 的 一 种 方法 , 它 可 示意 地 写 为 
1 1 


SET 


Oo oOc 
然后 通 分 , 就 可 能 得 到 中 型 的 不 定式 . 于 是 各 种 类 型 的 不 定式 都 有 可 能 在 适当 变换 之 
后 用 习题 138 ( 即 柯 西 命题 ) 或 习题 143 ( 即 施 托 尔 蒋 定 理 ) 来 解决 , 它们 虽然 不 是 万 能 
的 , 但 至 少 提供 了 经 常 有 效 的 计算 方法 . 
下 面 我 们 再 指出 , 利用 代入 法 命 昕 1.4 和 前 面 的 习题 71, 就 不 难 计算 出 以 下 各 个 极 
限 . 它们 都 是 1 型 的 不 定式 . 


中 思 (- 贡 7 由 (4 击 ) 
唱 归 (人 人 四 由 (+ 二 + 而) 
昌 旭 (人 cam 


2. 习题 76, 75(b)，136-137 


用 习题 ?1 和 代入 法 就 很 容易 解决 前 面 遗 留 下 来 的 习题 76. 


1 
习题 76 证 明 im n(am -了 =lna(a>0). 


解 本 古 是 0， oo 型 的 不 定式 作 代 换 un = a 立 -1, 于 是 有 un - 0, 同时 得 到 
增 凡 
nan 一 1)=jna. 五 匡 二 二 六 

从 而 转换 为 0 型 的 不 定式 , 并 只 和 需要 证 明 jim 人 L 士 we) 一 1 

利用 习题 71 的 两 个 结论 就 可 以 推出 当 wo 一 0 时 有 

,im( 二 一 e, 

(这 里 又 将 问题 转化 为 lm” 型 的 不 定式 .) 最 后 用 代入 法 命题 1.4 就 得 到 所 要 求 的 
ln(1 十 un) 

2Ur 


lim. 
盖 oo 


工 
= ,lim ln [(L+uw)m]=Ine=1 口 


60 第 一 章 分析 引 论 


注 已 经 学 过 函数 极限 的 读者 无 疑 知道 更 为 一 般 的 lim 生 二 上 = lna 的 结论 ( 见 
习 厦 541), 其 特例 是 lim 全 二 上 = 1 由 函数 极限 的 归结 原理 知道 对 于 数列 rw 一 0， 
加 关 0, 有 im 2 一 上 一 no. 着 取 zu = 十 则 就 是 习题 76， 


习题 75(b) 是 因 *“ 错 位 ?而 成 的 难题 . 学 过 微分 学 的 读者 都 知道 , 只 要 用 导数 工具 就 
容易 解决 ( 即 82.7 中 的 习题 1289(a)), 在 目前 可 证 明 如 下 . 


习题 75 (b) 证 明 不 等 式 : e" > 1 + a, 其 中 a 是 非 零 实数 . 


解 首先 指出 可 以 从 习题 69 得 出 稍 弱 一 点 的 不 等 式 es > 1+a (a 头 0). 

分 wa>0 和 a < 0 两 种 情况 来 证 明 . 

若 a > 0 且 为 有 理 数 , 可 设 a = 于 其 中 忆 4 都 是 正 整数 , 则 从 习题 69 知道 有 

e > (1 十 工 )， 
2 
然后 利用 宕 函数 z 人 在 > > 0 时 严格 单调 递增 , 就 有 
o = 时 > (+ >1+ 卫 -1+a 

对 于 .a < 0 的 情况 , 由 于 a < -1 时 表达 式 1 + a 已 经 小 于 等 于 0 可 见 只 要 在 
-1< a < 0 的 条 件 下 来 证 明 即 可 . 设 a = = 全 其 中 心 9 为 正 整 数 , 是 有 9 > |. 

从 习题 69 知道 对 大 于 1 的 正 整数 g 有 

哩 
e< (1+ 二 ) 
然后 利用 负 指 数 的 寡 函 数 r 全 在 > > 0 时 严格 单调 递减 , 就 有 
er =er4> (+ 十 ) ”= (1- 了 ”>1- 卫 =1+w 
9 一 1 9 9 
(在 w > 0 时 最 后 一 步 只 要 用 二 项 式 定理 , 但 在 -1 < a < 0 时 的 最 后 一 步 需要 用 到 的 是 
习题 7 中 的 伯 努 利 不 等 式 ) 

这 样 就 已 经 对 于 所 有 不 等 于 0 的 有 理 数 “ 得 到 了 ea > 1 + a. 对 于 a 为 无 理 数 的 
情况 , 可 以 取 一 个 有 理 数列 {an }, 使 得 an -，a 然后 对 于 不 等 式 ee* > 1 + an 取 极 限 
(其 中 包括 代入 法 命 顾 1.4) 就 可 以 得 到 

e >1+a (ac 关 0). (1.23) 

下 面 证 明 在 (1.23) 中 不 可 能 成 立 等 号 . 其 中 的 主要 工具 就 是 前 面 已 经 证 明 过 的 习 
题 76 中 的 极限 等 式 . 

用 反 证 法 . 分 -1 < a < 0 和 a > 0 两 种 情况 来 证 明 . 

{1) 设 有 某 个 ao < (-1,0) 使 得 ec。 = 1 + ao 成 立 . 这 时 


了 
ao+ 直 -1- (oo+ 云 ) =G+oo:(er 一 1 一 盐 


加 +ao.net _D-1 
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在 习题 76 中 令 a = e, 可 见 上 面 的 最 后 一 个 分 式 的 分 子 当 ?mm 一 oo 的 极限 为 ao < 0, 因 
此 当 史 充分 大 时 上 述 分 式 小 于 0. 这 样 就 证 明了 当 m 充分 大 时 , 对 于 a = ao 十 二 来 说 ， 
得 到 了 与 不 等 式 (1.23) 相 矛 盾 的 结果 . 因此 -1 < a < 0 时 其 中 不 可 能 成 立 等 号 . 
(2) 现在 设 有 某 个 ai > 0 使 得 e: = 1+ oa 成 立 . 这 时 
2 - 荆 
e -1-(w- 增 )=-Q+aDGe ” -1D+ 二 
下 上 oa) :nge- 信 二 也 十 1 
本 


同样 利用 习题 76 ( 令 其 中 的 a = er-1), 可 见 上 式 的 最 后 一 个 分 式 的 分 子 当 m 一 oo 的 极 
限 为 -aa < 0, 因此 当 m 充分 大 时 上 述 分 式 小 于 0. 这 样 就 证 明了 当 m” 充分 大 时 , 对 于 
a = oa 一 二 来 说 , 得 到 了 与 不 等 式 (1.23) 相 矛 盾 的 结果 . 因此 a > 0 时 其 中 也 不 可 能 
成 立 等 号 ， 口 

注 最 后 对 于 上 述 解法 的 来 历 作 一 点 解释 . 
学 过 导数 的 读者 不 难看 出 , 上 述 解法 的 第 二 步 , 即 
证 明 (1.23) 中 不 可 能 成 立 等 号 , 其 中 的 思想 方法 
来 自 于 曲线 y = e2 的 切线 斜率 在 a > 0 时 大 于 1， 
而 在 a < 0 时 小 于 1, 同时 y = 1 + a 是 斜率 恒 等 
于 1 的 直线 . 

如 左 图 所 示 , 于 a 尖 0 时 es > 1+ a, 同时 如 
两 条 虚线 所 示 , 如 果 曲 线 y = ee 与 斜率 为 1 的 直 

习题 75(b) 的 附 图 线 相交 (a 尖 0), 则 就 不 可 能 完全 在 该 直线 的 上 方 . 
这 就 是 上 述 证 明 的 几何 背景 , 

习题 136 的 结论 很 有 趣 , 它 给 出 了 数列 的 聚 点 充满 一 个 区 间 的 一 个 充分 条 件 (但 不 

是 必要 条 件 , 例如 见习 题 118). 此 外 , 习题 136 的 证 明 也 是 几何 思维 的 一 个 典型 例子 . 


习题 136 证 明 : 如 果 数 列 zx (n = 12,…) 有 界 , 且 
,im (zn+l 一 Zn)=0， 
那么 这 个 数列 的 聚 点 必 充 满 在 下 极限 ! = 各 zn 和 上 极限 工 一 本 Zn 之 间 , 即 区 间 
已 工 ] 内 的 任意 一 个 数 都 是 这 个 数列 的 聚 点” 


=NaeOe(D 其 中 无 "> No 的 = Oe(Z) 
一 一 一 一 一 一 ~ 一 


1 a~eaa+e 和 
习题 136 的 附 图 
解 若 != 世 则 结论 显然 成 立 . 
设 ! < 荆 , 则 只 要 对 于 任意 的 a e (?, 刀 ), 证 明 a 是 {zn} 的 聚 点 即 可 . 这 等 价 于 证 明 
在 a 的 任何 s 邻 域 中 存在 数列 {zn} 中 的 无 穷 多 项 . 
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用 反 证 法 . 设 在 c 的 某 个 < 邻 域 中 只 有 {zn} 中 的 有 限 多 项 , 记 其 中 的 最 大 下 标 为 
No. 又 不 妨 设 < 充分 小 , 使 得 o,b, 工 的 < 邻 域 都 不 相交 (参看 附 图 ). 

由 于 rna+l 一 zn 一 0, 存 在 N > No, 当 m> N 时 

|zn+l 一 Zn| < <- 

由 于 下 极限 ! 是 聚 点 , 存在 mi > N, 使 得 zw 一 中 < <. 

现在 我 们 来 证 明 数 列 {z*} 中 从 zw 起 的 所 有 项 都 在 点 c -< 的 左边 . 

用 数学 归纳 法 . 由 于 Oe(D)m O(a) = 必 因此 zw <a- 一 <. 

设 mn=kR> Ni 时 有 zk 和 aes 则 zk+l=zk+(zkrl 一 zh)<a-e+e=a. 然而 
由 于 在 (ae-- sa 十 el) 中 没有 下 标 半 大 于 No 的 任何 zw, 因此 只 能 是 zk+l 和 au 一 s. 归纳 
法 的 证 明 结 束 . 

这 表明 在 (a - s, 如 中 至 多 只 有 数列 {zn} 中 的 有 限 多 项 . 由 于 上 极限 世 也 是 数列 
{zn} 的 聚 点 , 因此 这 是 不 可 能 的 ， 口 

下 一 个 习题 的 条 件 和 结论 对 于 初学 者 可 能 比较 陌生 , 应 当 指 出 , 它 是 极限 理论 中 的 
一 个 重要 命题, 在 数学 的 多 个 分 支 中 有 用 , 其 证 明 的 思想 方法 也 值得 学 习 . 


习题 137 设 数列 ri zz，… ,Zn … 满足 条 件 
0 和 zmn+tog&zmn+Zn (和 4 三 12…) 


证 明 lim。 2 存在 . 


解 先 证 { 2 } 收敛 的 必要 条 件 : 有 界 性 . 因 { 2 } 非 负 , 只 要 证 明 它 有 上 界 . 

为 此 需 考察 rn 的 变化 趋势 注意 题 设 的 条 件 是 对 下 标 作 分 解 时 的 不 等 式 估计 . 仿 
此 作 zn 的 下 标 分 解 ; 暂 取 某 个 固定 的 正 整 数 , 将 它 记 为 刀 用 t+ 除 得 = 儿 +rr = 
0 1 汪 一 了, 这 样 就 将 分 成 @t 与 两 部 分 , 它们 都 随 ”而 变化 . 当 一 co 时 是 
有 界 量 , 4t 是 无 穷 大 量 , 4 也 是 无 穷 大 量 . 

依 此 将 rn 分 成 对 应 的 两 部 分 , 得 到 如 下 估计 (其 中 定义 zo = 0): 

Zn 一 ZqtHr 委 Tot 十 Tr 委 97t 十 Tr 区 gz 十 TTZ1) 

其 中 最 右边 一 式 的 第 二 项 rz 为 有 界 量 . 

现在 来 估计 2 . 用 上 述 结果 有 
其 中 他 为 常量 , { 2: } 为 无 穷 小 量 , 于 是 知道 {-ze } 是 非 负 有 界 数列 . 

在 上 式 中 令 mn 一 co 取 上 极限 得 到 

到 盏 < 用 + 吏 一 = 有 全 . 

mm 一 oo 也 一 cc 也 
由 于 上 式 左边 是 一 个 确定 的 数 , 而 右边 的 上 可 取 到 任何 正 整数 , 对 上 式 令 t 一 co 取 下 极 
限 , 就 得 到 
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这 表明 上 极限 等 于 下 极限 . 

由 于 { 2 } 为 有 界 数列 , 它 的 上 下 极限 相等 就 表明 极限 im。 至 存在 ， 口 

注 本 题 的 结论 还 可 以 加 强 为 lim -2 = inff{ 2 }， 此外, 数列 非 负 的 条 件 可 以 
去 掉 . 这 时 上 述 极限 以 及 下 确 界 可 以 取 到 一 co. 


3. 关于 上 下 极限 的 补充 


上 下 极限 是 数列 极限 的 必要 组 成 部 分 , 这 里 对 其 基本 内 容 作 一 点 补充 . 

首先 , 上 下 极限 有 三 种 等 价 的 描述 方式 , 或 者 说 有 三 种 等 价 的 定义 . 给 定 一 种 定义 
后 , 其 余 两 种 定义 的 内 容 可 以 命题 或 定理 的 形式 得 到 证 明 . 

第 一 种 定义 就 是 《习题 集 》 在 81.2 开始 时 所 采取 的 , 即 对 于 给 定数 列 将 上 极限 
定义 为 其 最 大 聚 点 , 将 下 极限 定义 为 其 最 小 聚 点 . 在 一 般 的 教科 书 中 会 证 明 它们 的 
存在 性 此 外 从 这 个 定义 可 以 推出 : 车 Jim rn = -oo, 则 就 是 ,lim zn 一 一 oo 又 车 
血 Zn = 十 co, 则 就 是 lim。 Zn 一 十 oo. 汪 

“第 二 种 定义 就 是 用 e-N 语言 , 也 就 是 极限 定义 的 推广 对 于 上 下 极限 为 有 限 数 的 
情况 可 用 逻辑 记号 较 简短 地 表述 如 下 (其 中 Y 读 作 “ 对 每 一 个 ", 习 读 作 “存在 ”): 
(1) Ye>03Nvn>Nizn<B+ei 


(TD 8= Im rz < 一 
mo (2) ve>0VN3w>N:6-e<znw<B+e 
(1 ve>03Nvn>Nia 一 ee<zni 


(Da= lim zn 人 一 
一 oo (2 


Ye>0VYN'3n >N:a-s<znw<a 二 c. 


从 聚 点 定义 容易 证 明 上 述 结论 , 对 于 以 无 穷 大 为 上 下 极限 的 情况 不 难 写 出 相应 的 结果 
并 作出 证 明 , 读者 可 以 作为 练习 来 做 


下 面 是 上 下 极限 为 有 限 数 时 的 几何 示意 图 : 
{zn} 有 无 限 至 多 只 有 有 限 至 多 只 有 有 限 {zn} 有 无 限 
多 项 EOe(B) 多 项 >BH+e 多 项 <a 一 < 多 项 <EOe(o) 
一 一 一 一 一 一 一 一 
四 和 过 和 ae 
(a) (b) 


上 下 极限 第 二 定义 的 示意 图 
第 三 种 定义 就 是 下 列表 达 式 : 


lim zn 一 lim sup{fznzai+l…}， Jim zn 王 im inf{fznzn+ 
oo mo 


交 一 oo 


它们 在 证 明 上 下 极限 的 某 些 性 质 时 往往 可 以 将 证 明 归结 为 上 述 定义 右边 的 计算 问题 ， 
有 其 方便 之 处 . 

在 前 面 讲解 习题 131-134 时 我 们 是 按照 上 下 极限 的 第 一 定义 来 进行 的 , 下 面 将 习题 
135 作为 例题 给 出 其 多 种 解法 (其 中 同样 略 去 极限 号 im 下 的 m 一 co)， 
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习题 135 证 明 , 如 果 zn > 0 人 = 1,2…-), 且 
FT 二 
0 


那么 数列 {zn]} 收敛 . 


解 1 用 第 一 种 定义 , 即 上 下 极限 的 聚 点 定义 . 由 于 等 式 左边 的 乘积 不 允许 是 不 定 
式 0. co, 而 右边 是 1, 因此 可 以 推 知 两 个 上 极限 都 是 正 有 限 数 . 
这 时 J 直 -= 8 e (0,+co) 是 数列 { 亏 -} 的 最 大 聚 点 , 即 有 子 列 二 一 有 于 


是 就 有 zp。 一 记 且 可 知 这 也 就 是 数列 {z} 的 最 小 聚 点 . 这 样 就 得 到 


Jim zn = 


(1.24) 


二 


lim 一 一 
然后 再 利用 原 中 的 等 式 条 件 就 得 到 所 要 求 的 Ti z" ~ lim zu， 口 
(以 下 几 个 解法 中 只 指出 如 何 证 明 (1.24).) 
解 2 用 第 二 种 定义 , 即 上 下 极限 的 e_N 定义 . 记 a = lim zw e (0,+oo), 则 对 任 
意 的 e e (0,a), 存在 N, 使 得 当 mn > N 时 有 rn > a 一 <. 由 此 可 见 同 时 有 去 < 过. 
因为 上 式 右边 可 任意 接近 二， 因此 就 有 


又 因 有 子 列 rp。 一 o 于 是 也 有 款 _ 一 去 , 因此 上 述 不 等 式 成 立 等 号 , 即 得 (1.24)， 口 


解 3 用 第 三 种 定义 . 记 
1 


甸 司 sup{ 坏 ， Zn 十 1 站 
则 根据 上 了 确 界定 义 , 对 于 疡 = 0.12，… 有 元 < Bo 也 就 是 mn+p > 让 .同时 对 于 


任何 ee (0, 9), 存在 某 个 非 负 整 数 po, 使 得 pu 一 e < 元 荆 一 ,也 就 是 ntmo < 丽 L 
4 本 
这 样 就 已 经 得 到 
inf{zn,zn+l，…} 一 让 


然后 令 mn 一 oo, 就 得 到 所 要 求 的 公式 (1.24)， 口 
解 4 当然 也 可 以 将 问题 归结 于 习题 132 中 的 更 一 般 的 运算 法 则 来 解决 ， 令 
gr = 二 则 如 前 所 说 , 所 有 出 现 的 上 下 极 跟 都 是 正 有 限 数 , 因此 就 可 以 从 习题 
132(a),(b) 得 到 
各 Crgoj=1<Jjmm: 画 二 < 面 (ro 加)=1， 
可 见 (1.24) 成 立 . 口 
注 关于 正 数列 的 公式 (1.24), 及 其 对 称 的 公式 im rn。 = 站 (在 习题 


im _L_ 


132(a) 的 解 中 已 经 用 过 ), 它们 对 于 上 下 极限 为 0 和 +ece 的 情况 仍然 成 立 . 
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81.3 函数 的 概念 (习题 151-236 ) 


内 容 简 介 ”函数 是 数学 分 析 的 主要 对 象 . 本 节 将 中 学 数学 关于 函数 的 知识 加 以 复 
习 和 扩充 , 为 后 面 的 学 习作 准备 . 其 中 的 习题 绝 大 多 数 都 比较 简单 , 因此 在 多 数 情况 我 
们 只 作 简 要 说 明 . 下 面 按照 内 容 分 成 几 个 小 节 来 讲解 . 在 最 后 的 补 注 小 节 中 证 明 关 于 周 
期 函数 的 两 个 命题 . 


1.3.1 ”关于 函数 概念 的 基本 训练 (习题 151-196) 


习题 151-170 是 给 定 函数 表达 式 后 求 其 定义 域 , 后 5 题 则 还 要 求 其 值 域 . 
这 里 的 定义 域 就 是 所 谓 的 “自然 定义 域 " 由 于 数学 分 析 是 在 实数 系 内 讨论 问题 ， 
此 在 实数 范围 内 使 得 表达 式 有 意义 的 点 的 全 体 就 称 为 该 函数 的 自然 定义 域 . 
这 些 习题 中 的 函数 都 是 初等 函数 , 即 从 基本 初等 函数 出 发 , 经 过 有 限 次 四 则 运算 和 
合 运算 得 到 的 函数 , 这 在 中 学 数学 和 一 般 的 数学 分 析 教 科 书 中 都 已 经 作 了 介绍 . 下 面 
只 分 析 一 个 习题 . 


习题 170 求 函 数 y = (-1)* 的 定义 域 和 值 域 . 


解 当 指数 z 为 整数 时 (--1)* 总 有 意义 , 函数 值 (一 1)* 不 是 1 就 是 -1. 其 次 当 指 
数 z 为 既 约 分 数 各 时 , 其 中 取 分 母 9 为 正 整数 , 则 当 4 为 奇数 时 , 分 子 p 只 能 是 偶数 ， 
因此 (-1* = 1; 而 当 9 为 偶数 时 , 分 子 P 只 能 是 奇数 , 因此 (--1)* 不 是 实数 ， 

当 指数 z 为 无 理 数 时 , 用 欧 拉 公 式 (参见 81.10.1 的 习题 819 的 底 注 ) 有 -1 = em， 
于 是 (-1)? = eirz = cosFz 十 isin rz, 因此 不 是 实数 . 

综合 以 上 讨论 , 可 见 本 题 的 函数 (-1)* 的 定义 域 为 所 有 整数 和 分 母 9 为 奇数 的 既 约 
分 数 4 的 全 体 . 又 可 见 该 函数 的 值 域 是 二 元 集 { 一 1 1}。 口 

注 由 此 题 可 见 初等 函数 的 定义 域 也 可 能 是 很 复杂 的 . 习题 158, 162, 165 等 也 是 
如 此 , 只 是 需要 指出 , 在 数学 分 析 中 主要 研究 在 区 间 上 有 定义 的 函数 ， 

在 接 下 来 的 习题 171-177 中 , 前 4 题 是 从 几何 与 物理 背景 得 到 的 函数 , 要 求 写 出 其 
表达 式 , 并 作出 图 像 . 后 三 题 是 对 于 符号 函数 sgn z, 取 最 大 整数 函数 [z] 和 不 超过 z 的 
素数 个 数 形成 的 函数 r(z) (0 < z 和 20) 作出 它们 的 图 像 . 应 当 指出 , 其 中 sgnz 和 [z] 是 
数学 分 析 中 的 常用 函数 , 初学 者 应 当 重 视 . 

下 面 先 给 出 习题 171 的 解答 . 


习题 171 如 附 图 所 示 , 在 三 角形 4BC 中 , 底 4C = 凯 高 BD = 内 接 和 矩形 
KTMAN 的 高 NM = z. 求 矩形 KEMN 的 周 长 已 和 它 的 面积 S 关于 z 的 函数 式 , 并 
作 函 数 已 = P(z) 和 3 = S{z) 的 图 像 . 
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解 利用 三 角形 二 BM 与 三 角形 4BC 相 
似 就 可 求 出 矩形 的 边 ZM = (1 一 到) 

于 是 就 可 以 得 到 矩形 KZM 的 周 长 和 
面积 分 别 为 


Pz) =27M+2MN=2(1- 革 )5+2 


有 
8S(z)=TM:MN=i(- 叶 jz 0<z< 月 . 习题 171 的 附 图 


=2(1- 太 )z+ 引 (0<z< 崩 ， 


它们 的 定义 域 为 0 < zx < 产 (其 图 像 从 略 )， 口 

注 _P(z) 和 5(z) 的 图 像 分 别 是 直线 和 抛物 线 , 但 事先 不 易 想到 的 是 从 P(z) 的 表 
达 式 可 以 发 现 , 当 》 > 户 时 , 周 长 P(z) 随 着 z 的 增加 而 单调 递减 ( 即 附 图 中 的 情况 ), 而 
当 虽 < 户 时 则 相反 . 

这 里 还 要 指出 , 在 应 用 问题 中 求 出 的 函数 的 定义 域 , 一 般 来 说 未 必 是 该 函数 的 自然 
定义 域 , 


习题 177 设 y = r(z) (z > 0) 是 不 超过 数 r 的 素数 的 个 数 , 画 出 这 个 函数 当 自 变 
量 在 0 < z < 20 范围 内 的 图 像 . 


解 ” 列 出 不 超过 20 的 所 有 素数 , 即 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 就 可 以 确定 (>) 是 如 下 


列表 的 分 段 定义 的 函数 : 
[5,7) | [7,10 | [1113) | 013,17) [19, 20] 
3 4 5 6 | 7 


然后 就 可 以 作出 附 图 中 的 图 像 . 下 面 顺便 介绍 与 函数 r(z) 有 关 的 一 些 故事 . 
函数 r(z) 是 了 解 素数 分 布 的 重要 工具 . 由 于 
素数 个 数 无 穷 , 因此 当然 有 
-im or(z) 一 十 oo. 
让 晤 罗 疙 殉 本 下 虽然 素数 在 正 整 数 中 的 分 布 规律 是 极其 不 规 
23 57 半 苞 11920 ” 则 的 , 但 是 如 果 将 z(z) 除 以 z, 则 就 可 以 研究 在 不 


习题 177 的 附 图 超过 zx 的 正 整数 中 素数 出 现 的 平均 频率 . 例如 有 : 
Tr(20) 8 fr(100) ”25 (1000) _、_168 
而 一 20 了 04 i00 一 1100 二 025 1000 = 1000 一 0168. 


高 斯 发 现 , 这 个 平均 频率 当 z 越 来 越 大 时 ,呈现 出 与 自然 对 数 函 数 ln z 的 倒数 越 来 
越 相似 的 规律 性 . 用 函数 极限 的 等 价 记号 ( 见 81.5) 写 出 , 这 就 是 著名 的 素数 定理 : 


T(zZ) ~ 硬 (z 一 +oo). 


81.3 ”函数 的 概念 (习题 151-236 ) 67 


在 高 斯 提出 这 个 猜测 的 一 百 多 年 之 后 , 即 在 1896 年 , 这 个 素数 定理 才 得 到 证 明 , 又 
在 1949 年 找到 了 它 的 初等 (但 可 能 更 为 困难 的 ) 证 明 . 读者 可 以 在 著名 的 科普 读物 《 什 
妈 是 数学 》[3] 中 找到 有 关 的 材料 口 

习题 178-196 都 是 对 于 一 些 比较 简单 的 函数 的 计算 题 . 建议 读者 若 有 可 能 的 话 可 以 
边 做 题 边 从 几何 上 考虑 它们 的 图 像 . 这 样 将 代数 与 几何 结合 起 来 的 学 习 方 法 在 数学 分 
析 中 是 值得 提倡 的 . 


1.3.2” 拟 合 与 插值 (习题 197-202) 


这 里 的 前 4 题 是 典型 的 拟 合 与 插值 问题 , 最 后 两 题 也 与 此 有 关 . 
在 实际 问题 中 往往 事先 不 知道 某 个 函数 的 表达 式 ,而 只 能 通过 观察 或 实验 手段 确 
定 该 函数 在 若干 个 特殊 自 变量 值 处 的 函数 值 , 以 此 为 条 件 , 如 何在 某 一 类 函数 中 找 出 一 
个 满足 该 条 件 的 具体 函数 , 这 就 是 拟 合 问题 . 拟 合 的 目的 是 为 了 得 到 在 其 他 自 变量 值 处 
的 函数 值 , 这 就 是 插值 问题 . 因此 这 是 两 个 密切 相关 的 问题 . 
为 此 我 们 介绍 在 这 方面 最 为 基本 的 拉 格 朗 日 插值 公式 . 
问题 的 一 般 提 法 如 下 . 设 在 互 不 相等 的 m+ 1 个 点 zk (E = 0,1,…… ,mn) 上 给 定 值 
J(zh), 试 求 不 超过 m 次 的 多 项 式 忆 (z), 使 得 它 满足 条 件 : 
Zn(Zk) = 了 (zk)， 大 三 0, 1) 
这 对 于 实验 科学 是 非常 有 用 的 , 即 在 不 知道 函数 7 的 表达 式 的 情况 下 , 如 果 能 够 测 
定 它 在 有 限 个 点 上 的 值 , 则 就 可 以 用 多 项 式 来 近似 代替 太 
为 此 先 考虑 所 要 求 满足 的 条 件 为 
jf(zo) = 1 zk) =0 大 =1 mt (*) 
显然 乘积 (z - zi)(z - zz).…(z - zn) 就 满足 (*) 中 的 后 m 个 条 件 . 于 是 
1 人 GO= 代 一 zz 一 Zn) 
(zo 一 ZH) (ro 一 Zn) 
就 满足 条 件 (+). 
采用 与 求 和 记号 相应 的 求 积 记号 [[ 可 以 将 多 项 式 lo(z) 改 记 为 
lo(z) = 世 二 册 
然后 再 考虑 在 点 zj 处 等 于 1 而 在 其 余 m 个 点 zk 人 夭 让 ) 处 为 0 的 多 项 式 . 采用 类 
似 的 方法 可 见 这 样 的 多 项 式 可 记 为 
5(z) = 工 三 一些 
各 ? 


01 一 2 


最 后 将 这 十 工 个 多 项 式 分 别 乘 以 f(zji) (7 = 0,1,…… ,mn) 并 求 和 就 得 到 满足 原来 
的 插值 条 件 的 ” 次 多 项 式 : 


mn ， 
一 也 
Zn(z)= 2 1f(zi) 工 记 一 人 站， 
JE0 0 
5 
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它 就 是 拉 格 朗 日 插值 公式 . 
注 插值 问题 的 以 上 解法 党 称 为 “分 而 治之 ”. 这 种 方法 最 早出 现 于 约 公元 四 世纪 
时 我 国 古代 的 《孙子 算 经 》 中 (其 原文 见 [14]), 国际 上 将 由 该 法 导出 的 结论 称 为 中 国 剩 
余 定 理 . 它 在 今天 的 计算 机 程序 设计 中 有 用 (参看 [12] 的 第 二 卷 半 数值 算法 的 84.3.2), 
习题 197-199 可 以 分 别 用 m = 2, 3,4 的 拉 格 朗 日 公式 直接 得 到 . 下 面 给 出 其 中 最 后 
一 题 的 计算 , 所 用 的 符号 同 前 . 


习题 199 已 知 f(-1 = 0 7j(0) = 2 7) = -3, 7(2) = 5, 求 三 次 函数 
flz) = az3 十 bz2 十 cz 十 地 
解 对 于 m = 3 计算 如 下 (其 中 下 标 分 别 为 -1, 0,1,2). 由 于 f(-1) = 0, -1(z) 不 
必 计 算 . 


_ (人 +1l)(z-1(z-2) 


lo(z) EC 一 去 (z? 一 22 一 z 十 2)， 


li(z) = 三 三 -二 (cs 一 z2 -2z)， 
12(z) = +lzc 一 1 + 了 一 于 (Ga 一 z). 
最 后 得 到 的 答案 为 
Za(z) =0.1-1(z)+2.1o(z) 一 3.0(z)+5.D2(z) 
= 科 一 了 xz2 如 z+2 本 


适用 于 郊 + 工 个 点 的 拉 格 朗 日 多 项 式 的 次 数 未 必 是 "事实 上 从 上 面 的 推导 可 
见 , 对 于 郊 + 1 个 点 来 说 , 只 能 说 Cn(z) 的 次 数 不 高 于 mw 例如 , 习题 201 表明 , 当 zk 
人 = 01 7m) 和 JJzk) (E = 0,1 ,nm) 分 别 为 算术 级 数 时 , 则 sz) 的 次 数 为 1， 

习题 202 则 是 对 于 指数 函数 的 相应 规律 . 习题 200 是 给 定 三 个 点 上 的 函数 值 求 形式 
为 &+ tcs 的 拟 合 函数 , 可 以 用 待定 系数 法 求解 . 


1.3.3 ”复合 函数 (习题 203-213.2) 


函数 的 复合 是 产生 新 函数 的 一 种 重要 运算 . 

设 给 定 y = /wu) 和 六 = g(z), 则 复合 函数 y = (fog)(z) = jg(z)) 的 定义 域 是 使 
得 g(z) 属于 太 的 定义 域 的 = 组 成 的 . 它 可 以 是 空 集 . 例如 1 = 和 尽 = -22 一 1 就 是 
如 此 ， 

注意 在 f。9 和 9g。j 都 有 意义 时 , 一 般 来 说 它们 并 不 相同 . 

这 一 小 节 的 习题 都 与 复合 函数 有 关 . 

下 面 对 习 题 210 给 出 解答 . 它 恰好 是 数学 归纳 法 的 用 武之 地 . 


习题 210 设 刀 (z) = j7( jz)…)), 若 flz) 一 了 求 户 (z). 
nm 次 
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解 从 方 (z) = jz) 出 发 , 有 
Se 
jf(z) __VL+z2 


骂 了 
PVP 人 
1 十 到 
允 
ac) = (z) ~-_ Vi+?z 2 
VI+ 殊 (z) 2 VI+3z5 
。 VE+ 1 十 272 


因此 我 们 猜测 有 可 能 成 立 如 下 的 公式 : 


WE 
用 数学 归纳 法 . 当 = 1, 2,3 时 已 经 成 立 . 设 几 = 大 时 上 式 成 立 , 则 当 郊 = 大 十 1 时 
就 有 


(1.25) 


了 
大 (zZ) 本 V1 十 芝 


加 “7 W+i 训 


也 
”“ 放 十 ( 炎 十 1)z2 


1 十 kz2 
可 见 (1.25) 成 立 . 口 
习题 211-213.2 是 已 知 复合 函数 时 求 复合 前 的 函数 , 下 面 给 出 最 后 一 题 的 解答 . 


习题 213.2 设 /( 2) = z2, 求 J(o). 
解 令 ! 一 二 
从 += 二 人 可 解 出 = = 工 上 ,将 它 代 入 z2 就 得 到 


人 本 一 韦 
2 () 一 (= 他 
， 3 加 研 S 
这 表明 若 在 等 式 右边 用 寺 = 汪 (= 页 
要 求 的 本 数 关 系 最 后 将 + 改写 为 r, 就 得 到 复合 前 的 flz) ~ 到， 口 


Z)2 


就 是 所 


1.3.4 ”单调 性 、 反 函数 和 奇偶 性 (习题 214-232) 
这 里 有 许多 习题 讨论 具体 函数 的 单调 性 . 下 面 是 带 有 理论 性 的 一 个 习题. 
习题 223 设 p(z), y(z) 和 j(z) 都 是 单调 递增 函数 . 证明, 如 果 plz) < jz) < 


W%(z), 那么 
2(2()) < Je)) <w%(V(z)) 


解 先 看 左边 的 不 等 式 . 问题 是 如 何 使 得 其 两 边 发 生 联 系 . 
这 可 以 分 两 步 来 做 先 利用 e(z) < f(z), 又 利用 ” 单调 递增 , 因此 就 有 
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2e(2(Z)) 入 PC7(z)). 
再 次 利用 w(z) < f(z), 就 得 到 we(j(z)) < jj(z)). 合并 以 上 就 证 明了 左边 的 不 等 
式 . 对 于 右边 不 等 式 的 证 明 是 类 似 的 ， 口 
下 一 习题 的 结论 是 有 用 的 , 它 的 解 也 为 用 分 析 法 思考 问题 提供 了 一 个 例子 . 


习题 232 证 明 , 定义 在 对 称 区 间 (一 ,0) 上 的 所 有 函数 可 以 表示 成 偶 函数 和 奇 函 数 
之 和 的 形式 . 


分 析 设 给 定 区 间 (-5 0) 上 的 函数 fj(z), 要 求 找 出 在 (-52) 上 有 定义 的 一 个 偶 函 

数 g(z) 与 一 个 奇 函数 (z), 使 得 在 此 区 间 上 成 立 
jz) =9(z) 十 几 (z)， (1.26) 

这 里 的 目的 是 寻找 两 个 具有 指定 性 质 的 未 知 函 数 , 下 面 所 用 的 分 析 法 与 81.1 中 用 
于 证 明 如 习题 9(b) 等 不 等 式 的 分 析 法 有 些 不 同 . 

这 就 是 在 求 出 两 个 未 知 函 数 之 前 先 假定 它们 存在 , 将 要 求证 的 等 式 认为 已 经 成 立 ， 
然后 由 此 式 出 发 作 些 运算 或 变换 , 看 能 否 有 办 法 求 出 9 和 户 的 表达 式 . 

由 于 区 间 (一 ,0) 关于 原点 对 称 , 在 (1.26) 中 用 一 z 代 蔡 z, 并 利用 9 为 偶 函 数 , 即 有 
9(-z) = g(z), 又 利用 彤 为 奇 函数 , 即 有 hz) = 一 hz), 于 是 得 到 


F(-z) = 9g(-z) 十 NA-z)=g(z) 一 hz)， (1.27) 

然后 就 可 以 从 (1.26) 和 (1.27) 两 式 出 发 , 消去 疡 得 到 g, 又 从 两 式 消去 9 得 到 尹 即 
得 到 

gz)= 寺 [fa) + f(-z，NMz)= 吉 [flz) 一 FC-z. (28) 


最 后 从 上 述 表达 式 可 以 看 出 9 和 户 确 实 分 别 为 偶 函 数 和 奇 函 数 , 而 且 它们 的 和 就 
是 户 即 满足 (1.26). 因此 原来 的 存在 性 假设 是 正确 的 ， 口 

通过 以 上 分 析 , 就 可 以 写 出 非常 简短 的 证 明 如 下 . 

解 对 于 在 区 间 (-4,7) 上 给 定 的 函数 用 (1.28) 定义 两 个 函数 9 和 从 它们 的 
表达 式 可 见 9 为 偶 函 数 , /为 奇 函数 , 且 满足 所 要 求 的 等 式 (1.26)、 口 

习题 232 可 以 用 于 检验 满足 某 些 条件 的 函数 是 否 为 偶 函 数 或 奇 函 数 ， 下 面 就 是 这 
样 的 一 道 练 习题 (参见 81.10.1 的 习题 809). 

练习 ” 设 函 数 /对 一 切实 数 > 和 2? 满足 方程 

J(z+ 引 = FTz)+T)， 


试 证 明 一 定 是 奇 函 数 . 


1.3.5 ”周期 函数 (习题 233-236) 


这 里 的 题 不 多 , 但 其 中 有 两 个 困难 . 第 一 是 周期 函数 的 最 小 周期 问题?, 第 二 是 如 
何 判定 某 些 函数 是 或 不 是 周期 函数 ， 
@ 一 般 定义 周期 为 正 数 , 因此 最 小 周期 也 就 是 最 小 正 周期 . 
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最 小 正 周期 的 存在 性 有 很 好 的 结果 , 见 81.3.6 中 的 命题 1.5, 但 还 没有 见 到 计算 最 
小 正 周期 的 有 效 方法 . 下 面 通过 举例 来 说 明 我 们 推荐 的 解法 . 


习题 233 (b) 证 明 , f(z) = sinzr 十 于 sin2z+ 二 sin 3z 是 周期 函数 , 并 求 它 的 最 小 
周期 


解 利用 正弦 函数 sin z 的 最 小 周期 为 2r, 可 见 也 是 以 2r 为 周期 的 周期 函数 , 问 
题 是 求 它 的 最 小 周期 . (这 里 可 以 参考 附录 一 的 习题 335 的 图 像 .) 
从 f(0) = 0 可 见 若 p 是 了 的 最 小 周期 , 则 也 有 f(p) = 0， 下 面 我 们 将 证 明 了 
在 [0,2 几 中 与 sinz 一 样 只 有 3 个 零点 , 即 0,r,2r, 而 天 显然 不 是 的 周期 (例如 从 
7( 吾 ) = 对 而 帮 ( 玛 ) = -县 可 知 ), 因此 /的 最 小 周期 就 是 2r。 
利用 三 角 恒等式 sin 2z = 2sinzcosz 和 
sin3z = sin2zcosr+cos2zsinz 一 2sinzcos2z+(2cos2z--1)sinz， 


就 可 以 将 了 改写 如 下 : 


j(z) = sinz 十 南 sin2z+ 言 sm3z 室 sinz( 生 coszz 二 cosz 十 妃 )， 
在 最 后 一 式 的 括号 内 令 上 = cosz, 将 它 写成 + 的 二 次 三 项 式 , 就 可 以 看 出 它 始终 大 


于 0, 因此 了 的 零点 与 sinz 相同 ， 口 


习题 233 (h) 考察 sin z + sin VZz 是 否 是 周期 函数 . 


解 1 记 f(z) =sinz+sinVZz. 因 j 帮 0) = 0, 我 们 可 以 考察 了 的 零点 全 体 所 成 集 
合 , 看 它 是 否 具有 周期 函数 的 零点 应 当 具 有 的 特性 . 
由 三 角 函数 的 和 差 化 积 公式 得 到 flz) = 2Ai(z) 户 (z), 其 中 
让 =sY2H+1 2 1 


7， PP(z) = cos 
由 此 可 见 了 有 无 穷 多 个 零点 , 将 其 全 体 记 为 数 集 5. 
由 于 /是 户 和 户 的 乘积 , 即 有 5 = SU S2, 其 中 


Si ={z|Ahlz)=o={tz| 1 =jj=0 小 


8S ={z| 户 zl)=o={z| 1 一 kr+ 要 = 0 二 小 

由 于 V2 是 无 理 数 , 可 见 S: n 92 = 纪 . 

由 /0) = 0 可 见 , 若 上 有 周期 p, 则 flp) = fj(0) = 0. 因此 pe S. 以 下 分 两 种 情况 . 

() 若 pe Si, 则 可 任 取 某 个 ae 5S2. 这 时 有 fl(p+9) = jg) = 户 (q) = 0. 因此 
了 二 9e 5. 利用 5:, 52 的 上 述 表 达 式 可 知 , 这 时 无 论 p+dqe Si 或 p+de 52 都 会 导致 
V5 成 为 两 个 整数 的 商 , 这 是 不 可 能 的 . 

(2) 若 p e S$2, 则 可 任 取 某 个 ge S1. 这 时 有 fj(p+g) = fdq) = 户 (q) = 0, 因此 也 
有 zp+9qe5S. 以 下 同 (1). 

综合 以 上 分 析 可 知 fz) 不 是 周期 函数 口 


有 
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解 2 若 设 /有 周期 P 则 就 成 立 
sin(z+D)+sinV2(r+Dp) 一 sinz 十 sinV5z. 
移 项 得 到 sin(z +p) -sinz = sinV2z 一 sin V3(z 十 站, 然后 对 两 边 用 三 角 函 数 的 和 差 
化 积 公 式 得 到 (已 约 去 公 因子 2): 
cos(Z 十 号 )sin 去 = 一 cos V3(z 十 )sin * 氏 有 


取 z 使 得 z 十 到 = 要 则 左边 为 0. 由 于 V2 是 无 理 数 , 右边 的 第 一 个 因子 不 等 于 


0 因此 只 能 有 sin Y2P -- 0. 于 是 Vzp 是 2 的 闽 数 售 
同样 取 > 使 得 V5(z + 即 ) = 吕 , 则 同 理 推出 sm 妃 = 0, 于 是 了 又 是 2r 的 整数 倍 . 
由 于 VE 是 无 理 数 , 以 上 两 个 结论 不 能 相 容 , 可 见 /(z) 不 是 周期 函数 ， 口 
注 第 一 个 解法 与 上 面 对 于 习题 233(b) 的 解法 相同 , 即 从 7(0) = 0 出 发 研究 / 的 
零点 集 S, 若 上 有 周期 忆 则 一 定 有 P e 5. 第 二 个 解法 取 自 名 著 [7] 的 中 译本 的 191 页 . 
其 中 还 证 明了 更 为 一 般 的 结论 : 当 oa 为 无 理 数 时 ， 

sinz 十 sin az 


一 定 不 是 周期 函数 . 不 难看 出 , 用 解 1 中 的 方法 也 可 以 推出 这 个 较 一 般 的 结论 ， 
习题 234 证 明 , 对 于 狄 利克 雷 函数 
1，z 为 有 理 数 ， 
X(z) = 
0，z 为 无 理 数 ， 


任意 有 理 数 都 是 它 的 周期 . 


解 有理数 加 有 理 数 仍 是 有 理 数 , 无 理 数 加 有 理 数 必 是 无 理 数 , 因此 结论 成 立 ， 口 


注 本 题 表 明 , 非常 值 的 周期 函数 也 可 以 没有 最 小 正 周期 . 此 外 , 狄 利克 雷 函 数 是 
分 析 中 的 重要 例子 , 今后 还 会 多 次 出 现 和 使 用 (参见 81.7.3 的 习题 734). 


习题 236 证 明 , 如 果 函 数 f(z) (-oo < z < +oo) 满足 等 式 
jz+7T)= fc)， 

其 中 履 和 了 是 正常 数 , 那么 f(z) 可 表示 为 f(z) = aze(z) 的 形式 , 其 中 a 是 常数 , ep(z) 
是 周期 为 了 的 周期 函数 . 

解 1 (分 析 法 ) 假设 结论 成 立 , 则 就 有 

jz+T)= astTp(z 二 T) = 大 f(z) = arep(z). 

利用 e(z +T) = 2(z), 又 在 两 边 约 去 oz, 就 得 到 a7 = K. 于 是 解 出 a = K 工 . 然后 从 
jz) = azp(z) 可 以 确定 出 


elz) = (zk 亨 ， 
以 下 只 要 验证 如 此 确定 的 ec 和 p(z) 是 否 合 平 要 求 . 从 略 ， 口 
解 2 (综合 法 ) 取 a 一 k 六 和 elz) - flzj- 至 , 则 已 有 flz) = ptzjoz. 又 从 
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工 


e+ 四 =Je+T 一 后 四- 虹 束 -Ja 人 于 =et 
可 见 p 是 周期 为 字 的 周期 函数 ， 口 


1.3.6” 补 注 


在 周期 函数 的 研究 中 会 遇 到 许多 困难 的 问题 . 在 这 一 小 节 中 将 以 两 个 命题 的 形式 
回答 与 前 面 的 习题 有 关 的 两 个 理论 问题 . 由 于 其 中 需要 后 面 的 连续 函数 等 知识 , 初学 者 
在 第 一 次 阅读 时 可 以 先 跳 过 , 等 以 后 再 回 过 来 学 习 . 

注意 : 周期 函数 的 定义 域 不 一 定 是 整个 实数 轴 . 例如 中 学 数学 中 的 6 个 三 角 函 数 ， 
它们 都 是 周期 函数 , 但 除了 正弦 和 余弦 函数 之 外 , 其 余 4 个 都 不 是 以 (一 co, +oo) 为 定义 
域 的 , 其 中 特别 要 注意 , 正切 和 余 切 函数 的 最 小 正 周 期 是 元 

第 一 个 问题 是 : 最 小 正 周期 的 存在 性 问题 . 

如 习题 234 所 示 , 狄 利克 雷 函 数 x(z) 以 任意 有 理 数 为 其 周期 , 可 见 非常 值 的 周期 
函数 也 未 必 有 最 小 正 周 期 . 那么 什么 条 件 下 能 够 保证 一 个 周期 函数 有 最 小 正 周期 昵 ? 下 
面 以 命题 的 形式 给 出 这 方面 的 一 个 常用 结论 . 同时 可 知 非常 值 的 无 最 小 正 周期 的 周期 
函数 一 定 是 处 处 不 连续 的 . 


命题 1.5 设 / 是 非常 值 周期 函数 , 且 至 少 有 一 个 连续 点 , 则 / 有 最 小 正 周期 . 


证 用 反 证 法 , 若 了 无 最 小 正 周期 , 即 有 无 穷 多 个 越 来 越 小 的 正 周期 . 由 于 任何 两 
个 周期 之 差 仍 为 周期 , 因此 了 必 有 任意 小 的 正 周期 . 

取 趋 于 0 的 一 列 正 周期 on, m = 1,2,…… 又 设 了 于 点 zo 连续 . 则 对 于 任何 点 z, 存 
在 分 解 式 z = zo + jnan + Bh, 其 中 必 为 整数 , 0 < 6 < an- 于 是 有 

jz) = fj(zo + 名 an 十 友 ) = jzo 二 Do). 

令 一 oo 并 利用 了 于 点 zo 处 连续 , 就 得 到 f(z) = jzo). 因此 j 是 恒 等 于 j(zo) 的 常 
值 函数 , 与 假设 条 件 相 矛 盾 ， 口 

注 命题 1.5 最 早 见于 数学 通报 杂志 的 1963, 第 12 期 , 其 中 周期 函数 的 定义 域 为 
整个 实数 轴 . 此 外 还 可 参考 该 刊 的 1959, 第 12 期 ; 1963, 第 6 期 ; 1965, 第 4, 6 期 ; 1980， 
第 10 期 等 ， 

第 二 个 问题 是 : 两 个 周期 函数 之 和 是 否 是 周期 函数 . 

如 习题 235.1 所 示 , 定义 域 相同 的 两 个 周期 函数 , 如 果 它 们 的 周期 可 公 度 , 也 就 是 两 
者 之 比 为 有 理 数 , 那么 它们 的 和 与 积 也 是 周期 函数 , 其 证 明 并 不 困难 . 

另 一 方面 , 习题 233(h) 则 表明 周期 不 可 公 度 的 两 个 周期 函数 之 和 可 以 不 是 周期 函 
数 . 这 是 否 具有 一 般 意义 ? 

下 面 的 定理 要 比 习 题 233(h) 和 所 引 的 [7] 中 的 结论 更 为 一 般 . 


命题 1.6 设 广 和 户 是 定义 在 同一 集合 上 的 周期 函数 , 它们 的 周期 不 可 公 度 . 若 
态 , 户 中 至 少 一 个 有 界 , 又 至 少 有 一 个 连续 , 则 了 = 万 + 户 不 是 周期 函数 . 
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证 用 反 证 法 . 设 卫 有 周期 p > 0, 则 从 
0= jz+ 中 一 f(z)= 态 (z+ 们 十 户 了 + 站 一 万 (了 ) 一 户 (z) 
得 到 恒等式 
户 (z 二 个 一 户 (z) = 一 户 (十 可 十 户 (z)、 
利用 这 个 恒等式 定义 一 个 新 的 函数 已 如 下 : 
F(z) = 户 (z+ 中 一 万 (z) = 一 户 ( 十 下 十 户 (z). (9) 
设 孔 , 字 分 别 是 户 和 户 的 周期 . 从 定义 (*) 可 见 已 同时 以 们 , 轧 为 周期 . 不 妨 设 
人 肌 > 季 >0, 则 一 又 以 歼 - 宛 为 周期 . 利用 轰 转 相 除法 , 可 见 忆 有 无 穷 多 个 越 来 越 小 
的 正 周期 , 从 而 有 任意 小 的 正 周期 ， 
取 互 的 一 列 趋 于 0 的 正 周 期 ou, m = 1 2,……… 设 zo 在 定义 域 中 , 则 对 于 定义 域 中 
任意 其 他 点 r, 有 分 解 z = zo + inan 二 Dr 7 = 1;,2……, 其 中 心 为 整数 ,0 < 0 < an 
不 妨 设 户 和 户 中 的 户 为 其 定义 域 上 的 连续 函数 , 于 是 有 
F(z) = FE(zo+pn)= 户 (zo 十 n 十 个 一 户 (zo 十 Dr)， 
令 交 一 co, 并 记 上 式 右 边 的 极限 为 ", 就 得 到 
开 (z) = 下 (zo) = 万 (zo++ 人 下 一 户 (zo) = <. 


于 是 对 所 有 z 成 立 
FEGz) = 万 (z 十 中 一 户 (z) = 一 户 (了 十 如 十 户 (7) 一 
这 时 对 一 切 整数 有 


户 (zo 十 mp) = 户 (zo) 十 mnc， 户 (zo 十 mp) = jz(zo) 一 mc. 
由 于 户 , ja 中 至 少 有 一 个 有 界 , 因此 只 能 有 c = 0. 

于 是 就 证 明了 环 = 0, 同时 也 就 证 明了 pp 是 户 和 户 的 共有 周期 , 引出 矛盾 ， 口 

注 1 这 个 证 明 是 苏州 大 学 的 陈 敏 教授 告诉 编者 的 特别 当 六 , 户 中 有 一 个 是 
(=-co, +co) 上 的 连续 周期 函数 时 , 定理 的 条 件 满足 . 此 外 , 从 证 明 可 见 , 连续 条 件 可 减弱 
为 在 某 个 单 侧 连 续 或 存在 极限 . 

举 一 个 例子 . 

例 古 设 户 (z) = tanarz, a > 0 户 (z) = X(z) ( 即 狄 利克 雷 函数 ), 证 明 ，/(z) = 
广 (z) + 户 (z) 为 周期 函数 的 充分 必要 条 件 是 a 为 有 理 数 . 

解 若 a 为 有 理 数 , 则 户 与 户 的 周期 可 公 度 , 根据 习题 235.1 知道 /= 户 十 户 为 
周期 函数 ; 若 a 为 无 理 数 , 则 可 以 根据 户 连续 , 户 有 界 , 然后 用 命题 1.6 知道 了 = 户 十 户 
不 是 周期 函数 ， 口 

最 后 , 不 易 想 到 的 是 周期 不 可 公 度 的 两 个 周期 函数 之 和 仍然 可 能 是 周期 函数 . 

1956 年 有 人 在 美国 教学 月 刊 上 提出 问题 : 两 个 周期 函数 的 周期 不 可 公 度 时 , 它们 的 
和 是 否 仍然 可 能 是 周期 函数 ? 许多 读者 给 出 了 肯定 的 回答 , 其 中 有 两 个 例子 发 表 于 该 杂 
志 的 第 62 卷 (1957), 598-599 页 . 此 外 还 可 以 参考 在 数学 通报 ,1965, 第 5 期 , 40-43 页 
和 [25] 4-10 页 中 的 例子 . 
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81.4 函数 的 图 像 表示 (习题 237-380 ) 


内 容 简介 本 节 主 要 训练 如 何 快速 作出 函数 的 大 致 图 像 ( 称 为 草图 ), 其 中 提出 了 
图 形 的 倒 加 ( 即 相 加 )、 相 乘 、 开 平方 等 非常 实用 的 技巧 , 这 对 于 数学 分 析 今后 的 学 习 都 
是 很 有 用 的 工具 . 除了 按照 内 容 分 若干 小 节 讲 解 方法 之 外 , 还 在 最 后 的 补 注 小 节 中 用 初 
等 方法 对 某 些 函数 作出 了 严格 的 单调 性 分 析 . 

在 本 书 的 附录 一 中 给 出 了 81.4 中 所 有 作 图 题 的 图 像 的 参考 答案 . 由 于 本 节 主 要 是 
作 草 图 , 而 附录 一 中 的 图 像 是 准确 结果 , 因此 读者 的 答案 只 要 在 主要 方面 与 参考 答案 相 
同 就 可 以 认为 是 正确 的 ， 


1.4.1 “有理 函 数 的 图 像 (习题 237-265) 


这 里 包含 多 项 式 (也 称 有 理 整 函数 ) 与 它们 的 商 , 即 有 理 分 式 函数 . 

习题 237-244 是 线性 函数 和 二 次 函数 , 它们 的 图 像 是 直线 和 抛物 线 . 习题 245-265 
是 次 数 大 于 2 的 多 项 式 和 有 理 分 式 . 我 们 先 举 两 个 多 项 式 作 图 的 例子 . 

习题 246 作 y = (1 - z2)(2 + z) 的 图 像 . 

解 这 是 三 次 多 项 式 y = -z3 - 2z2 十 工 十 
2， 由 于 它 的 三 个 根 士 1, -2 已 知 , 因此 在 区 间 
(-oo,-2)，(-2,-1，(-1,1)， (1 +oo) 上 的 y 的 
符号 已 知 . 根据 三 次 函数 至 多 有 两 个 极 值 点 , 而 最 
高 次 项 z3 的 系数 为 -1, 就 可 作出 草图 如 右 ， 口 

注 “多 项 式 作 图 时 需要 以 下 基本 知识 : 

(D)m 次 多 项 式 至 多 有 个 实 根 , mn 为 奇数 时 
至 少 有 一 个 实 根 , n 为 偶数 时 可 以 没有 实 根 ; 习题 246 的 附 图 

(2) 半 次 多 项 式 至 多 有 交 一 1 工 个 极 值 点 , 其 中 极 大 值 点 和 极 小 值 点 交替 出 现 . 在 相 邻 
极 值 点 之 间 , 以 及 极 值 点 与 无 穷 远 之 间 , 多 项 式 函 数 一 定 是 严格 单调 的 ; 

(3) 当 lz| 无 限 增加 时 ly| 也 无 限 增加 , 奇 次 多 项 式 的 图 像 两 侧 趋 于 不 同 号 的 无 穷 大 ， 
而 偶 次 多 项 式 的 图 像 两 侧 则 趋 于 同 号 的 无 穷 大 . 这 里 的 正 负 号 由 多 项 式 中 最 高 次 项 的 
系数 的 符号 来 次 定 . 

(以 上 见 点 均 可 从 高 等 代数 课程 中 的 代数 基本 定理 推出 , 但 其 中 的 部 分 内 容 也 可 以 
在 数学 分 析 中 作出 证 明 . 例如 8$1.5.3 的 习题 408, $2.6.1 的 习题 1240, 82.7.1 的 习题 1281 
等 都 与 此 有 关 .) 


习题 247 作 y = z? -- z 的 图 像 . 


解 注意 到 这 是 偶 函 数 . 对 函数 表达 式 作 因 式 分 解 
2=zz(1 一 z)(L+z)， 
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这 样 就 知道 有 3 个 互 异 零点 , 其 中 z = 0 是 二 重 的 . 同时 还 知道 在 (-1,0) 和 (0,1) 上 
>0 在 z<-1 和 z>1 时 y<0. 

如 习题 246 的 注 中 所 示 , 四 次 多 项 式 最 多 可 以 有 三 个 极 值 点 , 在 相 邻 极 值 点 之 间 和 
极 值 点 与 无 穷 远 之 间 , 函数 均 严 格 单调 , 而 当 |z| 无 限 增 大 时 y 趋 于 -cc. 

这 样 就 可 以 如 附 图 所 示 , 作出 函数 y = z2 -- z4 的 图 像 . 
还 应 当 注意 到 , 在 z = 0 邻近 , 当 |z| 趋 于 0 时 二 次 项 zz 起 
主要 作用 , 因此 图 像 与 y = z2 相似 . 而 当 |z| > 1 时 , 随 着 
jz| 增 大 , -z4 起 主要 作用 , 因此 图 像 与 开口 向 下 的 四 次 抛物 
线 y = -z4 相似 ， 

此 外 图 像 有 两 个 极 大 值 点 和 一 个 极 小 值 点 , 它们 的 精 
确 位 置 在 将 来 可 以 用 微分 学 方法 求 出 . 由 于 本 题 的 函数 表达 
式 很 简单 , 因此 也 可 以 用 配方 法 得 到 

y= 一 (cz 一 去 )2+ 寺 ， 
| Re 习题 247 附 轩 

从 而 求 出 极 大 值 点 为 士 号 -， 极 大 值 为 1/4， 口 


接 下 来 是 有 理 分 式 函 数 的 作 图 . 习题 251 中 提示 了 分 式 线性 函数 (其 分 母 分 子 均 为 
一 次 函数 ) 的 作 图 方法 . 

习题 251 作 一 次 分 式 函数 

y= 妇 二 (aod 一 be 关 0,c 大 0) 纪 

的 图 像 , 将 其 化 为 形 如 y = 如 十 二 思 一， 并 以 y = 
3z 十 2 ， 
到 二 本 为 例 作 探讨 . 

解 在 所 述 条 件 下 总 可 以 将 y 分 解 如 下 : 

bc 一 ad 


1 -209 
其 中 习题 251 的 附 图 


由 此 可 见 , y(z) 的 图 像 可 以 从 最 简单 的 直角 双 曲 线 y = 工 出 发 经 过 三 步 得 到 : 
(CD 将 纵 汲 标 乘 以 m, 当 闪 > 0 时 图 像 形状 不 变 , 只 是 在 4 方向 边 比 例 放 大 或 缩小 , 当 
mm < 0 时 图 像 还 要 对 于 z 轴 作 反 射 变换 ; (2) 将 经 过 (1) 处 理 的 图 像 在 水 平方 向 移动 mo 
的 距离 , ro > 0 时 为 右 移 , ro < 0 时 为 左 移 ; (3) 最 后 再 将 图 像 在 垂直 方向 移动 W 的 距 
离 , go > 0 时 间 上 移 , go < 0 时 向 下 移 . 

对 于 题 中 的 具体 例子 , 可 以 计算 得 到 
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3 中 13 
2 三 与 十 王 忆 十 
2 xz- 和 2 4(z 一 纪 ) 
3 
当 z 一 oo 时 4 一 go = 辫 , 故 有 水 平 渐 近 线 y = 立 (参见 附 图 ). 
由 于 mm = 13/4 较 大 , 在 附 图 中 的 = 轴 和 ? 轴 所 取 的 单位 长 度 不 同 ， 口 
在 习题 251 中 提出 的 方法 可 以 用 于 解决 本 小 节 中 许多 类 似 的 习题 . 这 里 的 方法 是 将 
一 个 有 理 分 式 函数 分 解 为 比较 简单 的 函数 之 和 , 然后 在 方向 和 4 方向 作 平移 , 最 后 将 
图 像 相 加 等 ， 
下 面 是 两 个 常见 函数 的 作 图 题 , 这 就 是 习题 256 和 257. 


习题 256 作 y = -的 图 像 ( 阿 涅 西 笑 舌 线 )， 
解 “容易 看 出 它 是 偶 函 数 , 于 z = 0 达到 极 大 值 1, 在 两 侧 均 为 严格 单调 , 且 当 |z| 
无 限 增 大 时 趋 于 0. 因此 有 水 平 渐 近 线 y = 0. 见 下 面 的 附 图 ， 口 
习题 257 作 y = 一 2 。 的 图 像 (牛顿 蛇 形 线 )， 


1 十 Z2 


解 容易 看 出 它 是 奇 函数 , y 的 符号 与 z 一 致 , 故 只 需 讨 论 > > 0 的 部 分 .在 
0O<zi<z2 和 1 时 从 
2(zaz 一 ZU)(L 一 zlz2) 
(1+z?)(L+z3) 
可 见 y(z) 在 [0,1] 上 严格 单调 递增 , 同样 考虑 1 < zl < za, 又 可 看 出 y(z) 在 [L, +oo) 
上 严格 单调 递减 ， 这 样 也 就 已 经 知道 极 大 值 点 是 rz = 1, 极 大 值 为 1， 又 可 看 出 
Y(+eo) = 0, 即 有 水 平 渐 近 线 y = 0. 这 样 就 可 以 作出 附 图 中 的 图 像 ， 口 


V(zz) 一 W(z1) = 


习题 256 的 附 图 习题 257 的 附 图 


1.4.2 ”无 理 函数、 守 函 数 和 初等 超越 函数 的 图 像 (习题 266-324.2) 
这 里 的 初等 超越 函数 包括 指数 函数 、 对 数 函 数 、 三 角 函 数 和 反 三 角 函 数 以 及 它们 的 


复合 . 
下 面 先 看 出 现 平方 根 的 最 简单 例子 . 


习题 266 作 y = 士 V-z 二 2 (抛物 线 ) 的 图 像 . 
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解 只 要 将 函数 表达 式 两 边 平方 就 得 到 抛物 线 方程 
z 一 一 刀 一 2. 
它 的 图 像 如 附 图 所 示 , 即 是 以 = 轴 为 对 称 轴 , 开口 向 左 的 一 条 抛物 线 . 
但 这 里 可 以 提出 另 一 种 观点 , 即 对 于 图 像 直 接 进行 开平 方 根 的 运算 . 这 对 于 理解 如 
何 从 f(z) 的 图 像 得 到 V7(z) 或 土 V7(z) 的 图 像 是 有 益 的 . 


设 已 知 f(z) 的 图 像 , 则 为 了 得 到 y = 士 VJ(z) 
的 图 像 , 首先 确定 其 定义 域 是 使 得 f(z) > 0 的 那些 
值 . 对 于 习题 266 这 个 定义 域 就 是 (一 oo, -中 . 

其 次 是 除了 有 上 下 对 称 的 两 支 曲线 外 , 要 注意 到 
在 定义 域 的 边界 点 处 曲线 y = 土 V7(z) 可 能 会 有 垂 
直 的 切线 . 本 题 的 情况 就 是 如 此 . 其 原因 可 以 从 罕 函 
数 的 图 像 来 理解 . 我 们 知道 y= za 当 0 < a < 工时 ， 

在 点 z = 0 处 函数 图 像 就 有 垂直 切线 , 因此 开平 方 根 习题 266 的 附 
运算 就 有 可 能 出 现 这 样 的 现象 . 

当然 守 函 数 的 情况 不 完全 如 此 . 例如 f(z) = zs, 则 y = V7(z) 在 z = 0 处 的 切 
线 与 z 轴 重 合 , 并 不 是 垂直 切线 . 这 里 的 原因 仍然 在 于 赛 函 数 y = ze 当 ac > 1 时 在 点 
z=0 处 的 切线 是 水 平 的 . 

如 果 理 解 了 上 面 的 说 明 , 则 以 下 许多 出 现 垂直 切线 的 图 像 都 容易 作出 . 为 方便 起 见 ， 
不 妨 先 作出 f(z) 的 图 像 , 然后 再 作 y = VTUz] (或 y = 土 VTUz)) 的 图 像 , 如 附 图 所 示 ， 
我 们 将 flz) = -z - 2 用 虚线 表示 , 然后 将 它 在 > 轴 上 方 的 部 分 “开平 方 " 就 得 到 所 要 的 
答案 ， 口 

注 “从 后 面 的 习题 328(e) 和 329.1(d) 可 知 ,“ 开 平方 "是 对 于 图 像 的 一 种 运算 . 这 里 
对 于 如 何 从 /(z) 的 图 像 得 到 (位 于 z 轴 上 方 的 ) V7(z) 的 图 像 再 作 一 些 说 明 , 请 读者 与 
习题 266 的 解答 对 照 起 来 看 : 

(1) 只 有 f(z) 的 图 像 在 = 轴 上 方 的 部 分 才能 被 开平 方 ; 

(2) 由 y = VG 的 单调 递增 性 可 知 ，V7(z) 的 单调 性 与 f(z) 相同 . 因此 对 ffz) 的 单 
调 性 区 间 分 析 就 提供 了 WVT7(z) 的 单调 性 区 间 ; 

(3) 在 f(z) 的 图 像 与 z 相交 处 , 如 果 图 像 在 该 点 的 切线 既 不 是 水 平 切线 , 也 不 是 垂 
直 切 线 , 则 V7(z) 在 该 点 具有 垂直 切线 ; 

(4) 更 进一步 , 若 1 < jz), 则 1 < VT7Gzj < jz), 而 当 1 > jz) > 0 时 , 则 
1> VC) > fo 

在 这 一 小 节 的 习题 中 还 包含 了 一 些 复合 函数 的 作 图 , 例如 习题 279 中 的 6 个 小 题 都 
是 给 定 加 (z), 求 作 em) 的 图 像 . 建议 对 于 这 类 题 分 别 作出 六 = 碎 (z) 和 em 的 图 像 ， 
然后 从 它们 的 变化 趋势 判断 出 复合 函数 的 变化 趋势 , 进而 作出 图 像 . 实际 上 习题 266 也 
可 以 说 是 如 此 作出 的 复合 函数 的 图 像 . 


81.4 ”函数 的 图像 表示 (习题 237-380 ) 79 


当然 这 样 的 图 像 一 般 来 说 只 能 是 草图 , 其 中 许多 进一步 的 问题 需要 微分 学 知识 的 
帮助 才能 完全 解决 . 

下 面 再 解答 几 个 习题 , 其 中 的 函数 都 是 数学 分 析 中 的 重要 例题 . 它们 的 图 像 表 明了 
复合 运算 情况 的 处 理 方法 . 


习题 298 作 y = sinz2 的 图 像 . 


习题 298 的 附 图 


解 这 是 偶 函 数 . 容易 知道 其 零点 全 体 为 士 Vmf, m 取 所 有 非 负 整 数 . 从 数列 极限 
(习题 47) 知道 


Jim(Vm+IDr- VPm) = 0， 
即 相 邻 的 零点 之 间 的 距离 随 着 ” 的 增 大 而 单调 趋 于 0. 同样 可 以 确定 该 函数 达到 +1 和 
-1 的 自 变量 值 , 这 样 就 容易 作出 其 草图 . 还 可 以 从 今后 关于 sinz ~ z (z 一 0) 的 知识 
知道 在 z = 0 附近 , y = sinz2 的 图 像 与 y = z2 相似 ， 口 


习题 299 作 = sin 十 的 图 像 


解 “ 这 是 奇 函数 , 即 关 于 原点 中 心 对 称 . 在 点 r = 0 处 无 定义 . 值 域 为 -1 < y < 1， 

当 z 从 +eo 减少 趋 于 原点 的 右 侧 时 , 1/z 从 0 单调 递增 到 +co, 因此 y 在 -1 到 1 
之 间作 无 限 次 摆动 . 具体 来 说 , y 在 [ 羡 ,+oco) 上 单调 递减 趋 于 0, 图 像 以 y = 0 为 水 平 渐 
近 线 , 在 [ 志 ,二 ] 上 从 --1 单调 增加 到 1, 依次 类 推 . 如 附 图 所 示 , 不 难 确定 y 的 所 有 零 
点 和 取 到 的 所 有 要 人 点 的 人 标 - 口 


习题 299 的 附 围 ( 右 分 图 是 左 分 图 的 Z > 0 部 分 在 水 平方 向 的 放大 ) 


下 面 两 道 题 与 图 像 的 乘法 有 关 , 同时 它们 在 理论 和 应 用 上 也 很 重要 
习题 304 作 y = 台 开 的 图 像 . 
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解 ” 该 函数 为 侦 函 教 , 于 > - 0 处 没有 定义 , 但 根据 下 一 节 的 函数 极限 知识 知道 它 
在 该 点 的 极限 为 1， 

将 该 函数 的 图 像 看 成 为 正弦 曲线 sin z 与 直角 双 曲 线 去 相 乘 , 就 可 以 作出 下 面 的 
图 像 , 其 中 用 虚线 表示 的 4 条 曲线 是 y = 土 二 (7 > 0 和 z < 0), 它们 将 1 = 台 的 图 
像 夹 在 中 间 , 且 在 sin z = 士 1 处 与 之 相 切 . 口 


习题 304 的 附 图 


在 《习题 集 》 的 新 版 中 增加 了 习题 324.2, 其 中 含有 12 道 小 题 . 它们 可 以 认为 是 到 
此 为 止 的 本 节 习 题 的 一 个 小 结 , 下 面 给 出 这 些 习 题 的 提示 或 解 题 概要 , 供 读者 参考 , 它 
们 的 图 像 均 见 附录 一 . 关于 其 中 使 用 的 各 种 技巧 可 以 参考 下 一 小 节 , 即 81.4.3 中 的 习题 
325, 328 和 329.1. 


习题 324.2 作 下 列 函 数 的 图 像 : 


(a)y=z3 一 3z 十 2; 

(参考 前 面 给 出 的 习题 246 的 解 题 过 程 .) 
3 

四 9 下 -GT 

( 先 将 y(z) 分 解 为 


4 E 洒 = 1 


1 5 
4 +3G+o 一 30+az， 
然后 分 别 作出 每 一 项 的 图 像 , 再 将 它们 相 加 . 这 里 可 以 参考 前 面 给 出 的 习题 251 的 解 题 
过 程 , 还 可 以 参考 附录 一 中 习题 260-261 等 的 图 像 .) 


oOy= 
(这 是 偶 函 数 , 只 要 先 作 出 > > 0 的 部 分 再 关于 y 轴 作 反射 . 对 z > 0 可 先 作 分 解 
= 了 十 1 十 


1 
2 一 1 
然后 将 各 项 的 图 像 相 加 即 可 .) 
(dy = Vz(GL 一 22); 
(参考 前 面 对 于 习题 266 的 解 题 过 程 . 在 附录 一 中 将 根 号 下 的 z(1 -- z2?) 的 图 像 用 虚 
线 画 出 , 然后 取 其 大 于 0 的 部 分 开平 方 即 可 . 还 可 以 参考 习题 267-273 等 的 图 像 .) 


(Jy= ssin (到 + 亚 ); 
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(这 是 周期 为 4r 的 函数 . 从 sin z 的 图 像 出 发 经 过 z 方向 的 缩放 、 平移 和 yY 方向 的 


缩放 就 可 以 得 到 . 还 可 以 参考 习题 284-286 等 的 图 像 .) 


TZ 
全 wo 二 全 


(相当 于 习题 290 和 257 的 图 像 进行 复合 , 然后 再 乘 以 r.) 
(g) 7 一 Li 
1 一 2I- 


(注意 在 z = 0,1 处 函数 没有 定义 , 当 z 一 二 oo 时 y 一 2, 因此 有 水 平 渐 近 线 y = 2. 


分 别 讨论 三 个 区 间 (-eoe; 0), (0,1) 和 (1 +co) 即 可 作出 图 像 .) 


在 


(by 一 lg(22 一 37 十 2); 
( 先 作出 碾 - 3z + 2 的 图 像 , 对 其 中 > 0 的 部 分 取 对 数 .) 


2 
( 先 作出 号 -sin 的 图 像 , 对 其 函数 值 处 于 [-1,1] 的 部 分 取 反 正弦 .) 


(iD 9 = arcsin (人生 一 sinz); 


9y=aetm (stT+ + 村) 
( 先 作出 一 上 一 + 一 上 -+ 一 上 的 图 像 , 然后 取 反 正切 .) 


2 一 1 2-2 2-3 


(k) y = logcoszsin zi 
(这 是 周期 为 2r 的 函数 , 且 只 对 于 sinz 和 cosz 同时 大 于 0 时 才 有 定义 . 于 是 只 要 
(0， 邓 ) 上 讨论 就 够 了 . 用 换 底 公式 有 y(z) = 也 cot 工 ， 即 可 看 出 其 单调 性 .) 


ln sinZ 


(DY = (sinz)eot=. 
(这 是 周期 为 2r 的 函数 , 且 只 在 sinz > 0 时 有 定义 . 于 是 只 要 在 (0,r) 上 讨论 . 若 


将 函数 改写 为 


在 


3(z) = ecotrinsinz， 


并 利用 cot z 的 图 像 (见习 题 290) 和 ln sin z 的 图 像 (参考 习题 308), 则 不 难 确定 出 y(z) 


区 间 (0,r) 上 严格 单调 递增 , 是 有 y(+0) = 0 和 zy(r- 0) = +eo.) 


1.4.3 ”关于 图 像 运 算 的 一 般 规 律 (习题 325-367) 


习题 3235 和 328 讨论 了 从 y = jz) 的 已 知 图 像 出 发 , 如 何 得 到 有 关 的 其 他 图 像 ， 熟 


练 掌握 这 些 技巧 对 于 作 草 图 是 非常 有 帮助 的 . 这 可 以 看 成 是 前 面 许多 习题 中 体现 的 方 
法 的 进一步 总 结 . 习题 330 则 是 对 两 个 函数 的 图 像 的 运算 . 


化 . 


习题 325 中 包含 的 是 关于 y = jf(z) 的 自 变量 和 因 变 量 的 线性 变换 所 带 来 的 图 像 变 
为 简单 起 见 ,该 习题 的 附 图 只 作 了 一 个 非常 简单 的 y = j(z) 的 图 像 , 然后 以 示意 方 


式 表示 出 它 在 上 述 各 种 变换 下 所 发 生 的 变化 . 
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靳 
7 ! 2-J(o) { 3Y=yo+7(z 一 zo) 


2 3 / =J(z-zo) 
卫 间 处 
吕 } 


| za 人 > 


oa) 0 0 一 一 一 一 
多 外 
fkz+b of) 


3 一 f2z) =f(z) 


人 


2 宁 OO、 a ED 


了 


4 工 
习题 325 的 附 图 : (a)y = -f(z), (bjy = f(-z, (cg= 一) (dy= /xz 一 zo)， 
(eg = 加 +f(z 一 zo) (2y= 7(2z), (g)2=Fkz+ 吕 (人 关 0) 


习题 328 要 复杂 一 些 . 从 其 小 题 (a) 到 (d) 的 4 道 题 是 与 取 绝对 值 和 平方 有 关 的 变 
换 , 其 中 从 7(z) 的 已 知 图 像 得 到 
到 (GeJl+ fa)) 和 去 (Hf(ol 一 fa) 
的 图 像 , 即 是 分 别 取出 f(z) 的 图 像 在 = 轴 上 方 和 下 方 的 部 分 的 两 种 有 用 的 “运算 ”， 


岂 
3 二 ff) 


一 |f(z)| 


习题 328 的 内 图 : (88 一 1f(ajl (by = 喜 (I/(a1+ 7(a)， 
(COy= 寺 (fol- fj (dy= Pa 
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习题 328 从 小 题 (e) 到 (i) 的 5 道 题 是 各 种 有 用 的 复合 运算 , 其 中 第 一 个 就 是 在 习 
题 266 及 其 注 中 已 经 详细 说 明 过 的 开平 方 运算 . 


习题 328 的 附 图 ( 续 ): (ejy = VJ(z), (f) in flz), (g)2 = 7(C7(z)， 
人 )y=sgnyfz) ODy= Lo 


习 原 329.1 是 给 定 一 个 具体 的 二 次 函数 f(z) = (z - aj(b 一 z) (a < 中, 然后 要 求 作 
出 产 (z)， 了 条 2 ， ,VTf(z),efe),lg jz),arccot flz) 等 6 个 有 关 函 数 的 图 像 . 由 于 这 里 存 


在 两 个 参数 "和 上 因此 在 一 幅 图 像 中 不 能 反映 出 所 有 可 能 的 情况 .下 面 的 附 图 中 所 取 
的 参数 使 得 max ftz) = 他 二 4) < 1, 它 与 max 7(z) > 1 的 图 像 是 不 一 样 的 


二 Fa 


=Vy(z) 


纪 & 2 & 
一 | | 
UL 
了 


了 (z) 一 (za 一 z) 


习题 329.1 的 附 图: jz) = (z 一 oa 一 z) (ao < (3 = 7(z) (by = 户 (z)， 
oOy=- 站 dy- V7O 


84 


岂 -arccosra) 


习题 329.1 的 附 图 ( 续 ): (ejy = ef 人 (0 3 一 区 fz), (g)3 一 arccotJz) 

下 面 给 出 新 版 中 增加 的 习 古 329.2 中 的 一 个 小 题 的 解答 (该 题 共 有 10 个 小 题 ), 它 
对 于 作 复 合 函数 的 图 像 , 以 及 理解 正弦 函数 和 反正 弦 函 数 的 关系 , 都 是 有 益 的 . 

习题 329.2 1)(a) 作出 函数 y = arcsin(sin z2) 的 图 像 . 

解 如 下 面 的 附 图 所 示 , 首先 用 虚线 作出 函数 sin z2 的 图 像 (见习 题 298 的 附 图 ). 
由 于 y(z) 是 偶 函数 , 以 下 只 需 讨论 > > 0- 

首先 作 单调 性 分 析 . 

在 区 间 [0V 恕 上 sinz2 从 0 严 
格 单调 递增 到 1, 因此 y(z) 从 0 严格 
单调 递增 到 节 (参见 习题 311 的 反正 
弦 函 数 的 图 像 ), 同样 可 以 知道 在 区 间 
[IV 本 /到 ] 上 ye) 从 可 严格 单调 闻 
减 到 二 以 此 类 推 就 可 以 确定 图 像 的 

习题 329.2 1)(a) 的 附 图 各 个 单调 区 间 . 
从 反正 弱 函 数 的 定义 知道 , 当 | 中 和 加 时 成 立 恒等式 (参见 81.8.2 的 (1.46)); 
arcsin(singy) 三 2 

就 可 以 简单 地 写 出 函数 y(z) 在 各 个 区 间 上 的 分 析 表 达 式 . 

首先 在 王 V 村 , /本 上 就 有 Mz) = z. 然后 利用 杰 <y=2< 等 时 有 

sin72 = sin(r 一 2)， 


而 |r 一 ze| < 杰 , 这 样 就 知道 在 区 间 [V 至 ,\/ 于 ] 上 有 9# = 开 - 2 同样 可 以 推出 在 


间 [V 村,\/ 至 ] 上 有 9 = 空 - 2 等 等 . 这 样 就 可 以 作出 附 图 所 示 的 图 像 . 

由 以 上 分 析 可 见 这 个 函数 图 像 是 由 分 段 抛物 线 弧 组 成 的 曲线 , 同时 这 也 使 得 我 们 
对 于 附 图 中 的 每 个 角 点 如 何 形成 有 确切 的 了 解 . 口 

习题 330 则 是 从 两 个 函数 y = ftz) 和 y = 9(z) 的 图 像 出 发 求 它们 的 和 、 积 与 复合 . 
在 附录 一 中 以 flz) = simnz 和 9(z) = 去 z 为 例 作 出 了 它们 的 图 像 . 在 习题 331-350 中 给 


出 了 这 方面 的 许多 训练 题 . 此 外 还 有 训练 倒数 变换 高 的 习题 351-355. 


区 
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习题 356-358 是 复合 函数 的 训练 题 . 它们 对 于 复合 运算 的 理解 很 有 帮助 . 在 习题 
357 中 出 现 p。 峭 一 功 e9, 而 在 习题 358 中 则 出 现 p。 录 天 网 o9. 

习题 359-367 是 与 对 称 性 有 关 的 训练 题 , 这 里 包括 奇 延 拓 、 偶 延 拓 和 周期 函数 的 一 
些 讨论 . 其 中 三 道 不 难 的 理论 题 363-365 指出 了 轴 对 称 、 中 心 对 称 和 周期 性 之 间 的 联系 ， 
很 有 意义 . 

现在 给 出 习题 363 的 解答 . 


习题 363 证 明 , 如 果 函 数 ! = j(z) (-co < z < +oo) 的 图 像 关 于 两 条 垂直 线 
z=a 和 z=b(a< 昌 对 称 , 那么 函数 f(z) 是 周期 函数 . 


解 任 取 z, 它 关 于 垂直 线 z = a 的 对 称 点 就 是 2a - z ( 易 见 z 与 2a - z 的 算术 平 
均值 等 于 a). 于 是 有 jf(z) = /(2a - z). 
同 理 有 (lz) = /(25 一 zj) 从 
f(2a 一 z) = 了 20 一 2) 
出 发 , 令 2a -z = 二 则 就 有 2 一 z = 2 一 (2a 一 慷 . 将 它们 代入 上 述 等 式 , 并 再 将 上 改 
写 为 , 就 得 到 


jz) = J(2 人 一 a]+2)， 
可 见 f(z) 是 以 2 - a) 为 周期 的 周期 函数 ， 口 
1.4.4 ， 反 函 数 、 用 参数 表示 的 函数 和 陷 函 数 的 图 像 (习题 368-370.2) 


习题 368 中 的 4 个 小 题 是 给 定 z = z(y) 后 作 其 反 函 数 y = y(z) 的 图 像 . 下 面 只 对 
作 图 过 程 作 简要 分 析 , 然后 作出 小 题 (d) 的 图 像 . 


习题 368 作 函 数 y = y(z) 的 图 像 , 其 中 


2 三 过 = 
@x=y 一 呈 Wx= 二 和 ; 
(cl)x=y 一 lnyi; (d) xz = siny. 


分 析 只 要 以 y 为 自 变量 作出 函数 z = z(y) 的 图 像 , 则 其 中 每 一 个 严格 单调 的 曲 
线段 就 确定 了 反 函 数 y = yz). 在 附录 一 中 的 习题 368 的 4 幅 图 都 是 这 样 作出 的 . 

这 里 只 要 注意 在 作出 = = z(g) 的 图 像 之 后 , 对 于 某 些 范围 的 z 值 可 以 存在 多 于 一 
个 的 与 之 对 应 , 因此 实际 上 确定 了 y = y(z) 的 多 个 单 值 支 . 

另 一 种 方法 是 利用 z = z(z) 的 图 像 及 其 反 函 数 y = y(z) 的 图 像 关 于 直线 = z 对 
称 , 因此 可 以 先 将 古 中 的 方程 r = z(y) 中 的 z,y 对 换 , 改 为 y = y(z), 在 作出 它 的 图 像 
后 再 关于 直线 y = z 作 反 射 即 可 . 

下 面 以 最 后 一 个 小 题 (d) 为 例 来 说 明 具体 作 图 过 程 . 

首先 将 题 设 中 的 方程 rz2 = siny 改 为 吧 = sinzr, 如 附 图 的 左边 分 图 所 示 , 先 作出 
sinz 的 图 像 , 然后 施行 图 像 的 “开平 方 "运算 , 得 到 右边 分 图 中 的 十 Vsinz 的 图 像 . 这 时 
当然 只 有 使 得 sin rz > 0 的 部 分 才能 被 开平 方 . (参见 前 面 的 习题 266 的 解 以 及 其 注 .) 
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习题 368(d) 的 附 图 


最 后 , 将 右边 分 图 的 图 像 关 于 直线 y = z 作 反 射 , 这 样 就 得 到 附录 一 中 习题 368(d) 
的 图 像 ， 口 

习题 369 中 的 了 个 小 题 都 是 要 求 作出 用 参数 表示 的 函数 的 图 像 ( 见 附录 一 ). 下 面 对 
其 中 较 难 的 两 古 给 出 解 题 过 程 . 


习题 369(b) 作 以 参数 形式 给 出 的 函数 y = y(z) 的 图 像 , 其 中 > = 上 十 寺 ， 


1 
y 一 t+ 而， 


解 ”我 们 推荐 的 方法 是 先 分 别 作出 z = z(b 和 2 = (0 的 图 像 (它们 就 是 附录 一 
的 习题 253 和 255 中 的 图 像 ) 见 附 图 的 分 图 (aj,(b), 然后 根据 对 它们 的 分 析 来 确定 出 
% = y(z) 的 两 支 曲 线 , 并 作出 其 图 像 , 见 附 图 的 分 图 (c). 


让 


习题 369(b) 的 附 图 


下 面 将 详细 说 明 , 如 何 充分 利用 附 图 的 分 图 (a),(b) 所 提供 的 信息 , 比较 准确 地 作出 
分 图 (c) 中 的 y = yz) 的 图 像 . 

从 分 图 (a),(b) 可 见 , 当 + 从 一 oo 递增 到 0 时 , z(b 从 一 co 递增 到 -2, 然后 递减 赵 
于 -co; 而 y(b 则 是 简单 地 从 一 co 递增 趋 于 +co. 这 样 就 容易 作出 分 图 (c) 中 的 左边 的 
一 支 曲线 , 其 中 用 箭头 标 出 了 参数 上 从 一 co 递增 到 -0 的 方向 . 

在 上 述 作 图 时 需要 求 出 中 纤 z(b) = 一 2 这 不 难得 到 如 下 . 不 妨 看 上 > 0 的 情况 , 这 
时 从 平均 值 不 等 式 就 有 t+ 十 革 >2, 且 当 t= 1 时 成 立 等 号 . 可 见 上 > 0 时 z(t) 的 最 小 值 
为 2. 由 于 z(b) 为 奇 函 数 , 因此 也 就 知道 Et < 0 时 z(b) 的 最 大 值 为 一 2. 
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关于 z(b) 的 单调 性 也 是 容易 分 析 的 . 例如 , 设 刁 < 刀 么 一 则 就 有 
z(ta) 一 z() = 妇 一 二 十 坪 区 和 加 后 (ta 一 1) > 0， 
可 网 z 白 在 (oo, -1] 上 严格 单调 递增 . z(t) 在 其 他 区 间 上 的 单调 性 分 析 是 类 似 的 . 
现在 考虑 寻 > 0 对 应 的 一 支 曲 线 y = y(z). 如 分 图 (a),(b) 所 示 , 随 着 上 从 +0 递增 
趋 于 +oo, z(t) 和 ?y(t) 都 是 先 递减 后 递增 . 然而 由 于 它们 的 单调 性 的 转变 还 分 别 对 应 于 
不 同 的 参数 值 , 因此 要 困难 一 点 . 
仍 使 用 平均 值 不 等 式 , 从 


2 一定 二 过 去 十 


于 + 直 >31 吉 去 ' 击 = 谢 ， 
且 在 喜 = 击 时 成 立 等 号 因此 就 确定 了 t+ 一 弛 时 y() 达到 最 小 值 泊 = 1.890. 同 
样 可 以 对 t > 0 时 的 3(t) 作出 单调 性 分 析 . 例如 , 当 0 < 所 < ta < ?时 就 有 
yta) -gt) = 如 -二 十 直 一 直 = 刀 于 和 ( 旦 络 一 所 一世) < 0， 
太 姓 帮 妇 
其 中 利用 了 
3 刀 t 四 . 雪 \2_V212 
所 十 妇 > 2VE 殖 = 86 人 芦 ) 一 1 弛 . 
可 见 y(9) 在 (0, 8 本 上 严格 单调 递 短 . y(t) 在 其 他 区 间 上 的 单调 性 分 析 是 类 似 的 . 
然后 就 可 以 制 成 下 列表 格 : 


1.260 
DT 
吧 + - 蕊 汪 2054 


访 


当 + 一 士 0 和 上 + 一 士 co 时 , 曲线 都 趋 于 无 穷 远 处 . 为 了 把 握 其 趋势 , 需要 有 渐 近 线 
的 知识 (见习 题 626). 下 面 将 求 出 当 z 一 士 ce 时 有 斜 渐 近 线 y = z. 此 外 还 可 以 从 参数 
方程 推出 当 上 一 0 时 , y = y(z) 的 图 像 将 逼近 抛物 线 y = z?2 -- 2. 这 些 都 在 分 图 (c) 中 
用 虚线 表 出 . 


为 此 只 要 作 下 列 计算 : 
的 一 世 的 - 习 =t 计 喜 一 公证 走 ) = 站 一 0 仁 一 +0)， 
3 所 一 zG) = 二 - 二 一 0 仁 一 +oo)， 


这 样 就 知道 当 + 一 +0 时 , 曲线 逼近 抛物 线 y = z2 -- 2, 而 当 t 一 +oo 时 , 曲线 逼近 斜 渐 
近 线 y = z. 

根据 以 上 分 析 就 可 以 比较 准确 地 作出 分 图 (c) 中 的 第 二 支 曲线 , 其 中 也 用 箭头 标 出 
了 参数 上 从 +0 趋 于 +oo 的 递增 方向 口 
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习题 369 (g) 作 以 参数 形式 给 出 的 函数 y = y(z) 的 图 像 , 其 中 z = 只 宙 了 = 


包 解 这 时 参数 上 > 0. 先 分 别 作出 > = 
z 人 (和 2y= (ti) 的 图 像 , 但 这 里 需要 了 解 函 
数 z(b,y 人 的 单调 性 以 及 当 t 上 一 +co 时 的 
极限 , 这 在 目前 都 是 有 困难 的 . 

简 言 之 , 利用 习题 65 中 的 im = 
1， 就 不 难 确 定 z(+ce) = y(+eo) = 1 
| z(0) = z(0+) = 0 是 明显 的 .再 利用 习 
1 ” 题 69 中 关于 数 e 的 知识 , 就 可 以 确定 出 
习题 369(B) 的 附 图 y(0+) = e. 


OIL12345 6 上 


为 了 确定 z( 和 2?(b) 的 单调 区 间 , 我 们 需要 微分 学 的 工具 ( 见 82.7). 在 81.4.7 的 第 
1 4 点 中 , 将 分 别 给 出 它们 的 单调 性 分 析 的 初等 证 明 . 在 其 中 还 得 到 了 z(t) 的 最 大 值 点 
为 如 s 3.591, 最 大 值 为 z(to) = 1.321. 目前 不 妨 观察 一 下 自 变量 上 取 正 整数 的 情况 . 利 
用 习题 65 的 解 3 中 的 类 似 方法 和 直接 计算 , 可 以 证 明 

z(0) < z(1) < z(2) < z(3) < z(4), 而 当 m > 4 时 则 有 z(n) > z(n 二 1). 

对 于 y(t) 则 不 难 证 明 y(n) > y(n + 1) 对 一 切 正 整 数 成 立 , 

在 附 图 左边 作出 了 z(b) 和 (6 的 图 像 , 由 此 就 可 以 在 附 图 右边 作出 y = y(z) 的 图 
像 . 当 上 从 0 单调 递增 趋 于 无 穷 大 时 , y 从 e 单调 递减 趋 于 1, 而 > 则 先是 单调 递增 到 大 
于 1 的 某 个 值 (= 1.321), 然后 再 单调 递减 趋 于 1. 口 


习题 370.1 和 370.2 是 作 隐 函数 的 图 像 . 一 种 常用 方法 就 是 引入 参数 , 将 隐 函 数 作 
图 问题 归结 为 用 参数 表示 的 函数 作 图 问题 . 下 面 先 看 其 中 的 一 个 典型 例子 , 


习题 370.1(b) 作出 由 方程 zx + 妇 - 3zy = 0 确定 的 
隐 函 数 图 像 ( 笛 卡 儿 叶 形 线 ). 


解 令 % = 好 , 代入 所 给 定 的 方程 中 解 得 参数 方程 


3 3t2 
二 区 下 一 攻 
2Z( 轨 IT 二 再 3 介 IT 三， 


然后 分 别 作出 z(9 和 y(G) 的 图 像 如 右边 的 附 图 1. 
当然 在 还 没有 微分 学 工具 的 情况 下 这 两 个 图 像 的 作 图 ， 
还 不 是 很 容易 的 , 这 里 简单 说 明 一 下 目前 可 以 如 何 进行 . | 
将 z(b),y(b) 改写 为 
站 = 一 2 ，yG= 
z(b) 2 了 3 人 二 豆 ， 
然后 利用 (附录 一 中 的 ) 习题 254-255 的 已 知 图 像 再 作 倒数 
变换 (见习 题 351-355) 就 可 以 作出 (9 和 y(b 的 草图 . 


= 于 条 


3t2 
3 (的 于 本 


( 池 , 
3 1 


习题 370.1(b) 的 附 图 1 
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实际 上 在 将 z(tj,y(b 如 上 改写 之 后 , 仿照 习题 369(b) 中 的 方法 进行 单调 性 分 析 也 
是 不 难 的 . 还 可 以 注意 到 这 里 的 y() 的 分 母 就 是 该 题 中 的 y( 罗 - 

这 里 确定 上 > 0 时 z(t) 的 最 大 值 点 和 最 大 值 是 重要 的 (在 附 图 1 中 已 经 标 出 ). 这 可 
用 平均 值 不 等 式 来 解决 . 从 


1 
1 _ 去 + 冯 + 灌 
zz 一 5 人 中 全 
可 见 在 分 子 的 三 项 相等 时 成 立 等 号 , 由 此 即 可 确定 当 t = V172 时 z(b) 达到 最 大 值 YY4. 
对 于 y(b) (> 0) 的 讨论 是 类 似 的 . 


下 面 是 单调 性 分 析 结果 的 列表 表示 : 


t | -oo | (oo-D | (3 站 | | (72+oo) | +oo 
z() | 0 六 吧 注 SS 0 
t | -oo | (-oo,-1) | (-10) | (0,85) | 说 | (32,+oo) | +oo 
的 | 0 SS SS 和 | 说 NS 0 


从 参数 方程 可 见 当 t 一 -1 时 图 像 趋 于 无 穷 远 处 . 通过 计算 极限 


的 +z 的 一 2 人 4 和 = 再 对 一 -LE 二 -)， 


区 纪 一 上 十 1 

可 见 有 斜 渐 近 线 rz 十 y = 一 |. 

然后 就 可 以 从 附 图 1 作出 y = y(z) 的 图 像 . 如 附 
图 2 所 示 , 这 里 一 方面 需要 利用 参数 上 t = y/z 的 几何 
意义 , 另 一 方面 可 从 隐 范 数 方程 关于 r,y 的 对 称 性 ， 
看 出 图 像 关 于 直线 y = z 对 称 , 因此 只 要 作出 其 中 的 
一 半 再 关于 该 直线 作 反 射 即 可 . 

当 参 数 ! 从 -1+0 递增 到 0 时 , 如 列表 所 示 
4 = y(z) 从 +oo 处 递减 到 0, 图 像 从 左边 的 渐 近 线 附 
近 趋 于 原点 . 然后 当 上 > 0 时 , 图 像 在 第 一 象限 中 . 当 
t 从 0 增加 到 1 时 , z(b) 在 上 = V172 = 0.79 处 达到 
最 大 值 WY4 = 1.587, 然后 递减 . 

作为 y = y(z) 的 图 像 来 看 , 则 从 原点 起 递增 到 点 ( 闵 4, 久 2), 然后 递减 到 点 全 ， 号 )， 
这 样 就 作出 了 一 半 的 图 像 . 利用 图 像 关于 第 一 象限 的 角 平 分 线 = y 对 称 ， 就 不 难 完成 
另 一 半 的 图 像 . 

用 微分 学 工具 可 以 更 准确 地 作出 这 个 图 像 , 并 得 到 曲线 的 单调 性 和 四 凸 性 的 知识 . 
这 将 是 第 二 章 的 82.12.3 的 习题 1541 的 内 容 ， 口 

下 一 题 的 作 图 也 是 很 有 趣味 的 问题 , 我 们 只 做 简要 的 介绍 , 而 将 其 中 所 需要 的 严格 
证 明 放 到 本 节 的 补 注 小 节 中 去 . 


习题 370.1(b) 的 附 图 2 
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习题 370.1(g) 作出 由 z= 她 (z > 0,y > 0) 确定 的 隐 函 数 的 图 像 . 


显然 在 第 一 象限 的 角 平分 线 = = 4 满足 方程 zy = 姑 . 为 了 回答 是 否 还 有 其 他 的 点 
(z,2) 满足 该 方程 , 我 们 介绍 两 种 方法 . 
解 1 将 方程 两 边 开 zy 次 根 , 得 到 等 价 的 方程 
三 二 豆 迪 ， 
可 见 这 与 函数 ft) = t+ 有 关 , 即 是 否 存在 z 尖 3 使 得 f(z) = f(). 下 面 我 们 给 出 其 图 
像 , 并 说 明 如 何 用 它 来 解 本 题 . 
在 附 图 1 中 作出 了 的 图 像 , 其 中 有 关 单 调 性 和 极限 方 
Je。 yo- 面 的 结论 与 本 是 有 关 ， 这 就 是 在 (0,] 上 7 严格 单调 肖 增 ， 
-而 在 e+co) 上 7 严格 单调 递减 最 大 值 点 是 了 = 。 最 大 
值 是 fle) =e， . 
此 外 有 关 的 信息 是 (1) = 1, 当 z > 1 时 jz) > 1 
jf(+0) =0 和 f(+oo) = 1 
习题 370.1(g) 的 附 图 1 在 81.4.7 的 第 3 点 中 , 我 们 将 给 出 函数 的 单调 性 分 析 
的 初等 证 明 (还 可 参见 82.12.2 的 习题 1527). 
由 此 可 见 , 在 0 < z 和 1 和 z = e 时 , 不 可 能 存在 z= 
之 外 的 其 他 4 值 满足 方程 zy = 灵 , 而 在 1<z <e 和 z>e 
时 , 则 除了 > = y 之 外 还 存在 惟一 的 % 满足 z 关 y 和 方程 
am = 妨 . 这 样 就 可 以 得 到 本 题 的 解答 , 其 图 像 见 附 图 2. 
如 附 图 ? 所 示 , 除了 y = z 的 平凡 解 之 外 , 还 存在 一 
条 其 形状 很 类 似 于 直角 双 曲 线 y = 1/z 的 曲线 , 它 与 直线 
4 = z 交 于 点 (ee), 又 以 z = !1 为 垂直 渐 近 线 , 以 y = 1 为 
水 平 渐 近 线 . 这 条 曲线 关于 z 的 严格 单调 递减 性 质 也 已 经 包 。 习题 370.1(8) 的 附 图 2 
含 在 附 图 1 的 单调 性 信息 之 中 了 口 


Oilze 5 


刀 
6 
5 
4 | 
3 引 | 
时 量 | 
1 
O 


123456 作 


解 2 在 习题 370.1(b) 的 笛 
卡 儿 叶 形 线 的 研究 中 的 方法 也 可 
以 解决 这 里 的 问题 .用 y = 如 引 
入 参数 纪 就 可 以 得 到 参数 方程 


-1 
zz =tET， 


8 人 提 = 妇 由 = 1 
为 简明 起 见 , 这 里 只 将 关于 这 两 
习题 370.1(g) 的 附 图 3 个 函数 的 单调 性 信息 罗列 如 下 
(参见 附 图 3): 
利用 函数 极限 和 连续 性 语言 (有 关 习 题 见 后 面 的 31.5 和 81.7), z() 在 点 上 = 1 处 的 两 
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侧 极限 都 等 于 e, 车 补充 定义 (1) = 。, 就 成 为 在 (0, +ce) 上 的 严格 单调 递减 的 连续 函 
数 , 且 有 z(+0) = +oo 和 z(+oo) = 1 另 一 方面 , y(b) 在 补充 定义 y(1) = e 之 后 却 是 在 
(0, +co) 上 的 严格 单调 递增 的 连续 函数 , 上 且 有 y(+0) = 1 和 2(+oco) = +eo- 
根据 以 上 信息 和 参数 + = y/z 的 几何 意义 就 可 作出 附 图 2 中 的 图 像 . 
对 于 z(b,y(t) 的 上 述 单调 性 分 析 用 微分 学 方法 是 容易 得 到 的 ( 见 后 面 的 82.12.3 的 
习题 1544). 在 81.4.7 的 第 2 点 中 , 我 们 将 用 初等 方法 来 解决 这 些 问题 ， 口 


最 后 来 观察 习题 370.1(h) 的 解答 , 它 有 一 些 与 众 不 同 的 特点 . 


习题 370.1(h) 作出 由 z 一 |z| =2%- 吉 确 定 的 隐 函 数 的 图 像 , 


解 先 作 出 函数 y(z) = z 一 |z| 的 图 像 . 如 附 图 的 左 分 图 所 示 , y(z) 是 一 个 分 段 线 

性 函数 ,在 z<0 时 y= 2z, 在 z>0 时 y=0. 

! Y 由 此 可 见 图 像 只 能 在 一 、 三 象限 内 . 

在 第 三 象限 中 若 有 点 (z,y) 满足 方程 

z 一 |z| =y 一 唉 , 则 只 能 是 z = 2 在 第 

一 象限 中 , 包括 两 个 正 半 轴 与 原点 , 任 

何 点 (z,y) 都 满足 该 方程 . 这 表明 , 其 中 

的 任何 y = y(z) 都 满足 条 件 . 这 样 就 得 
习题 370.1(h) 的 附 图 到 了 附 图 的 右 分 图 中 的 图 像 ， 口 


注 在 多 元 微 积 分 中 的 隐 函 数理 论 ( 见 《习题 集 》 的 86.4) 给 出 了 从 方程 f(z,y) = 
0 出 发 在 某 个 点 (zo,yo) 附近 能 够 确定 隐 函 数 y = y(z) (或 者 zx = z(%)) 的 充分 条 件 , 与 
此 相反 , 习题 370.1(h) 表明 , 对 于 第 一 象限 内 的 任何 点 的 任何 邻 域 , 都 不 可 能 由 该 题 的 
方程 确定 出 隐 函 数 , 于 是 所 谓 的 图 像 只 能 是 将 整个 象限 涂 以 阴影 了 . 


1.4.5“ 极 坐标 系 中 的 函数 图 像 (习题 371.1-371.3) 
习题 371.1(f) 在 极 坐标 系 (>;P) 中 作 函 数 > = 10sin 3p 的 图 像 (三 叶 玫瑰 线 ). 


AAA 思 


10 


9 入 多 


习题 371.1(1) 的 附 图 


这 里 的 方法 就 是 先 在 直角 坐标 系 (2,r) (或 (r,P)) 中 作出 r = 10sin3wp 的 图 像 , 然 
后 将 p 轴 在 想象 中 压缩 为 一 个 点 , 从 而 作出 在 极 坐标 系 中 的 草图 . 
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如 附 图 所 示 , 左 分 图 在 0 < p < 可 的 部 分 经 过 上 述 处 理 后 就 得 到 右边 的 第 一 叶 ， 
然后 可 以 分 别 得 到 第 二 叶 和 第 三 叶 . 

这 里 还 要 注意 到 在 作 第 二 叶 时 遇 到 了 r < 0 的 问题 . 在 极 坐标 系 中 对 于 > < 0 时 的 
点 (mr,9p) 的 位 置 规定 为 : 从 极点 出 发 的 极 角 为 p 的 射线 的 反方 向 直线 上 与 极点 距离 为 
|r| 的 点 . 

利用 这 个 规定 就 可 以 发 现在 左 分 图 中 从 到 2r 的 图 像 在 右 分 图 的 极 坐标 系 中 不 会 
产生 新 的 图 像 ， 口 

习题 371.1(a) 和 (b) 的 图 像 都 是 螺 线 , 即 围绕 极点 作 无 限 次 旋转 的 昌 线 (其 图 像 见 
附录 一 ). 只 是 对 于 后 者 需要 注意 存在 水 平 渐 近 线 . 这 在 直角 坐标 系 中 容易 求 出 . 实际 上 
由 于 = 到 ， 因此 当 9 趋 于 0 时 点 (r, p) 趋 于 无 旁 远 . 利用 y = rsinp 和 关于 正弦 函数 


的 基本 极限 lim 5 乞 = 1, 就 可 以 得 到 


Sin 
党 T， 
信 


lim y(Pp) = lim， 
一 0 一 0 
即 存在 水 平 渐 近 线 y = 7 
此 外 , 在 这 两 个 习题 中 还 特别 用 虚线 画 出 了 函数 在 p < 0 时 的 图 像 . 
同样 存在 水 平 渐 近 线 的 还 有 习题 371.2(b), 其 计算 同上 . 


在 下 面 的 例子 中 出 现 了 斜 渐 近 线 . 
习题 371.1(h) 在 极 坐标 系 (r,p) 中 作 函 数 p = 人 (r > 1) 的 图 像 . 


解 曲线 为 螺 线 , 从 方程 可 见 , 当 r 一 1+0 时 它 将 作 无 限 
次 旋转 从 外 部 天 近 圆 周 = 1. 另 一 方面 , 当 > 趋 于 +co 时 极 角 
9 一 工 这 强烈 提示 该 曲线 可 能 存在 渐 近 线 . 

然而 这 并 不 表明 从 极点 出 发 极 角 为 1 ( 即 近似 为 57.295 8?) 的 
直线 就 是 渐 近 线 . 写 出 直角 坐标 方程 


人 交 

人 一 1 了 一 1 

就 可 以 看 出 7 一 +oo 等 价 于 z 一 +co, 然后 按照 求 渐 近 线 的 计算 
方法 求 出 极限 习题 371.1(h) 的 附 图 
7 一 1 


站 间 
二 一 tanl'rcosT-T) 


部 浊 二 
二 cosTsnTr-T 一 cos， 


即 得 斜 渐 近 线 y = ztan 1 + secl, 其 极 坐标 方程 是 rsin(o - 1) = 1, 具有 明显 的 几何 意 
义 (参见 附 图 )， 口 

在 极 坐标 系 中 作 图 时 仍然 可 以 利用 在 直角 坐标 系 中 作 图 时 经 常 出 现 的 对 称 性 例 
如 习题 371.2(c) 就 是 如 此 , 其 中 的 方程 是 r2 + p2 = 100. 这 时 图 像 关 于 = 轴 和 ?7 轴 都 是 


2Z 一 7 Cos 


2 三 7sin 


lim 和 = lim tan = tan1， 
一 十 oo 和。 一 十 oo 


要 一 ztan1) 一 ,nn (rsin 
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对 称 的 , 因此 只 要 作出 mp e [0, 10] 部 分 的 图 像 ， 然后 利用 对 称 性 即 可 . (为 清楚 起 见 在 
附录 一 中 对 于 该 题 只 作出 了 这 部 分 的 图 像 , 当然 它 并 非 局 限 在 第 一 象限 内 .) 

最 后 两 个 习题 , 即 习题 371.3(a) 和 (b), 是 用 参数 方程 给 出 极 坐标 系 中 的 函数 ,要求 
作 其 图 像 , 下 面 以 其 中 的 第 一 是 为 例 对 其 中 的 方法 作 简要 说 明 . 


习题 371.3(a) 在 极 坐 标 系 (",9p) 中 作 以 参数 (t > 0) 形式 给 出 的 函数 p = 
tcos2tr 一 tsin2t 的 图 像 - 


解 只 要 将 前 面 关于 参数 方程 给 出 的 函数 作 图 方法 和 上 面 建议 的 极 坐标 系 中 函数 
的 作 图 方法 合用 就 不 难 解决 问题 . 为 清楚 起 见 用 两 个 附 图 来 说 明 作 图 的 过 程 ， 
首先 如 附 图 1 的 前 两 个 分 图 所 示 , 作出 r(b,e(b 在 直角 坐标 系 中 的 图 像 , 然后 将 它 
们 合成 为 在 (p,r) 的 直角 坐标 系 中 的 图 像 , 即 得 到 附 图 1 最 右边 的 分 图 . 
网 7 


个 


元 中 多 


习题 371.3(a) 的 附 围 1 


在 附 图 1 的 基础 上 , 就 不 难 作出 附 图 2 中 的 极 坐标 (>;, p) 中 的 函数 草图 . 
为 清楚 起 见 , 在 附 图 1 的 最 后 一 幅 分 图 和 附 图 2 中 


分 别 用 箭头 标 出 了 参数 t 的 增加 方向 . 两 个 图 中 各 自 的 4 
EN 段 曲线 分 别 一 一 对 应 . 
人 \ 人 (eeA\ 在 附 图 2 中 它们 分 别 为 : (1) 从 原点 到 极 轴 上 的 
\OH 和 重光 


r = r/2; (2) 从 极 轴 上 的 r = /2 回 到 原点 , 这 时 的 
9 = (3) 从 原点 到 极 轴 上 的 > = 3r/2; (4) 从 极 轴 上 的 
习题 3713(8) 的 内 图? 了 = 3m/2 回 到 原点 , 这 时 的 9 = 2r， 口 


小 结 ” 对 于 用 极 坐 标 ” p 给 出 的 函数 , 设 其 方程 为 > = r(2), 则 从 
% 一 Tr(9p)cosy， 
1 一 7(Pp) sinyp 
可 见 , 这 就 是 以 p 为 参数 的 参数 方程 给 定 的 函数 . 由 于 极 坐 标 所 特有 的 几何 意义 , 如 果 
能 够 先 在 (~, p) 的 直角 坐标 系 中 作出 图 像 , 则 就 比较 容易 得 到 它 在 极 坐标 系 中 的 图 像 . 
另 一 方面 , 在 前 面 的 直角 坐标 系 中 的 许多 作 图 方法 对 于 极 坐 标 系 也 是 有 效 的 . 上 面 
给 出 的 渐 近 线 计算 和 对 称 性 等 方法 就 是 这 方面 的 例子 . 
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1.4.6 ”用 函数 图 像 求 方程 (组 ) 的 近似 解 (习题 372-380) 


由 于 许多 精密 的 求 根 方法 都 需要 事先 给 定 所 要 求 的 根 的 近似 值 作为 初始 值 , 因此 
从 函数 图 像 得 到 的 根 的 近似 解 即 使 比较 粗糙 , 也 是 有 意义 的 . 这 里 只 举 一 个 例子 . 
习题 373 利用 图 像 解 方程 za - 4z -1 工 = 0. 


8 一 T3 一 4r 


解 这 里 有 几 个 方法 ， 一 种 方法 是 作出 函数 
=z3 一 4z 一 1 的 图 像 , 然后 从 该 图 像 与 > 轴 的 交点 
位 置 来 读 出 其 近似 人 | 
这 里 采取 另 一 种 方法 , 即 分 别 作出 y = z3 -4z 上 一 
和 2 = 1 的 图 像 , 然后 从 它们 的 交点 读 出 其 横 坐 标 
作为 根 的 近似 值 . 如 附 图 所 示 , 三 个 根 的 近似 值 约 为 
一 1.9, 一 0.3 和 2.1， 口 
注 用 Mathematica 软件 求 出 的 三 个 根 的 近似 
值 为 -1.8608, -0.2541 和 2.1149. 习题 373 的 附 图 


1.4.7“ 补 注 


从 前 面 可 见 , 为 了 作出 较为 准确 的 草图 , 其 中 的 单调 性 分 析 起 了 最 为 重要 的 作用 . 
困难 往往 在 于 缺乏 微分 学 工具 时 , 对 较为 复杂 的 函数 很 难 作出 这 样 的 分 析 . 

在 这 个 补 注 中 ， 我 们 将 用 初等 方法 ( 即 指 不 用 微分 学 工具 ) 分 几 步 来 解决 在 习题 
369(g) 过 到 的 函数 z(b =tEHT， 3 人 = (十 1 ， 习题 370.1(g) 的 解 1 中 的 辅助 函数 
jb = t+ 和 解 2 中 出 现 的 两 个 函数 z() = tt 和 3( = 如 人 = 1 1 的 单调 性 分 析 
问题 . 它们 在 有 关 问 题 的 作 图 中 起 关键 作用 . 

1 对 yt) = (+ 1 二 的 单调 性 分 析 (参见 右边 的 附 图 ) 

这 个 函数 在 上 = 0 处 没有 定义 , 但 不 难 证 明 它 有 极 
限 . 对 于 还 没有 学 习 函 数 极限 的 读者 来 说 , 至 少 可 以 从 数 
列 极 限 来 理解 以 下 内 容 . 

令 避 = 直 ， 其 中 po 一 +oo， 同和 知 
道 有 im ; 生生 同 理 令 世 = 二 , 其 中 om 一 一 co， 
就 又 得 到 ,im 4( 约 ) = 。. 综合 起 来 这 就 表明 任何 数列 
如 一 0 ( 且 其 每 一 项 非 零 ) 时 , y(tn) 一 定 趋 于 e. 


在 函数 极限 理论 中 用 归结 原理 过 渡 就 可 以 得 到 limyGb = e 类 似 地 不 难 建立 
Y(-1-0) = +co 和 3%(+oeo) = 1 的 结论 . 其 中 后 者 可 以 利用 习题 65 和 夹 逼 方法 得 到 . 
下 面 主要 是 证 明 y( 罗 在 区 间 (0, +co) 和 (--1,0) 上 分 别 严格 单调 递减 . 


革 
3(t 一 (t1) 


祝 2.718 28 


二 登入 2 3 4 下 
函数 8 = 人 t 十 1)4 的 图 像 
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利用 81.2.9 中 的 命题 1.4(6) 所 提供 的 代入 法 , 可 见 只 需要 对 于 自 变 量 为 有 理 数 的 
情况 作出 单调 性 证 明 就 已 经 足够 了 . 
对 于 上 > 0, 设 ma mam 为 正 整 数 , 上 且 使 得 
和 = 2 > 如一 人， 


即 满足 ri > rn2, 就 可 以 用 平均 值 不 等 式 如 下 : 
La < 
全 时 -[G 本 并 


_ ma (1+ 了 ) + (ma 一 ma) 


= 一 1 十 Le 呈 

TI 妃 

这 等 价 于 (ta) < (ta), 即 已 经 证 明 yt) 严格 单调 弟 短 . 这 同时 也 就 解决 了 习题 369(g) 
中 的 gj(t) 的 单调 性 分 析 问题 

对 于 -1 <t < 0, 用 相同 的 方法 可 以 证 明 也 是 如 此 ， 

2. 对 zG) =tEET 和 3 ts 的 单调 性 分 析 (参见 习题 370.1(g) 的 解 2 及 其 附 图 3) 

如 前 所 说 用 y = t 的 方法 得 到 参数 上 的 两 个 函数 

(从 = 王 iT， 3( 才 三 如 (t) = 1 看. 

将 alt) 与 (十 1) 圭 作 比较 , 就 可 以 知道 它们 之 间 只 相差 + 的 一 个 单位 平移 , 于 是 
即 推出 ztb) 在 0 < 上 < 1 和 L > 1 时 均 为 严格 单调 递减 , 量 在 补充 定义 z(1) = e 后 成 为 
t+ > 0 上 的 严格 单调 递减 函数 . 

对 于 (tb) 则 只 需要 将 它 改写 为 

-二 


xb=tEr = (了 ) 于， 
可 见 y(t) 与 z(b) 只 相差 关于 + 的 倒数 变换 , 因此 推出 y(t) 在 0 <t < 1 和 + > 1 时 均 为 
严格 单调 递增 , 且 在 补充 定义 y(1) = 。 后 成 为 上 > 0 上 的 严格 单调 递增 函数 ， 
3. 对 二 的 单调 性 分 析 (参见 习题 370.1(B) 的 解 1 及 其 附 图 1) 
为 与 前 后 比较 方便 起 见 改 用 z 为 自 变 量 . 

， 设 mm > mi > e 则 有 + > 1 使 得 za = tzl， 同时 (利用 前 面 的 讨论 ) 还 成 立 
tt < es 和 zl, 于 是 就 有 
区 : 基 中 工 可 
2 = (tn 一 [TD) zj < (z 生 1 za)zzs 一 ze 

这 就 证 明了 函数 x+ 在 区 间 le +co) 上 严格 单调 递 尖 

同样 对 于 0 < rz < zi 和 e, 存在 0 < 上 < 1 使 得 zz = tzl, 且 成 立 tt1 > e > zl 
以 下 的 推导 与 上 面相 同 , 只 是 要 利用 + - 1 < 0, 这 时 以 + - 1 为 指数 的 罕 函 数 是 严格 单 
调 吉 减 的 .这 证 明了 函数 >* 在 区 间 (0,e] 上 严格 单调 递增 

还 应 当 指出 , 在 区 间 (0,1) 上 函数 == 的 严格 单调 递增 性 的 证 明 可 以 从 守 函 数 和 指 
数 函数 的 单调 性 直接 推出 , 并 不 需要 如 上 的 推导 - 
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4. 对 z(b) = 的 单调 性 分 析 (参见 习题 369(g) 的 解 及 其 附 图 ) 
为 了 与 上 面 的 讨论 容易 比较 起 见 , 将 这 个 函数 改 记 为 y(z) = zz+I . 
与 前 面 的 z= 第 尺 关 亿 在 [0,1] 上 的 严格 单调 递增 性 是 容易 证 明 的 . 设 0 < zi < 


z< 1 则 就 有 1 > 元 二 T > 元 二 T > 去 , 于 是 就 有 


其 中 分 别 利用 了 竺 函数 和 指数 函数 的 单调 性 . 
主要 的 问题 是 讨论 z > ! 的 情况 . 从 y(z) 在 [0,1] 单调 递增 , y(1) = 1 和 ?yy(+co) = 1 
可 见 y(z) 在 [L,+co) 上 可 能 有 附 图 所 示 的 情况 , 即 先 递增 再 递减 . 

这 里 采用 的 方法 是 将 > 换 为 如 , 然后 问 是 否 有 使 得 y(z) = ytz) 的 t+ 头 1? 下 面 可 
以 看 到 可 由 此 确定 y(z) 的 单调 区 间 ， 并 得 到 Yo) 的 最 大 值 点 和 最 大 值 . 

从 yz) = y(tz), 也 就 是 z 二 =- Ga) 5 , 就 可 以 得 到 

zz (1.29) 

由 于 zx > 1, 上 式 左边 的 函数 是 z 的 严格 单调 递增 函数 , 上 且 当 z 从 1 单调 递增 赵 于 
+oo 时 , y(z) 也 从 1 单调 递增 趋 于 +oo, 应 用 反 函 数 定理 , 就 可 以 从 (1.29) 确定 出 唯一 
的 函数 z(t)， 

该 式 右边 的 函数 在 前 面 的 第 2 点 已 经 见 过 . 当 守 从 0 单调 递增 到 1 时 ，(1.29) 的 右 
边 从 +oo 严格 单调 递减 到 e, 而 刚才 确定 的 函数 z() 则 从 +eo 严格 单调 递减 到 某 一 个 
数 ro. 可 以 从 ze - =e 解 出 zo s 3.59112. 同样 , 当 t 从 1 单调 递增 趋 于 +co 时 ， 
(1.29) 的 右边 从 e 严格 单调 减 趋 于 1, 而 z(t) 则 从 ro 严格 单调 递减 趋 于 1. 

最 后 来 证 明 函 数 zs+i 在 [1, zol 上 严格 单调 递增 , 而 在 [zo, +oo) 上 严格 单调 递减 . 

设 zo < zl < 72?， 用 1， 人 tz1- 的 < zo < zl1, 于 是 就 有 


1 
FT - (tzi) 二 过 [人 tt 工 四 > ZI1] 好 :+ 


一 上 
= [(z(b sf 1 zj] tiTT 


一 2 < 
< [一 
对 于 1 < za < zl < zo, 则 有 te (0, 1), 使 得 za = tzli. 这 时 有 z(t) > zo > zl. 以 下 的 
推导 与 上 面相 似 , 只 是 要 利用 t-1<0 而 已 . 
这 样 就 完成 了 对 函数 > *+i 的 单调 性 分 析 , 而 且 知 道 在 > = zo 3.591 12 时 该 函 
数 达 到 最 大 值 (近似 地 为 1.321). 
注 由 zy=%r 引起 的 一 系列 问题 从 欧 拉 和 哥 德 巴赫 以 来 就 有 许多 有 趣 的 讨论 . 较 
新 的 一 文 见 美国 数学 月 刊 , 第 111 卷 (2004), 668-679 页 , 其 中 译文 见 数学 译 林 , 第 26 卷 
(2007), 第 2 期 , 117-125 页 . 又 见 该 刊 的 第 28 卷 (2009), 第 2 期 , 116-124 页 . 
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81.5 函数 的 极限 (习题 381-644) 


内 容 简介 ”这 一 节 在 数列 极限 的 基础 上 学 习 函 数 极限 , 通过 81.2 与 本 节 的 训练 , 坪 
以 在 极限 理论 方面 打下 比较 扎实 的 基础 ,从 而 为 进入 微 积分 学 做 好 准备 . 在 本 节 的 极限 
计算 中 要 突出 无 穷 小 量 的 阶 数 的 概念 , 同时 学 习 应 用 《习题 集 》 的 下 一 节 中 的 小 o、 大 
O、 等 价 记 号 ~ 和 等 价 量 代 换 法 . 

在 补 注 小 节 中 对 于 等 价 量 代 换 法 作 补充 说 明 , 给 出 函数 极限 的 复合 运算 的 充分 条 
件 , 讲解 一 些 较 难 的 习题 , 还 对 和 迭代 生成 的 函数 列 作 专门 讨论 - 


1.5.1 有 界 性 、 确 界 和 振幅 (习题 381-400) 


数列 的 极限 存在 时 必定 有 界 , 这 是 收敛 数列 的 重要 性 质 ( 见 831.2.6 的 习题 93). 概略 
地 说 , 当下 标 充分 大 后 收敛 数列 的 所 有 各 项 都 在 极限 值 的 某 邻 域 中 , 而 在 邻 域外 至 多 只 
有 数列 中 的 有 限 项 , 因此 数列 有 界 . 对 于 在 某 点 > = zxo 存在 极限 的 函数 f(z) 而 言 , 当 
z 进入 去 心 邻 域 (zo - 5,zo + 5) \ {zo} 后 , f(z) 都 在 极限 值 的 某 邻 域 中 , 但 在 该 邻 域外 ， 
在 函数 的 定义 域 中 仍 可 能 有 许多 点 , 从 而 f(z) 未 必 有 界 . 因此 当 函 数 f(z) 在 z = zo 存 
在 极限 时 只 能 得 出 函数 在 该 点 局 部 有 界 的 结论 . 

作 
习题 881 证 明 ,函数 fla) mi， 7 一 下，m 人 n 为 互 束 整数 , 且 m > 0， 症 三 
0， z 为 无 理 数 

个 点 zx 上 , 它 的 值 是 有 限 的 , 但 不 是 局 部 有 界 的 ( 即 在 该 点 的 任 一 邻 域内 是 无 界 的 ). 


解 “ 按 题 意 只 要 对 于 任意 给 定 的 点 zo, e > 0 和 M > 0, 找 出 一 个 有 理 点 > = 对， 
使 得 它 落 在 邻 域 Oe(zo) 内 , 且 满足 f(z) = 交 > ML 

取 是 大 于 max{X1， 二 } 的 素数 . 由 于 素数 有 无 限 多 个 , 这 是 可 能 的 . (素数 有 无 限 
多 个 的 定理 是 古 希腊 数学 家 早已 证 明 的 事实 .) 

这 时 所 有 以 该 素数 m” 为 分 母 的 有 理 分 数 于 有 无 限 多 个 . 若 mm 与 素数 ” 可 约 , 则 mm 
只 能 是 m 的 倍数 ,去掉 这 样 的 分 数 之 后 , 在 留 下 的 到 全 体 中 , 相 邻 两 个 分 数 之 间 的 距 
离 不 会 超过 生 ， 由 于 的 取 法 , 已 经 有 2 < 2e, 因此 至 少 有 一 个 对 落 在 邻 域 Oe(zo) 
之 中 , 而 这 时 就 有 7( 灾 ) = 中 > M.， 口 


习题 382 如 果 在 (a) 开 区 间 ，(b) 闭 区 间 上 的 函数 f(z) 有 定义 , 而 且 是 局 部 有 界 
的 , 那么 这 个 函数 在 所 给 定 的 开 区 间或 闵 区 间 上 是 有 界 的 吗 ? 并 分 别 举例 说 明 . 


解 ”本 题 讨 论 与 上 题 不 同 的 另 一 个 问题 : 车 f(z) 在 区 间 上 每 点 局 部 有 界 , j(z) 是 
和 否 有 界 ? 

(a) 记 开 区 间 为 (a, 包 .由 条 件 知 对 每 一 个 zo s (a,b, 存在 jc。> 0, 使 flz) 在 
(zo -- bco,zo + 5zo) 上 有 界 . 但 无 穷 个 界 中 未 必 有 最 大 的 一 个 可 以 作为 f(z) 的 界 . 例如 
Hz) = 二 ,ze (0,D, 即 为 无 界 的 . 


友 ， 
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(b) 记 闭 区 间 为 [ww 角 、 同 (a) 一 样 , 对 于 每 一 个 ro e [w, 引 , 存在 6-。> 0, 使 
jz) 在 (zo - bcozo + bco)n 忆 上 有 界 . 由 有 限 覆 盖 定 理 知 道 , 可 从 开 区 间 集 
{(zo - jco,zo 十 gco) | zo e [o, 如 } 中 选 出 有 限 个 即 可 覆盖 fo, 中， 而 对 应 的 有 限 个 界 中 的 
最 大 者 可 取 作 为 f(z) 的 界 . 

若 覆 盖 定 理 尚未 学 到 , 上 法 录 存 备用 , 下 面 给 出 另 一 个 方法 . 

用 反 证 法 . 若 在 题 设 条 件 下 , 所 述 函数 无 界 , 则 仿 81.2.6 的 习题 126 知 存在 
{zn} c [@, 引 使 |F(za)| > m. 由 习题 125 ( 即 凝聚 定理 ), 存在 {zn} 的 收敛 子 列 {zp， 
记 其 极限 为 zo e [o, 避 ,而 |f(zz)| > Pr 一 +oo (mn 一 oo), 这 与 f(z) 在 zo 局 部 有 界 矛 
盾 . 口 

注 “对 于 已 经 学 过 数学 分 析 的 读者 来 说 , 可 能 会 觉得 本 题 极其 “初等 " 然而 我 们 认 
为 还 是 需要 对 于 第 一 次 见 到 这 类 习题 的 初学 者 说 几 句 话 . 

首先 , 本 题 是 两 个 开放 式 的 证 明 题 (简称 为 开放 题 ), 因为 对 于 开 区 间 和 闭 区 闻 的 最 
后 结论 完全 不 同 , 而 在 题 意 中 对 此 没有 任何 提示 . 这 本 身 就 是 困难 . 设想 某 位 初学 者 以 
为 开 区 间 上 处 处 局 部 有 界 的 函数 在 整个 开 区 间 上 一 定 有 界 , 然后 想方设法 去 证 明 它 , 会 
成 功 吗 ? 

其 次 , 对 于 表面 上 完全 相同 的 两 首 题 , 我 们 的 答案 完全 不 同 , 为 什么 ? 

仔细 看 一 下 该 题 就 可 以 知道 , 题 中 实际 上 提出 的 是 一 种 猜测 , 即 在 定义 域 上 处 处 局 
部 有 界 的 函数 在 整体 上 有 界 . 将 它 作为 一 个 待 证 的 命题 , 则 在 开 区 间 情 况 它 是 不 成 立 
的 . 因此 只 要 举 一 个 例子 就 够 了 . 这 种 用 于 否定 一 个 命题 (或 论断 ) 的 例子 就 称 为 反例 . 
对 于 闭 区 间 则 情况 完全 不 同 . 这 里 该 命题 是 成 立 的 , 于 是 就 需要 给 出 严格 的 证 明 . 

那么 如 何 知 道 本 题 所 含 的 两 个 结论 怡 好 相反 , 因而 会 采取 完全 不 同 的 策略 呢 ? 这 里 
只 能 说 我 们 在 学 习 过 程 中 必须 积累 一 些 基 本 的 知识 和 结论 ,它们 往往 可 以 作为 思考 问 
题 的 依据 . 有 一 位 数学 家 (也 许 不 无 偏颇 地 ) 说 过 , 在 数学 中 只 有 两 种 内 容 是 重要 的 , 一 
是 定理 , 二 是 反例 . 可 以 理解 , 定理 告诉 我 们 什么 是 正确 的 , 反例 告诉 我 们 什么 是 不 正确 
的 . 在 这 个 意义 上 它们 具有 同等 的 重要 性 . 

最 后 , 可 以 想到 , 在 今后 还 会 遇 到 许多 这 样 的 开放 题 , 特别 是 在 科学 研究 中 遇 到 的 
许多 问题 , 事先 不 知道 它们 的 答案 , 那 时 怎么 办 ? 这 里 的 回答 只 能 是 在 摸索 中 积累 经 验 ， 
逐步 增强 自己 对 于 命题 和 猜测 的 判断 能 力 . 即使 如 此 , 判断 错误 还 是 会 经 常 发 生 的 . 实 
际 上 这 就 是 科学 研究 本 身 的 特点 . 科研 中 遇 到 的 问题 与 学 习 中 的 作业 题 包括 《习题 
集 》 中 的 习题 ) 相 比 , 最 大 的 不 同 点 在 于 : 前 者 没有 现成 的 答案 , 而 后 者 则 肯定 有 答案 . 


习题 383 证 明 , 函数 flz) 一 二 二 在 区 间 -oo < z < +eo 上 是 有 界 的 . 


解 1 jz) 为 偶 函 数 ,对 z>0 
注意 到 flz) 一 0 (z 一 +oo), 故 对 so = 1, 存在 Xo > 0, 当 z> > Xo 时 | jz)| < 1. 
当 0O<zsXo 时 ,|j(zj|<1+X3, 故 f(z) 在 [0,+oo) 中 以 1+ 冯 为 界 口 


人 名 
解 2 由 < 1+z4 2 < 二 故 flc)<1+ 走 = 总 昌 
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解 3 在 作 以 上 两 种 估计 时 , 或 将 自 变量 分 段 , 或 把 函数 分 为 两 个 , 这 些 都 会 影响 估 
计 的 精度 . 下 面 对 函 数 作 整体 考虑 , 求 其 最 “确切 ”的 界 , 即 确 界 . 
用 三 角 函 数 代 换 , 令 z2 = tant (0 <t< 子 ) 代入 f(z) 得 


0< jz) = 二 多 nt = coszt+ costsint 一 二 (1L +cos2t 十 sin28 
sec2 呈 


= 坦 (L+ 下 ) < 赤 (L+V3) = 1207. 


注意 这 样 估计 得 到 的 上 界 是 可 达 的 , 故 是 最 小 的 上 界 , 即 上 确 界 . 下 界 0 虽 不 可 达 ， 
但 可 无 限 接近 ( 即 当 z 一 +eo 时 /(z) - 0), 故 是 最 大 的 下 界 , 即 下 确 界 ， 口 


习题 384 证 明 , 函数 f(z) = 二 cos 二 在 z = 0 的 任何 邻 域内 是 无 界 的 , 但 在 
2z 一 0 时 不 是 无 穷 大 量 . 


解 ”考虑 趋 于 z = 0 的 两 个 数列 {zkj，fz 人 : 
取 mx = 引 =12…， 则 J(zh] = 2kr 一 +oo (一 oo)， 


取 政 = 于 天 ,12…, 则 19 


故 j(z) 在 z=0 的 任意 邻 域内 无 界 , 但 当 z 一 0 明 个 是 元 办 后 汪 

人 示 下 得 出 的 . 函数 全 元 cos 志 工 的 图 像 是 直 
角 双 曲线 十 与 cos 二 的 图 像 的 乘积 , 后 者 与 习题 299 中 sn 二 1 的 图 像 是 类 似 的 (参见 
81.4.2 中 该 题 的 附 图 ) 口 

下 面 还 有 不 少 习题 要 求 确定 某 个 函数 在 定义 域 上 的 上 下 确 界 及 其 振幅 ,我 们 只 给 
出 其 中 的 第 一 题 的 解答 , 它 有 典型 意义 . 


习题 386 证 明 , 函数 /(z) = 
为 1， 


解 由 于 f(z) 在 [0,+co) 上 非 负 , 因此 f(0) = 0 是 函数 所 能 取 到 的 最 小 值 , 它 就 
是 下 确 界 . 另 一 方面 , f(z) < 1 处 处 成 立 , 因此 1 是 的 一 个 上 界 . 下 面 证 明 它 就 是 最 
小 的 上 界 . 

为 此 任 取 0 < s < 1, 我 们 来 看 是 否 在 定义 域 0,+oco) 内 存在 某 个 点 z, 使 得 
Jjf(z) > 1 一 上. 

从 7(z) 一 工 和 E 
的 . 由 此 可 见 1 一 = 不 是 7 的 上 界 . 因此 1 是 最 小 上 界 , 即 上 确 界 ， 口 


1.5.2 ”函数 极限 的 定义 (习题 401-407) 


这 里 除了 前 两 个 古 相 当 于 数列 极限 中 的 习题 41-43 的 对 应 物 之 外 , 其 他 都 是 为 熟悉 
各 种 函数 极限 的 定义 而 设置 的 . 
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函数 极限 有 许多 种 不 同 的 类 型 . 为 方便 起 见 , 我 们 将 以 下 函数 极限 称 为 基本 类 型 ， 
即 设 w 4 为 有 限 实数 , 设 函数 在 以 a 为 中 心 的 去 心 邻 域 Q 上 有 定义 , 称 了 在 点 a 处 存 
在 极限 4, 记 为 
Jim flz)=4， 
如 果 对 任意 数 e > 0, 存在 数 5 = 5(e) > 0, 使 得 当 0 < lz - al < 5 时 , 不 等 式 
Le) ~- 4| < e 成 立 . 也 可 记 为 flz) ，4 (z -oa). 
所 有 其 他 类 型 的 函数 极限 定义 可 以 从 基本 类 型 的 函数 极限 定义 加 以 变更 而 得 到 . 
从 自 变量 方面 来 看 , 基本 类 型 的 函数 极限 定义 中 所 用 的 去 心 邻 域 0 < lz- al < 5 应 修改 
如 下 : 
对 于 z 一 a+0, 改 用 ae<z<a+6 或 0<z-a< 或 ze(aa+g); 
对 于 z 一 a-0, 改 用 ae-6<z<w 或 -5<z--a<0, 或 ze(la--ba)i 
对 于 z 一 oo, 改 用 |z| > 吾 > 0; 
对 于 z 一 +oo, 改 用 z > 已 > 0; 
对 于 z 一 -oo, 改 用 z < -已 < 0. 
从 因 变 量 方面 来 看 , 基本 类 型 的 函数 极限 定义 中 的 |f(z) -- 4| < < 应 修改 如 下 ;: 
对 于 4 = oo, 改 为 |f(z| > CG> 0; 
对 于 4 = +oo, 改 为 1(z) > G > 0; 
对 于 4= -oo, 改 为 flz) < -G < 0; 
对 于 4 =)- 0, 改 为 0 一 e < f(z) < 庆 
对 于 4=8+0, 改 为 b < flz) < 十 E. 


本 节 以 下 的 习题 内 容 主要 是 函数 极限 的 计算 , 其 中 较 常见 且 较 困难 的 极限 是 各 种 
类型 的 不 定式 , 在 不 定式 中 常见 的 有 和 2 ,0 . co, co -- co, 0", co0, le 等 类 型 , 计算 的 
基本 方法 是 用 代数 三 角 等 运算 或 变量 代 换 把 未 定 因 式 、 无 穷 小 因 式 和 无 和 大 因 式 析出 
加 以 比较 ; 还 需 结 合 等 价 无 穷 量 的 代 换 , 先 算出 确定 因 式 ( 非 零 , 非 无 穷 ) 的 极限 , 利用 
一 些 已 知 结果 等 

以 下 根据 计算 极限 的 函数 类 型 分 成 几 个 小 节 来 介绍 . 


1.5.3 有理 函数 的 极限 计算 (习题 408-434) 


本 小 节 主 要 计算 有 理 函数 的 极限 . 常用 因 式 分 解 、 二 项 式 展开 等 代数 方法 析出 未 定 
因 式 加 以 处 理 , 有 时 也 引用 简单 的 变量 代 换 . 
四 对 数学 分 析 中 的 函数 极限 来 说 , 函数 太 在 点 a 的 某 个 去 心 邻 域 上 有 定义 已 经 足够 . 在 《习题 集 》 的 
新 版 中 将 以 a 为 中 心 的 去 心 邻 域 改 为 “以 a 为 聚 点 的 集合 X = {zj>, 这 更 一 般 一些 ， 相应 地 对 于 下 面 的 条 
件 “0 < lz -al < 如 需 要 增加 “对 f(z) 有 意义 的 z" 的 规定 . 
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这 里 的 前 三 个 题 是 基础 . 习题 408 解决 了 z 一 co 时 的 多 项 式 的 极限 问题 , 习题 409 
和 410 则 分 别 解决 了 z 一 co 和 z 一 a 时 的 有 理 分 式 函 数 的 极限 问题 ， 

习题 408 设 P(z) = aoz"+aizn" 1 十 … 十 am 其 中 ai 人 =0,1 ,mu1,ao 天 
0) 是 实数 , 证 明 Jim_|P(J| = +oo, 

解 ”P(z) 的 非 零 系数 对 应 的 项 当 z 一 co 时 为 无 穷 大 量 , 关键 在 于 注意 oo 关 0 时 
aozn” 是 其 中 最 高 阶 的 无 穷 大 量 , 从 而 起 主要 作用 . 

从 三 点 不 等 式 (参见 习题 21(b)) 得 到 

|P(z)| > laoz"| 一 laatz" | 一 一 |onl 


= lel 人 (十 果 -…- 二 


由 于 上 式 右边 括号 内 的 表达 式 当 z 一 co 时 的 极限 等 于 1, 因此 存在 妃 > 0, 使 得 当 
lz| > 媚 时 有 


lall |an| 1 
T 二 二 … 一 2 
laol lz| lool :jz"| ”2 


于 是 就 有 |P(z)| > 志 laol .|zl|”， 可 见 成 立 lim |P(z)| = +eco， 口 


7 m 一 1 ，。。 
习题 409 设 Rn - 训 肝 二 二 人， 其 中 ao 尖 0, 加 尖 0, 证 明 


oo， 兄 > 17 
im R(z) = 全， 姥 一 7 
0， 寻 < Im 


解 ”从 习题 408 知道 本 题 是 二 型 的 不 定式 . 

对 于 mn > m 的 情况 , 将 分 子 分 母 同 除 以 zm, 则 当 z 一 co 时 分 母 趋 于 bo 关 0, 分 子 
从 上 一 题 知 道 趋 于 无 穷 大 , 因此 分 式 的 极限 为 oo. 

对 于 = mm 的 情况 , 将 分 子 分 母 同 除 以 z", 则 当 z 一 co 时 分 子 和 分 母 分 别 收敛 于 
ao 和 jo, 根据 极限 运算 的 除法 法 则 就 知道 分 式 的 极限 为 名. 

对 于 m < mm 的 情况 , 将 分 子 分 母 同 除 以 z", 则 当 zx 一 co 时 分 子 收敛 于 ao, 而 分 母 
则 趋 于 无 穷 大 , 因此 分 式 的 极限 为 0， 口 


加 , 其 中 P(z) 和 Q(z) 是 z 的 多 项 式 , 且 P(a) = Q(o) = 


0, 问 表达 式 lim 三 4z) 有 怎样 的 可 能 值 ? 
Ga) 


习题 410 设 R(z) = 


解 ”根据 韦 达 定 理 , 这 时 多 项 式 P(z) 和 @(z) 都 可 以 用 z - a 除 尽 , 因此 存在 因 式 
分 解 
P(z) = 六 (zj 一 ao，QGz)=Qaz)c 一 ao 
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其 中 多 项 式 已 (z) 和 Qi(z) 满足 条 件 已 (a) 夭 0, Qi(a) 夭 0. 
由 于 在 z 一 a 的 函数 极限 定义 中 始终 要 求 z 地 o, 因此 可 以 约 去 分 子 分 母 中 共同 的 
(z - oa) 的 寡 次 , 然后 与 上 题 类 似 地 得 到 以 下 结果 : 


0)， 即 > 7 
_ 五 (o) 
人 
oo) 1<7m10. 口 


注 1 这 两 个 习题 为 以 下 的 习题 提供 了 有 力 的 计算 方法 . 

习题 409 表明 对 于 有 理 分 式 函数 的 情况 , 当 自 变量 > 一 ce 时 , 只 要 根据 分 子 分 
母 的 最 高 次 项 系数 就 可 以 解决 这 时 的 熏 型 的 不 定式 问题 . 习题 410 则 表明 , 如 果 当 
Z 一 4 时 出 现 型 的 不 定式 时 , 则 只 要 对 分 子 和 分 母 的 多 项 式 分 别 分 离 出 (z - o) 的 所 
有 千 次 , 然后 约 去 它们 的 共有 部 分 , 就 可 以 解决 此 时 的 不 定式 问题 

注 2 在 很 多 习题 中 都 是 m = mm 的 情况 , 这 时 如 何 快 速 有 效 地 计算 出 媚 (o) 和 
Qa(a) 是 一 个 问题 . 若 ac = 0, 则 在 P(z) = 已 (z)z" 且 玉 (0) 关 0 的 条 件 下 , 容易 看 出 
已 (0) 就 是 P(z) 按 * 的 寡 次 排列 的 展开 式 中 次 数 最 低 项 z” 项 的 系数 . 对 Q(z) 也 可 作 
同样 的 讨论 . 

由 此 可 见 , 在 确定 了 m = 部 之 后 , 只 需要 求 出 多 项 式 P(z) 和 @(z) 按照 (z - oa) 的 
赛 次 展开 式 中 的 最 低 次 项 (z - a)” 的 系数 即 可 . 这 有 许多 代数 方法 可 用 , 例如 二 项 式 定 
理 等 . 这 样 就 为 许多 习题 的 计算 提供 了 较 好 的 方法 . 

根据 以 上 分 析 可 见 , 在 今后 写 出 z -~ a 的 赛 次 的 多 项 式 时 , 将 经 常 采用 升 赛 排列 , 这 
对 于 极限 计算 特别 方便 ， 
(1 十 z)(1 十 2z)(L 上 +3z) 一 1 

了 了 


习题 412 求 Ji 


解 1 本 题 属 号 型 . 将 分 子 按照 升 守 排列 展开 , 提出 最 低 阶 的 无 穷 小 量 z 得 
lim (1+z)(1+2z)(1 二 3z) 一 1 z(6 十 11z 十 6z2) 
人 区 


了 0 


解 2 也 可 用 递 推 的 方式 解 之 : 
(L+z)GL+2z)(L+3z) 一 1 


一 lim =6. 口 
一 0 


lim 


一 0 


lim 


一 0 


(taQG+2- +(GL+ad+25).3) 


一 lim 十 3=…=1+2+3=6 口 
一 0 


解 3 直接 看 出 分 子 按照 * 的 寡 次 作 升 寨 排列 时 的 第 一 项 为 (1 十 2 + 3)z = 6z, 即 
可 知 答案 为 6， 口 


(1 十 z)(1 十 2z) 一 1 
代 


2 
习题 424(a) 求 lim 卫士 2 十 … 十 2 一 对 
了 一? 工 汰 人 


解 这 是 呈 型 的 不 定式 . 用 代 换 + = z - 1, 即 有 = = 1 十 十 则 分 式 改 写 为 
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(1 二 有 十 (十 证 十 (1 十 说 一 必 
了 


由 于 这 时 分 子 当 上 一 0 时 为 0, 如 习题 410 的 注 2 所 示 , 只 要 计算 出 分 子 多 项 式 中 的 上 的 
一 次 项 的 系数 即 可 . 从 一 项 式 定理 可 见 这 就 是 1 + 2 二 … 十 m = 2 二 贡品 


习题 426 求 Jm 加 一 个 二 二 区 一人 on 是 正 整 ) 

解 “由 于 分 子 在 z = a 时 为 0, 因此 是 人 型 的 不 定式 . 如 习题 410 的 注 2 所 示 , 只 
需要 计算 出 分 子 按照 (z -- a) 的 宕 次 写 出 的 多 项 式 中 (z -oj? 项 的 系数 , 这 就 是 所 要 的 
答案 . (当然 在 计算 中 需要 注意 分 子 的 一 次 项 z - a 的 系数 是 否 为 0.) 

为 此 只 需要 考虑 分 子 的 第 一 项 . 应 用 二 项 式 定理 就 有 


ao 一 JJ an-2( 


Zn 一 on 一 [ao+(z 一 oj 一 on 一 nanr-l(z 一 ao) 十 一 0)2 十 we 


其 中 未 写 出 的 是 (z 一 a) 的 罕 次 大 于 等 于 3 的 有 限 项 . 可见 要 non 
这 是 在 ”> 2 时 得 到 的 , 但 它 对 于 ”= ! 仍 成 立 . 因 分 子 恒 等 于 0, 极限 当然 等 于 0， 口 
习题 428 求 lm ( 工 思 赤 - 诫 2 ) (m 和 是 正 整数) 


2 


解 1 这 是 co - oo 型 的 不 定式 . 如 前 面 在 81.2.9 的 第 1 点 中 所 说 , 它 总 可 以 转化 为 

中 型 的 不 定式 . 为 此 通 分 就 得 到 
mL _ 史 到 一 人 十 nz 一 TREE 
工 一 mm 1 一 2 (1 一 zm)(1 一 za) ， 

可 见 分 母 在 提出 因子 (z - 1)2 之 后 , 余下 的 因 式 在 > = 1 处 不 等 于 0. 从 而 只 要 将 右边 
分 式 的 分 子 和 分 母 分 别 按照 (z -- 1) 的 赛 次 展开 并 计算 出 其 中 的 (z - 1)? 项 系数 后 相 除 
就 是 本 题 的 答案 ， 

这 项 计算 并 不 复杂 . 对 分 子 可 计算 其 中 的 后 两 项 : 

mdzm 一 mmzn 一 ml+(z 一 DTD 所 一 mL+(z 一 J] 


=a+m-D+mooDe 一 D2 十 …] 
一 m[1 十 mn(z 一 1) 十 人 zc- 32 十，…] 


一 也 一 各 十 
其 中 未 写 出 的 是 (z -- 1) 的 守 次 大 于 等 于 3 的 有 限 项 . 又 观察 到 分 母 按照 (z - 1) 的 罕 次 
展开 的 最 低 次 项 是 (z -- 1)2, 其 系数 是 
[(1+z 二 … 士 2m 1) (1 十 2 十 … +zn| 一 mn， 
这 样 就 得 到 本 题 的 极限 为 亚 末 和。 口 


解 2 利用 代数 恒等式 
1 一 zk 一 (1-z)(1+z 二 十 zk 


和 外- 当 三 湖人 和 十 
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也 可 解决 . 注意 到 上 式 的 因 式 1+z+…+zk 一 bz 一 JJ) 在 z 一 1 时 既 非 无 穷 小 ， 
也 非 无 穷 大 , 故 在 两 个 分 式 通 分 后 可 以 先 求 分 母 中 这 种 非 零 因 式 的 极限 , 而 不 影响 原 式 
人 最 后 再 利用 习题 424(a) 的 结论 , 得 到 
1 计 mn(1 一 Zn) 一 ?2(1 一 Zm) 
工 一 2Zm z-1 (1 一 zm)(1 一 27) 
区 人员 .十 Zn-1) 一 n(1E 十 并 十 十 Zm-1) 
zi LTZT 二 miTZ+ 二 Zn 一 2) 


Jim( 


1 ， m(1+z 十 … 十 zn-I) 一 n(1 二 十 … 十 Zm-1) 
一 lim 
17272 Z 一 工 1 一 Z 
本 mlz+z2 十 … 十 Zn 一 (一 1] 一 nz+z2+…+zm-1- 人 (mm 一 1)] 
YY zz 一 1 Z 一 工 
__ 1 1man=-bn nm 一 bUmNy_ 到 一 mm 
= -而 ( 2 二 2 ) - 公章 


本 小 节 的 最 后 几 题 (习题 429-434) 是 与 等 寡 和 有 关 的 数列 极限 , 类 似 的 内 容 在 81.2 
的 习题 50-54 已 经 见 过 . 通常 有 两 种 方法 : 一 种 是 将 等 寡 和 写成 封闭 式 , 然后 比较 分 子 
分 母 的 最 高 阶 无 穷 大 ; 另 一 种 是 用 施 托 尔 欧 定 理 . 通常 后 者 先 求 差 , 前 者 先 求 和 , 后 者 可 
能 要 简单 一 些 , 特殊 情形 则 需 因 地 制 宜 处 理 . 

习题 430 求 lm 二 [(=+ 全 ) + (z+ 笃 ) 十 十 (z+ 也 ua) ]. 


解 利用 81.1.1 的 习题 1 和 2 即 可 计算 如 下 


革 才 全 


。 1 了 2 ，2az 区 的 2 2 _ 1)2 
一 ,im 寺 [m J)z: 证 人 二 2 二 人 ID)+ 全 2 (1 十 2 二 十 (一 1) )] 
一 22 ii 邓 . 玫 5 和 + 邱 - 埋 过 过 
所 六 十 im [ 7 6 人 lj)n(2n 二 


13 十 4 十 73 十 … 十 (3n 一 2)? 
习 求 1 一 一 
习题 433 求 lim。 [L 十 4 十 7 十 … 十 (3n 一 2)]2 


解 记 mm=18+4 和 二 73+… 二 (3 一 2)3 mn 一 [1L+4+7+… 十 (3n 一 2)]2. 由 
于 数列 {gn} 严格 单调 递增 趋 于 +co, 计算 得 到 


Zn+l 一 Zn (3m 十 1)3 
ynH 一 名 [1L+4 二 … 十 (3n 十 1 一 [十 4 十 :十 (3n 一 3)] 
(3m 十 1)3 


四 (名 +9etD) (名 Da 


本 (3n 十 芒 7” 忆 人 2 
(an 上 +2)(m +1 3n 一 1)mn 号 3 
( ) 天 本 ) 写 十 总 


2 
故 可 从 施 托 尔 茨 定理 知道 im 和 =3. 口 
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习题 434 求 由 抛物 线 y = (全 ) ， Orz 轴 与 直线 rz = a 所 围 成 的 曲 边 三 角形 
O4M 的 面积 , 把 它 看 作 底 边 长 为 4 的 内 接 矩 形 的 面积 之 和 在 mn 一 co 时 的 极限 , 
解 如 附 图 所 示 , 在 曲 边 三 角形 内 作出 以 妈 为 底 ， 
旨 (在 ) 人 = 1 2,m 一 为 高 的 m -1 个 内 搂抱 形 ， | 作 
其 面积 之 和 为 
和 一 1\2 
3 时 二 ) 十 晤 - 人 ) + 二 号 ) 
一 -到 亿 一 Un(2n 一 1) 
_ am 一 1(2n 一 1 


6m2 9 下 
故 所 求 面积 为 im Sn = 他 口 


1.5.4 无理 函数 的 极限 计算 (习题 435-470) 

这 里 的 习 昕 的 处 理 原则 与 有 理 函数 情况 是 类 似 的 . 对 于 -2 型 的 不 定式 ,可 以 将 分 
子 分 母 同 除 以 某 个 无 穷 大 量 以 消除 不 定式 ; 对 于 和 型 的 不 定式 , 则 设法 按 出 使 得 分 子 
和 分 母 当 z = a 时 等 于 0 的 因子 , 约 去 它们 共有 的 因子 . 一 条 容易 想到 的 思路 就 是 有 理 
化 , 即将 无 理 函 数 的 极限 计算 归结 为 上 一 小 节 的 有 理 函 数 的 极限 计算 

先 看 一 道 简单 的 例子 

ii VL+2z 一 3 

习题 437 求 lim ”5 

解 第 一 步 是 看 出 这 是 和 型 的 不 定式 , 因此 不 能 用 代入 法 .然后 用 初等 代数 运算 
处 理 分 子 , 使 得 能 够 与 分 母 相 消 , 这 就 是 用 共 斩 因 式 把 分 子 分 母 都 有 理化 :; 


， Vi+2z -3 ，/1+2z-9 VZ 十 2 
lim = lm( 
z-4  Vz-2 了 一 4 2Z 一 4 VI 上 +2z+3 


_4lim 2z-8 _ 革 
= 


就 本 小 节 的 所 有 习题 来 说 , 原则 上 用 初等 代数 运算 方法 都 可 以 解决 , 只 是 有 时 会 出 
现 比 有 理 函数 情况 繁复 得 多 的 计算 , 从 而 容易 出 错 . 那么 有 没有 比较 好 的 方法 来 计算 无 
理 函 数 的 极限 呢 ? 

这 样 的 方法 是 存在 的 . 学 过 微分 学 的 读者 都 知道 , 求 函数 极限 至 少 有 三 大 方法 : (1) 
等 价 量 代 换 法 , (2) 泰勒 公式 法 , (3) 洛 必 达 法 则 . 它们 中 间 的 任何 一 种 方法 都 可 用 于 解 
决 无 理 函 数 的 极限 问题 , 至 少 原则 上 要 比 初等 代数 方法 高 明 得 多 (后 两 种 方法 要 学 了 导 
数 之 后 才能 用 ). 

由 于 《习题 集 》 要 到 下 一 节 才 提 到 等 价 量 代 换 法 ， 然而 与 此 有 关 的 习题 却 全 在 这 
一 节 , 因此 我 们 建议 以 习题 444 及 其 进一步 的 发 展 ( 即 下 面 的 命题 1.7) 作为 解决 无 理 函 
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数 极限 计算 的 新 工具 . 
习题 444 求 lim -这 寺 二 一】 (是 非 零 整数 ) 


解 “ 对 为 正 整数 的 情况 , 令 1 一 (L+a) 立 -1 则 二 = (+bDn -1 一 央 二 十 加 
且 z 一 0 < 一 上 一 0. 于 是 有 
lm SET5-1 记 1 


zz 加 = 器 TFbrT 一 站 元 十 雹 一 六 
对 于 m < 0 为 负 整 数 的 情况 , 只 要 利用 -nm > 0 时 已 经 解决 并 作 如 下 计算 即 可 : 


Q+a 寺 -1 1 和 寺 动 二 
2 2 ) = 


lim 
Z 一 0 
为 便于 应 用 , 我 们 将 习题 444 的 结论 用 小 。 记号 改写 成 为 等 价 的 如 下 公式 : 
Vi+E=1+ 士 z+olz) (一 0). (1.30) 
其 中 olz) 是 z 一 0 时 高 于 一 阶 的 无 穷 小 量 ( 见 《习题 集 》 下 一 节 的 说 明 ). 也 可 以 定义 
olz) = o(l) z, 其 中 o(1) 即 是 当 z 一 0 时 极限 为 0 的 无 穷 小 量 . 
习题 444 ( 即 公式 (1.30)) 已 可 解决 本 小 节 的 大 部 分 习题 , 它 的 进一步 发 展 是 下 面 的 
命题 . 


1 
1 
严 
J 中 (Ga 十 IT) | 


(1 十 zj 二 一 工 二 二 元 1 

命题 1.7 设 m 为 非 零 整数 , 则 有 一 一 二 5 

证 与 习题 444 类 似 , 由 于 从 为 正 整 数 的 情况 推广 到 mm 为 负 整 数 的 情况 是 容易 
的 , 因此 只 给 出 m 为 正 整数 的 证 明 . 这 时 仍然 令 t= (1+znm -lz=(+tin 一 1 = 
0t 十 … 十 如 ,就 有 ， 


(+a 立 -1- 1s t 一 工 (G+ 坟 一 


四 于 一 器 一 Q+ 太 二 下 
1 了 一 了 ma 
全 和 ) _ 1-m 导 
t0 (nt 十 … 十 如 ) 2m: 
注 命题 1.7 的 结论 也 可 仿照 (1.30) 写 为 如 下 的 等 价 形式 : 
YITTZ=1 十 车 = 十 2 吨 z2 +o(z2) (z 一 0)， (1.30) 


同时 又 可 以 用 它 将 公式 (1.30) 改进 为 更 强 一 些 的 结论 : 
QG+a 立 = 1+ 填 z+OG2) (z 一 0)， 
其 中 O(z2) 的 意义 是 指 它 与 z2 的 比值 在 > = 0 的 邻近 有 界 ( 见 《 习 题 集 》 下 一 节 的 说 


明 ). 
以 下 简写 方式 也 是 常用 的 , 即 若 从 上 下 文 知道 所 讨论 的 极限 过 程 是 z 一 a 时 , 则 可 
以 将 O((z - a)?) (z 一 o) 简 记 为 0?. 类 似 地 将 O((z - aja) (z 一 a) 记 为 O3 等 等 . 
学 过 微分 学 的 读者 都 知道 , 公式 (1.30), (1.30") 等 就 是 泰勒 公式 的 特例 , 
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下 面 我 们 先 看 习题 444 的 应 用 方法 . 
习题 437 的 解 2 这 时 z 一 4 是 z 一 4 时 的 无 穷 小 量 . 令 z 一 4= 忆 则 有 


lim V1 二 2z 一 3 天 这 尖 V9+2(z 一 邹 一 3 要 高 V5 二 2 一 3 
z-4  VI 一 2 z 4 V4+(z 一 4 一 2 tr0 V4 十 上 一 2 


然后 再 看 公式 (1.30) 的 用 法 . 
习题 437 的 解 3 将 分 子 分 母 的 各 自 第 一 项 的 根 式 函数 用 公式 (1.30) 得 到 


VIT 殉 = V8+2C 二 有 =3V1+ 吕 (ec -和 =30+ 表 (rz 一 4]+olc 一 人 (一 人， 
VE=-V4+TE- 有 =2V/1+2 本 4 =20+ 吉 -名 +olz 一 和 人 一 多 ， 


其 中 o(z -多 即 是 当 z 一 4 时 比 (z - 多 更 高 阶 的 无 穷 小 量 , 然后 将 上 式 代 入 题 中 的 分 
式 就 有 


1 2 
二 人 二 区 -3 全 本 人 一 4 十 oz 一 全 
VE +o(z 一 汪 
可 二 ol 


再 看 几 个 例子 , 其 中 采用 上 述 习 题 437 的 解 3 中 的 方法 . 


27+Z-- 27 一 7 
习题 447 求 lm 一 一 一 一 一 一 . 
2 0 Z 十 2Vz4 


解 分 母 z+22z4 当 z (z 一 0) 时 等 价 于 z, 因此 可 换 为 > (这 就 是 等 价 量 代 换 
法 ), 分 子 则 可 以 用 公式 (1.30), 这 样 就 可 如 下 计算 : 


2 二 基 ( 汕 + 融 - 沪 =- 各) 
(+ 凋 +oa)) 本 (1- 凋 +oo)) 


了 


一 3 lim 

一 0 
癌 池 > 

2 二 
; Vz 十 2 一 六 zz 二 20 

449 求 lim Yz 二 < 一 YYz+20 
3 


解 对 于 题 中 的 三 个 根 式 函数 分 别 用 公式 (1.30), 得 到 在 > 一 7 的 渐 近 展开 式 : 
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V5+5=V9+G-T=3VWI+257-3(1+ 南 237)+oc-7 一 六 
+=- 07+G-=3 洋 +27 3 (1+ 可 :了 z7]+oz-7) (z 一 7)i 
2 


5T5= Wi6+CEJ=211+27 一 2 (1+ 到 . 7)+olz- 了 ) (一 7)， 
其 中 olz -7) 是 当 z 一 7 时 比 z_7 0 - 然后 将 它们 代入 题 中 , 并 约 去 
分 子 分 母 的 共有 因子 (z - 7), 即 可 有 : 

1 上 olD) 


1 
VE 。 百 - _7.16 _ 112 
区 二 瘟 +oD 2 时 


习题 451 求 芭 ET 可 
解 1 用 代 换 把 无 理 函 数 有 理化 . 令 4= 3T 红 -1 得 z= 二 (1+ 妨 -1D= 
222+… 十 硒 . 于 是 有 
吕 z(1 十 2 十， 十 至 ) 
lim 王 芝 一 lim 二 
rn0 5 一 (1+z) 和 人 二 2 二 十 三 ) 2 
解 2 直接 用 命题 1.7 得 到 
(5z) 1 .2.52 1 
误 旺 二 于 
(1 十 5z)5 一 1 一 言 (5z) 
解 3 用 (1.30') 即 有 


起 
(1 上 +5z) =1 十 吉 (5z)+ 1 (5z)2 + olz2) = 1+z 一 2z2+olz2) (z 一 0)， 


将 它 代 入 就 可 见 所 求 极限 为 -二 ， 口 

注 “从 无 穷 小 量 z 一 0 的 角度 来 看 , 可 见 问题 在 于 求 出 分 母 的 二 阶 无 穷 小 量 *? 项 
的 系数 . 这 也 就 是 命题 1.7 与 公式 (1.30') 的 作用 . 从 习题 451 的 解 1 可 见 它 与 命题 1.7 
的 证 明 完 全 相同 . 


习题 453 求 lm -YL 十 六 十 生 一 上 (m 和 郊 是 非 稚 加 数 ) 


解 1 用 习题 444 再 配合 递 推 法 (参见 81.5.3 的 习题 412 的 解 2】 就 可 计算 如 下 : 
已 1 十 az 如 十 Dr 一 1 


lim 
了 一 0 
四 SCwT- Yi+arz-lV_ 6 aa 
必 了 二 本 六 攻 


解 2 用 公式 (1.30) 可 计算 如 下 
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in SEEEE-1 -加 ( 晤 sroa)G+ az+ea)- 


一 0 0 了 
全 
:全 十 扫 )z +ol) 
三 lim = 实 十 卫 司 
ZI 一 0 了 7 肪 


， 3 2 
习题 455.2 求 im (二 志 一 元 2 污 )， 
解 1 取 ; = 4 朱 就 可 以 将 本 题 转化 为 习题 428 中 的 有 理 函数 的 极限 来 解决: 
上 3 2 志和 3 2 了 引 -2 、 工 
加 (一 1) = 加 (和 YY 严 ) = 二 
解 2 这 是 co -- co 的 不 定式 . 将 两 个 分 式 通 分 后 就 成 为 ， 的 不 定式 : 
im 304= 光 )-20 一 va 
2 v 可 (- 庆 ) 
先 分 析 分 母 , 用 公式 (1.30) 得 到 
4-vDL- 河 =04-VITGE-DG- +C- 功 


=[- 坪 c-D+oe-DIC- 寺 ec-D+oz-D 切 


= 再 e-12+o(z-D023 (rz 一 1 
这 表明 分 母 是 二 阶 无 穷 小 量 , 从 而 提示 我 们 需要 用 命 题 1.7 或 公式 (1.30) 于 分 子 . 
用 公式 (1.30') 于 分 子 , 即 有 


2 2(1- VZ) = 人 +(z-1J-1 
1 


天 -3 C-D-ic-Dz+oc-19 )1+2 (z 一 IT -e+olz-D 
= 寺 二 二 )G 一 D2?+ol(z 一 1D2?) = 十 人 一 D+o(z-1D (一 1)， 
这 样 就 得 到 极限 为 


人 十 e-0?+o(e-D2) 1 


( 3 局 庆 _ 
ziIN1-vVIT 1- 油 证 和 言 e- 了? +ol(z 二 12) 二 


习题 456 lim (=-Vvz)Q = 3 -zz) 
工 开 (1 一 z)” 


解 作 t= 1-z 并 直接 用 习题 444 的 结论 就 可 得 到 
YIQ 一 后 …(L- 绞 
他 一 】 


(1 一 z)" 一 
i 1 一 VI-+ 1= 总 1 一 上 一 考 1 一 过 
一 lim ee 
tt 一 0 志 亡 志 
et 工 = 工 
大 匡 有 日 


3 
小 结 ”从 上 面 的 介绍 可 见 , 在 函数 极限 的 计算 中 引入 无 穷 小 量 的 阶 数 的 概念 是 非 
常 有 用 的 . 我 们 经 常 将 rz 一 a 的 极限 过 程 中 的 z - a 称 为 (标准 的 ) 一 阶 无 穷 小 量 , 然 
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后 将 一 j " 称 为 了 天 小生 同和 可 以 在 = 一 o 的 和 民 问题 中 将 二 和 为 一 和 无 
务 小 量 而 将 -也 称 为 阶 无 和 小 量 公式 (1.30) 和 命题 1.7 的 意义 就 在 于 此 ,虽然 本 
小 节 的 习 原 原 旭 上 都 可 以 只 用 初等 代数 运算 解 次 然而 我 们 还 是 建议 初学 者 除了 学 习 
将 无 理 孟 教理 化 的 方法 之 外 , 还 是 应 当 * 向 前 看 *， 尽早 培养 起 用 无 穷 小 量 的 阶 数 的 观 
点 , 这 样 来 理解 和 解决 有 关 函 数 极限 的 计算 问题 对 今后 的 微分 学 学 习 是 非常 有 益 的 
习 古 457-470 大 都 是 z -oo 的 极限 过 程 和 co co 型 的 不 定式 问题 . 原则 上 可 以 
用 + =- 11s 将 它们 转化 为 + 一， 0, 并 用 有 理化 或 通 分 等 代数 运 条 转化 为 或 22 类 型 的 
不 定式 来 解决, 前面 提出 的 各 种 方法 在 这 里 同样 有 效 . 
最 后 再 举 几 个 简单 例子 , 说 明 如 何 将 代数 运算 与 无 穷 小 分 析 相 结合 . 
人 =- 到 二] 二 人 +vY 二 起 (是正 站) 


习题 466 求 lim 
meo 


解 令 != 1/z 并 改写 如 下 : 
j 启 (z 一 Vzz 一 "+(z+Vz2 一 
一 十 oo 帮 


= [GE- VE 本 "+(G+VE 亲 中， 
就 可 以 看 出 当 上 + 上 一 0 时 方 括号 内 的 两 项 都 只 要 分 别 用 上 = 0 代入 就 可 以 得 到 极限 , 因此 


答案 为 2"， 口 
习题 467 求 lm (和 十 于 + 了 一 (XI 十 一” (on 是正 站) 
解 ”从 无 穷 小 量 的 角度 可 以 看 出 只 要 求 出 分 子 的 一 阶 无 穷 小 量 z 项 的 系数 ， 
对 分 子 用 恒等式 an -如 = (ab(on-: + on-25 十 … 十 n-5)， 就 有 
(V1+z2+z-(VI+z2z 一 zi =2z. [ 1 十 22 二 zj” 
+(VI+m2+zj"(VI+ 呈 -az)+ +(VI 二 区- gj 
于 是 可 以 看 出 在 2z 后 的 方 括号 内 的 表达 式 当 z 一 0 时 的 极限 为 mw, 为 此 只 要 用 ~ = 0 
代入 即 可 , 因此 本 题 的 答案 就 是 2n， 口 


习题 470 根据 条 件 
lim (Vz2z 一 z+1l-az 一 b) = 0， 


一 一 oo 


lim_ (Vz2 一 z+1 一 oz 一 加)=0， 


十 co 


求 常数 wm 和 (= 1,2). 


解 1 只 给 出 后 半 题 的 解答 . 从 条 件 可 见 有 
0 二 lim Vz2 一 z+1 一 azz 一 思 
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于 是 az = 1. 
然后 从 是 设 条 件 就 有 ， 
网 交 一 工 
人 


解 2 仍 只 解答 后 半 题 . 这 时 视 为 > -+eo 时 的 标准 无 穷 小 量 , 则 从 (1.30) 就 


1 于 
Vz2 人 
2 Z 二 1 一 ZV/1 求 一 二 


=z(1+ 栗 (- 半 + 十 )+o 人 二) 


有 


可 见 w up- -二 口 


1.5.5 “初等 超越 函数 的 极限 计算 (习题 471-591, 602, 604-605) 
1. 三 角 函 数 的 极限 计算 (习题 471-505, 602, 604-605) 

这 里 与 前 面 的 极限 计算 题 不 同 之 处 是 ; 在 一 般 教 科 书 中 列 为 最 基本 的 两 个 函数 极 
限 之 一 , 即 - 
lim amZ = 1， (1.31) 


起 重要 作用 . 它 是 比较 三 角 函 数 与 标准 无 穷 小 量 的 基础 . 此 外 , 在 本 小 节 的 许多 习题 的 
计算 中 , 等 价 量 代 换 法 也 是 基本 的 . 关于 它 的 简单 介绍 见 81.5.7 之 1. 
下 面 先 看 几 个 简单 例子 , 其 中 的 第 一 个 例子 也 是 今后 许多 极限 计算 中 的 基本 工具 . 


习题 474(a) 求 im 二 
解 首先 要 看 出 这 是 呈 型 的 不 定式 . 然后 用 三 角 公 式 如 下 进行 : 


2sin2 并 sin 于 下 
二 Coe 芝 ; 2 1 1; 2 1 
lim 2 一 lim 可 -| 可 = 本 口 


一?0 YA0 


注 为 便于 今后 的 引用 , 重 记 为 
lim = 艺 - (1.32) 


利用 极限 理论 中 的 等 价 量 记号 ( 见 831.5.7 之 1), 我 们 就 得 到 了 两 个 重要 的 等 价 无 穷 
小 量 的 公式 : 


sinz~z(z 一 0)， 1-cosz~ 寺 zz 一 0) 


(1.33) 


习题 476 求 lim sin57 一 sin37 
一 0 Sin Z “ 
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解 1 第 一 步 是 看 出 这 是 人 型 的 不 定式 , 然后 按照 等 价 量 代 换 法 , 分 母 可 以 用 z 代 
替 , 然后 分 式 的 极限 可 以 分 成 两 项 分 别处 理 ， 由 于 这 是 第 一 次 用 等 价 量 代 换 法 ,我们 将 
上 述 过 程 详 细 写 出 如 下 , 其 中 三 次 使 用 了 极限 (1.31): 


lim sin5z 一 sin3z -lim ( 琴 于 二 和 3 本 : ) 
0 Sin 了 2 一 0 Z sinZ 
=J 叫 ( 吕 开 . 可 Si .3 =5-3 一 2 口 
了 一 


解 2 用 三 角 夯 数 的 和 益 化 积 公交 也 可 以 如 下 求解 


Ji sin5z 一 sin3z 二 和 2cos4rsinZ 
Z 一 0 sin Z 一 0 sin7 


二 2 im cos 47 | 
习题 477 求 lim 2 os3z 
解 这 是 人 型 的 不 定式 . 利用 极限 (1.32) 即 可 计算 如 下 : 


im cosZ 一 cos37 : cosZT 一 1 1 一 cos37 二 
lim = 加 (2 +-32 .9) = 于:(1+9)=4 口 


一 0 2: z 一 0 


1 十 sinz 一 cosZ 
习题 478 求 4 1+sinpzr 一 cosDT “ 


解 这 是 1 型 的 不 定式 . 分 子 分 母 同 除 以 后 再 利用 等 价 关系 (1.33) 可 计算 如 下 : 


sinZ 十 1 一 cosz .7 


本 
ji 1 十 sin2 cosT  _ lim - 工 人 去 寺 . 口 
rz 一 0 1 十 sinpzr 一 cospT 。z 一 0 Sin DZ 十 1 一 cospT . 了 

了 Z2 


学 过 连续 性 和 导数 的 读者 不 难看 出 , 习题 481 就 是 证 明 sin z, cos z,tan z 的 连续 性 ， 
而 习题 482-487 就 是 计算 6 个 三 角 函 数 的 导数 . 下 面 举 其 中 的 两 个 例子 . 


习题 482 求 lim sinZz 一 sina 
za 2 一 0 


解 1 三 角 公 式 (和 ) 差 化 积 也 可 看 作 因 式 分 解 . 用 此 法 可 把 函数 值 之 差 转化 为 自 
变量 之 差 , 以 便 比 较 . 如 下 所 示 , 本 题 将 从 分 子 中 析出 的 sin 于 寺 2 与 分 母 z 一 4 的 比 归 


结 为 基本 极限 lim 时， 从 而 解答 本 题 . 具体 计算 如 下 : 
2cos 工 者.sin 荆 54 
有 和 和 


解 2 用 三 角 函数 的 和 角 公 式 同样 可 以 达到 目的 : 


lim sin(a 二 (z 一 a)) 一 sina _ lim sina [cosgtz 一 aq) 一 I+cosasin(z 一 oa) 
了 Z 一 Q za Z 一 Q 


其 中 同时 使 用 了 (1.31) 和 (1.32)， 口 


一 cosa) 


习题 484 求 lim tanz 一 tana . 
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解 1 若 将 正切 函数 化 为 正弦 和 余弦 函数 来 做 , 则 有 
Sinz Sina 
lim tanz 一 tana 一 CosZ ”cosQa 
一 了 一 G 了 一 2 一 @ 
sinZcosQ& 一 Sinacos 世 
za  (Z 一 Ga)cosTrcosa 


sin(z 一 a) 1 
=limn 一 一 一 = 一 占 一 . 
za (T 一 Q)cosZcosa Co8 Q 


解 2 为 了 处 理 分 子 可 以 利用 恒等式 tan(z - a) = -anz 二 tana ,于 是 得 到 


工 +tan7tana 
tanz 一 tana 一 tan(z 一 a)(1+tanztana)， 
它 可 看 作 正 切 的 差 化 积 , 其 所 起 作用 与 习题 482 相同 . 以 下 计算 已 经 不 难 ; 


总 tan 
im tana tana _ lim 二 二 
工 一 G 冯 渤 工 一 Q ee 


(1+tanztana) 


=1+tan2a= sec2za 口 


注 “在 微分 学 中 将 习题 482-487 中 的 Sa 22 二 084， 分 别称 为 正 
弦 , 余弦 … 从 a 到 z 的 (一 阶 ) 差 商 . 它们 的 极限 《 (z 一 q) 芭 测 是正 下 余弦 : 的 导 
数 . 

可 以 看 到 , 有 些 题 用 合适 的 三 角 函 数 公 式 来 演化 确实 很 方便 (例如 习题 476 的 解 2). 
问题 在 于 对 于 较 复杂 的 题 , 演化 的 结果 有 时 会 出 现 大 量 的 三 角 函 数 , 这 时 继续 做 下 去 就 
可 能 会 有 困难 , 甚至 陷入 繁复 的 计算 中 而 “不 能 自拔 ?. 例如 , 学 过 高 阶 导数 的 读者 一 定 
会 发 现 , 后 面 的 习题 488-492 涉及 前 4 个 三 角 函 数 的 二 阶 导数 问题 . 这 时 直接 用 三 角 函 
数 变换 来 计算 就 可 能 比较 复杂 . 

与 上 两 个 小 节 一 样 , 我 们 还 是 建议 在 函数 极限 计算 中 以 无 穷 小 量 的 阶 数 分 析 和 等 
价 量 代 换 法 为 主要 思路 (例如 (1.33), 习题 476 的 解 1 和 习题 477-478 的 解 等 ). 在 这 里 
我 们 提出 下 列 命题, 它 可 以 解决 本 小 节 中 较 复杂 习题 的 极限 计算 . 虽然 它 不 可 能 对 每 一 
个 题 提供 最 好 的 解法 , 但 至 少 可 以 提供 相当 有 效 的 解法 . 


命题 1.8 设 oa 为 给 定常 数 , 则 有 


1 允 一 sim2 1 
D 蕙 2 人 


， Sin( 十 Z) 一 sinQa 一 2ZCcosQ 
(2) lim 是 (se 十 直 本 = 一 邓 4; 
Z 一 0 2 2 
(9) lim cos(a 十 Z) 一 See 二 zsina ~- _cosa， 
一 0 才 2 
。 tan(a 十 zZ) 一 tana 一 Tsec2 i 
(0 lim ma 十 荆 ) BC 站 
2 一 0 2 CoS， 
(5) lim cot(a 十 ) 一 Ca 二 高 交 和 人 三 Sa 
一 0 他 sin a 


证 (1) 由 于 分 子 为 奇 函数 , 只 要 对 > > 0 作出 证 明 即 可 . 利用 导出 (1.31) 时 大 多 
数 教科 书 都 已 经 证 明 的 不 等 式 
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sinZz <Z<tanz (0 芝 人 到 )， 
也 就 是 cosz < 5 和 < 1, 即 可 得 到 


2 一 sinZ _ 工 Sinz 7 要 EL 玉 _ 交 
0 < 2 去 (1 ) < 去 (1 cosz) = 专 2sin: < 艺人 洒 = 部 ， 


令 z 一 0 就 知道 lim 了 = 于 = 0. (实际 上 已 经 得 到 sinz = >+ O(za) (z 一 0).) 
(2) 中 令 a = 0 就 得 到 (1), 因此 是 它 的 推广 . 利用 (1) 可 作 如 下 推导 得 到 (2): 


lim sin(a 十 z) 一 sna 一 Zcosa lim Sinacosz 十 cosasinz 一 Sina 一 ZcosQa 
0 玫 0 了 


过 这 (sse cosa(sinz 一 Z) =- 台 “.， 


2 一 0 Z2 


多 (3) 的 证 明 与 (2) 几乎 相同 , 下 面 证 明 (4). 同 理 也 不 写 出 (5) 的 证 明 . 
4) 利用 (1) 可 推导 如 下 : 


sin(a+zZ) sina 2 
， tan(a+z) 一 tana 一 zsecza ,cos(a+Z) cosa cos2a 
lim 可 一 lim 可 
0 玫 2 一 0 了 
Sin 7 < 

lim cos(a 十 Z)cosa cos2a 。 cosasinz 一 Zcos(Q 十 Z) 
三 有 | 一 

0 2 z0 cos(Q 十 Z) cos2 QZ2 

1 cosa(sinz 一 Z) ，cosa 一 cos(a 十 Z) 

一 可 一 lim 本 瞩 

CoOS Q z 一 0 了 了 
加 lim osa4 一 cos(a 十 2) 
0850 xz 一 0 了 
_ _SinQw 口 

cos3a 


注 1 上 述 证 明 的 最 后 一 步 即 是 《习题 集 》 中 的 习题 483, 它 的 求解 与 习题 482 的 
解 2 相同 , 当然 也 可 用 和 差 化 积 公 式 来 做 . 建议 读者 自行 完成 上 述 命题 中 (3) 和 (5) 的 
证 明 , 它们 比 不 少 习题 还 容易 一 些 . 此 外 , (4) 的 证 明 也 可 以 仿照 习题 484 的 解 2 进行 ， 

注 2 利用 大 O 和 小 o 记号 , 命题 1.8 的 结论 可 改写 为 以 下 形式 : 

sinz 一 z 十 O(z3) (z 一 0); 


sin(a 十 z) 一 sina 十 Zcosa 一 


到 2 Z2 二 olz?) (z 一 0); 


cos(a 十 z) = cosa 一 zsina 一 2 二 ofz2) (z 一 0); 


tan(a+z)=tana+zsecza+(seczatana)jz2 二 olz?) (z 一 0); 
cot(e+z) =cotz 一 zcscza+(csczacota)z2 +olz2) (z 一 0). 
其 中 o(z?) 是 当 z 一 0 时 高 于 二 阶 的 无 穷 小 量 . (已 学 过 微分 学 的 读者 当然 会 看 出 , 这 4 
个 公式 就 是 写 出 到 二 阶 项 的 带 佩 亚 诺 余 项 的 泰勒 公式 , 也 称 为 局 部 泰勒 公式 ,) 
用 命题 1.8 可 方便 地 解决 习题 488-491 的 极限 计算 . 以 下 举 出 其 中 的 两 个 例子 . 
习题 488 求 sin(a 十 27) 一 2 十 ZY) 十 sina 
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3. 双 曲 函数 与 反 三 角 函 数 的 极限 计算 (习题 576-589) 


《习题 集 》 中 关于 前 三 个 双 曲 函数 的 定义 和 图 像 见习 题 340(a),(b),(c), 关于 前 四 
个 反 三 角 函 数 的 图 像 见 习题 311-314 (参见 附录 一 ). 
《习题 集 》 中 收入 的 关于 这 两 类 函数 的 极限 计算 题 一 般 比 较 容易 , 下 面 各 举 一 


例 @. 
站 sinh Vz2z 十 Z 一 sinhVzz 一 了 
习题 577(b) 求 二 cosh 7 


解 ”分子 是 co - co 型 的 不 定式 . 按照 定义 将 双 曲 函数 用 指数 函数 表示 , 并 将 分 子 
分 母 同 除 以 适当 的 无 穷 大 量 即 可 计算 如 下 : 
eVz5+z _ eVE5T5 eV35-z _ eVz2 一 z 
lim 2 > 2 = lim 
了 一 十 oo ee 十 e-= 一 十 co 


(ev eV55-9) 


工 - 工 二 了 
= lim (eVatafz -evVarziz) 一 o2 -e =2sinh 荆 ， 口 
一 十 oo 2 


arctan(Z 十 户 ) 一 arctan 
一 


习题 585 求 lim 
大 一 0 


解 这 里 的 困难 在 于 如 何 处 理 分 子 . 计算 分 子 的 正切 函数 值 就 有 
九 
1 十 (z 十 j)z 
可 见 当 彤 充分 小 时 分 子 的 绝对 值 也 很 小 , 因此 得 到 
arctan(zZ 十 尹 ) 一 arctanz 一 arctan 人， 
从 等 价 关 系 tanz ~ z (z 一 0) ( 即 习题 474(b)), 可 见 也 有 arctanz wz (z 一 0). 
综合 以 上 两 点 可 见 本 题 的 极限 为 1/(1 + z2)， 口 


tan[arctan(z 十 尹 ) 一 arctanz] = 


1.5.6” 杂 题 (习题 592-601, 603, 613-636,，641-644) 


这 里 的 习题 数量 不 多 , 但 有 多 种 类 型 , 下 面 先 浏览 一 下 其 内 容 . 

习题 592-601 都 是 (广义 ) 单 侧 极限 的 计算 题 , 其 中 包括 z 一 a 土 0 和 z 一 二 oo 在 
内 , 其 中 的 计算 没有 特殊 困难 . 

习题 613-625 是 函数 序列 研究 中 需要 用 到 的 内 容 . 假设 在 某 个 区 间 上 定义 有 函数 序 
列 { 刀 (z)}, 且 在 区 间 的 每 个 点 上 存在 极限 lim 户 (>), 这 样 就 得 到 了 函数 序列 的 极限 
函数 . 这 些 习题 就 是 要 求 计 算出 极限 函数 , 并 作出 其 图 像 (其 中 习题 624 是 含有 连续 参 
数 上 的 对 应 问题 ). 这 里 的 计算 和 作 图 也 都 比较 容易 . 

习题 626-627 是 关于 斜 渐 近 线 的 定义 和 训练 . 这 在 一 般 教科 书 中 都 有 , 相应 的 计算 
题 和 作 图 都 不 难 (在 81.4 中 已 经 有 大 量 的 这 类 习题 ). 

@ 从 复数 域 可 以 说 明 双 曲 函数 与 三 角 函数 有 特殊 的 关系 ,因而 在 实数 域 中 存在 与 三 角 函 数 公式 对 应 的 大 

量 的 双 曲 函数 公式 . 就 《习题 集 》 中 的 这 些 习题 而 言 这 些 公式 是 可 以 不 用 的 . 
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解 ”本 题 并 非常 见 的 不 定式 , 但 Vz 十 T-- VZ 是 不 定式 ( 见 81.2.1 的 习题 47), 且 有 ， 


VzZ+I 一 VE= 0 一 +co) 
作 正 弦 的 差 化 积 , 得 


im (GinVz+I 一 sinVz) = .lm 2cos 王 二 了 了 vs 2 二 口 


2. 宕 指 函数 和 对 数 函 数 的 极限 计算 (习题 506-575，590-591) 
这 里 的 最 基本 工具 是 继 (1.31) 之 后 的 第 二 个 最 基本 的 函数 极限 


ImQ+a 三 e. (1.34) 
与 前 面 从 (1.31) 推出 (1.32) 一 样 , 从 (1.34) 可 以 推出 下 列 几 个 重要 的 极限 , 它们 在 今后 
都 是 不 可 或 缺 的 基本 公式 ， 
im Ja+9) - 电 (1.35) 
Jim 于 于 上 = Ina (a > 0), 特别 是 有 lim 呈 二 二 一 1， (1.36) 
二 (1.37) 
了 一 0 并 


其 中 (1.35) 即 习 古 529，(1.36) 即 习题 541, 它 在 > = 十 时 就 是 习题 76，(1.37) 中 当 
a = 二 时 就 是 习题 444 (也 就 是 公式 (1.30))， 
用 等 价 记 号 ~ 就 可 以 将 上 述 三 个 公式 改写 成 为 在 z 一 0 时 的 等 价 关系 : 
In(1+z)~z，az 一 1~zlnao，ez 一 1~z，(1+zc 一 1~oaz. 
它们 对 于 使 用 等 价 量 代 换 法 是 非常 方便 的 . 


证 为 证 明 (1.35), 只 要 用 (1.34) 和 对 数 函 歼 的 连续 性 : 
DC 二 g 


im 一 Ji In[(1+z)z]=lne=1. 
对 于 (1.36) 本 可 以 先 用 ， 民 35) 于 a=e) 这 就 可 以 得 到 
7 1 一 工 
让 TE 和 全 二 本 三 


然后 对 于 一 般 的 w > 0 就 有 


lim 玫 二 1 = lim 2 “lna=lna. 
z-0 了 z-0 2Zlna 
最 后 对 于 (1.37) 可 以 用 相同 的 方法 推导 如 下 : 
(1L+zja-1  ， enttz) -1 nl+z 
汪 TUE 加 呈 


注 以 上 的 许多 推导 都 涉及 复合 函数 的 极限 以 及 若干 基本 初等 函数 的 连续 性 . 

关于 前 者 , 请 参看 81.5.7 的 第 2 点 , 其 中 结合 对 习题 607 的 解答 所 列 出 的 若干 充分 
条 件 . 

关于 后 者 , 则 只 要 用 81.2.9 中 的 命题 1.4, 并 利用 沟通 数列 极限 和 函数 极限 之 间 联 
系 的 海 涅 归结 原理 , 就 可 以 推出 寒 函数 、 对 数 函 数 、 指 数 函数 等 的 连续 性 . 此 外 , 还 可 以 
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注意 本 书 没有 讲解 的 几 个 题 . 习题 人 即 是 求证 正弦 函数 、 余 弦 函 数 和 正切 函数 的 连续 
性 ; 习题 529 即 是 求 极限 lim 一 二 了 全 二 本 ; 习题 531 和 548 即 是 分 别 计算 对 数 函 数 和 指 
数 函 数 的 导数 , 这 比 建立 它 奉 的 连 继 性 要 求 更 高 了 ， 

由 此 可 见 , 命题 1.4 的 代入 法 对 于 函数 极限 同样 成 立 . 

举 一 个 具体 例子 . 在 (1.35) 的 证 明 中 , 设 fly) = ny,y = 9(z) = (1+z)z， 则 一 
方面 有 Jimo(z) =。 另 一 方面 又 利用 f(y) = Iny 于 点 y = e 处 连续 , 这 样 就 可 以 推出 
有 lim 克 (C)= Ime 一 工 

在 (1.34) 的 基础 上 可 以 用 下 列 方 法 解决 许多 1 型 的 不 定式 问题 . 这 就 是 对 于 
Jim f(z) = 0 lim g(z) 一 oo 的 情况 , 有 


昌 
lim(l 二 (zj)ste) = lim [(L+ Fa))TG]CC02e2) = eg 和 We)， 
2 20 


于 是 只 要 计算 lim (fj(z)g(z)) 即 可 . 


下 面 来 看 一 些 习题 . 注意 第 一 步 是 搞 清楚 它 是 否 是 不 定式 . 如 果 不 是 不 定式 , 则 一 
般 用 代入 法 即 可 ; 如 果 是 不 定式 , 则 要 根据 其 类 型 来 采取 对 策 . 


习题 506 求 下 列 极限 : 


(1.38) 


1 一 VE 1-vG 1 一 vZ 
人 这 > T: 
四 四 (寺中 包 轨 (过 有 国 - 吕 (二 有 ) 
在 (D 中 有 lim 3 = 于， lm 3 - 1, 因此 只 要 用 代入 法 就 得 到 极 
限 为 于 
计 5 0 
站 网 训 和 乓 和 和 于 册 玉 一 去 因此 只 要 用 代入 
法 就 得 到 极限 为 人 
在 (中 有 _lim_ 了 = 1 _lin 人 - 0, 因此 只 要 用 代入 法 就 得 到 极限 
为 10 =1， 口 


习题 512 求 极限 lim。 (至 二) 
解 1 这 是 12 型 的 不 定式 . 用 (1.38) 的 方法 就 得 到 
2 4 2z2 
了 (vaerj -区 -aa 
解 2 换 一 个 写法 , 可 以 如 下 求解 : 


22-1 _3z> 
2 2 工 ?一 1 
| 
解 3 另 一 种 写法 是 先 对 于 函数 取 对 数 , 然后 用 等 价 量 代 换 法 计算 极限 如 下 : 


118 第 一 章 ”分 析 引 论 


im， 区 2 (到 二 ) = 各 em 人 (1+ 2 = Jim -2 = 2， 

可 向 极 陨 为 o 其 中 利用 了 等 价 关系 jn (1 + 二 2 ) ~ 二 2 

注 “以 上 三 个 解法 本 质 上 完全 相同 , 但 对 于 先 取 对 数 的 方法 还 是 需要 说 明 一 下 ， 
为 与 守 指 函数 有 关 的 三 个 类 型 的 不 定式 ( 即 1"", cc0 和 09) 容易 从 这 种 方法 得 到 解释 . 

考虑 寡 指 函数 的 极限 Jim aa(z)"， 其 中 设 w(z) > 0 z 一 a 也 可 换 为 其 他 类 型 的 
函数 极限 . 我 们 要 间 : 这 里 会 遇 到 什么 样 的 不 定式 .或 者 反 过 来 , 假设 已 知 存在 极限 
Jim v(z) = 4，lim v(z) = 也， 其 中 4, B 允许 为 非 正 常 极 限 co, 问 上 述 寡 指 函数 的 极限 
香 备 可 以 简单 地 用 代入 法 得 到 为 42. 

用 取 对 数 的 方法 , 且 同 时 利用 指数 函数 和 对 数 函 数 的 连续 性 , 就 有 

Jr = 

其 中 假设 所 写 出 的 极限 存在 . 

于 是 问题 已 经 归结 为 乘积 v(z)lnuw(z) 当 z 一 a 时 是 否 是 不 定式 ， 由 于 乘积 形 
式 的 不 定式 只 可 能 是 0 . co 型 ， 从 而 就 只 可 能 出 现 三 种 可 能 性 , 即 (1) im v(z) = 
co lim wo) 三 直人 夫 Jim u(Z) = 0， Jim zu(z) = +ooi (3) Jim u(z) 一 0， Jim w(z) 一 0. 回 
复 到 宕 指 函数 的 极限 lim &w(zj*G)， 这 就 是 1ce,co0,00 三 种 不 定式 . 

需要 注意 , 若 4 = Jim uv(z) 为 小 于 1 的 非 负数 , 而 已 = Jim v(z) = co, 则 极限 
im wz)*Ge) 并 不 是 不 定式 , 其 中 包括 容易 误 认为 是 不 定式 的 0", 注意 : 当 指数 趋 于 正 
拓 汰 大 时 有 0+ee = 0; 而 当 指数 趋 于 负 无 穷 大 时 有 0 = +oo， 

习题 516 求 极限 _lim (2 和) (oa > 0az > 0). 

解 若 o > oz, 则 有 92 十 站 -全 > 1 (z 一 +eo), 可 见 极限 为 +co 车 
al < ao, 则 同样 可 见 极限 为 0. 

在 ai = az (= o) 时 为 le 型 的 不 定式 . 用 时 人 38) 的 方法 就 有 

本 人 一 ba)z 
.1 生生) 和 
下 面 是 综合 利用 等 价 量 代 换 法 与 其 他 方法 的 例子 . 
。 ln(nz 十 V1 一 mz2z2) 

习题 540(b) 求 极限 站 CVD Vi 

解 先 看 出 是 人 型 的 不 定式 . 利用 (1.35) 的 In(1 + z) ~ z (z - 0), 可 见 具 要 将 分 
子 换 为 nz - 1+ VI 一 mn2z2, 将 分 母 换 为 z--1+ VI=- 并 2 后 , 即 可 按照 求 无 理 函 数 的 极 
限 来 做 . 由 于 当 z 一 0 时 有 

站 =nz+O (z 一 0)， 


Z 一 1I+V1--z2=z 十 与 有 法 =z+O2 (z 一 0)， 


(z 一 oo). 口 
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因此 极限 为 mn， 口 
习题 543 求 极限 lim 于 二 @ (a > 0). 
Z 一 aa 了 一 Q 
解 改写 分 子 的 两 项 为 e 的 寡 , 然后 利用 (1.35),(1.36) 得 到 
ezmz 一 era ua limn ezmz-anae -1 zz-ama 
一 a 一 Q ”za\N\zinz 一 alna Z 一 Q 
二 zlnz 一 alnz 二 anz 一 alna 
7 2Z 一 Q 
mn(1+52) 
和 
一 4 jiminz+lim 一 720 】 
忆 


=ae(linac+1)， 口 
下 面 是 新 版 增加 的 综合 性 较 强 的 几 个 题 . 


cot3z 
， 1 十 sinZcos QZ 
习题 55 亿 ) 求 Ja (并口 2 全 和 ) 


解 这 是 1 型 不 定式 . 将 括号 内 写成 1 + o(1) 后 用 (1.38) 的 方法 , 只 要 计算 下 列 


极限 : 
1i sinz(cos ar 一 cosBz) cos3z\ _ ;， cosa7T 一 1 十 1 一 cospzr 
im ce “， 一 lim 本 
一 0 1 +sinzcospz sin3z z 一 0 吕 
= 去 (-o2+ ph)， 
Ba-_o2 
就 可 知 答案 为 。 二 . 口 
i aa 
习题 545(c) 求 im Sn(rz) 
忆 有 光 sin(rz9) 


解 这 是 呈 型 不 定式 . 令 上 = z - 1, 并 改写 分 子 分 母 , 就 可 以 如 下 求解 (其 中 两 次 


利用 了 sinz ~z(z 一 0) 和 (1.37)) : 
sin[r((t 十 1) 一 1 t+ls 一 1 
是 二 RED 一 站 Ar 
7 (t+ 二) 一 1 二 本 
加 GE ET)- 生 口 


0 


1 sin2( 区 . 2z) 
习题 545(d) 求 j os 天 


解 这 是 全 型 的 不 定式 令 t = z - 1, 并 将 两 个 三 角 函 数 的 自 变量 改写 为 
2r. (2 一 1), 然后 利用 z 一 0 时 的 等 价 关系 sinz ~ z, 1 一 cos7 ~ 到 空 和 ln(1+ 可 一 2 
即 可 计算 得 到 : 


sin2(2r. (2 一 1) 
0 
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3. 双 曲 函数 与 反 三 角 函 数 的 极限 计算 (习题 576-589) 


《习题 集 》 中 关于 前 三 个 双 曲 函数 的 定义 和 图 像 见 习题 340(a),(b),(c), 关于 前 四 
个 反 三 角 函 数 的 图 像 见 习题 311-314 (参见 附录 一 ). 

《习题 集 》 中 收入 的 关于 这 两 类 函数 的 极限 计算 题 一 般 比 较 容易 , 下 面 各 举 一 
例 @. 


习题 577(b) 求 lim Simhvz 十 2 一 sinhVz 一 工 . 
工 一 十 oo 


coshz 
解 分 子 是 ce -- co 型 的 不 定式 , 按照 定义 将 双 曲 函数 用 指数 函数 表示 , 并 将 分 子 
分 母 同 除 以 适当 的 无 穷 大 量 即 可 计算 如 下 : 
ev eV， eva _ ev 
lim E 本 lm (e 
了 一 十 oo ez 十 e 
2 


二 > 
= Im。 (er -ev )-e 下 三 训 二 = 2sinh 本. 口 


vaT5-a eve 


arctan(z 十 尹 ) 一 arctanZ 


习题 585 求 ji 
解 这 里 的 困难 在 于 如 何 处 理 分 子 . 计算 分 子 的 正切 函数 值 就 有 


tan[arctan(z 十 加 ) 一 arctanz] 一 于 全 


可 见 当 六 充 分 小 时 分 子 的 绝对 值 也 很 小 , 因此 得 到 
arctan(z 十 万) 一 arctanz 一 arctan 本 
从 等 价 关 系 tanz ~ z (z 一 0) ( 即 习题 474(b)), 可 见 也 有 arctanz ~ z (z 一 0). 
综合 以 上 两 点 可 见 本 题 的 极限 为 1/(1 + z2)， 口 


1.5.6” 杂 题 (习题 592-601, 603, 613-636,，641--644) 


这 里 的 习题 数量 不 多 , 但 有 多 种 类 型 , 下 面 先 浏览 一 下 其 内 容 . 

习题 592-601 都 是 (广义 ) 单 侧 极 限 的 计算 题 , 其 中 包括 z 一 a 士 0 和 z 一 士 oo 在 
内 , 其 中 的 计算 没有 特殊 困难 . 

习题 613-625 是 函数 序列 研究 中 需要 用 到 的 内 容 . 假设 在 某 个 区 间 上 定义 有 函数 序 
列 { 包 (cz)} 且 在 区 间 的 每 个 点 上 存在 极限 lim_ n(z), 这 样 就 得 到 了 函数 序列 的 极限 
函数 ,这 些 习题 就 是 要 求 计算 出 极限 函数 , 并 作出 其 图 像 (其 中 习题 624 是 含有 连续 参 
数 上 的 对 应 问题 ). 这 里 的 计算 和 作 图 也 都 比较 容易 . 

习题 626-627 是 关于 斜 渐 近 线 的 定义 和 训练 . 这 在 一 般 教科 书 中 都 有 , 相应 的 计算 
题 和 作 图 都 不 难 (在 81.4 中 已 经 有 大 量 的 这 类 习题 ). 


@ 从 复数 域 可 以 说 明 双 曲 函数 与 三 角 函数 有 特殊 的 关系 ,因而 在 实数 域 中 存在 与 三 角 函 数 公式 对 应 的 大 
量 的 双 曲 函数 公式 . 就 《习题 集 》 中 的 这 些 习题 而 言 这 些 公式 是 可 以 不 用 的 - 
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习题 641-644 是 涉及 函数 的 点 振幅 和 函数 的 上 下 极限 的 题 , 计算 均 较 容易 . 

下 面 只 对 于 习题 628-636 作 讲 解 , 其 中 含有 与 无 穷 级 数 、 无 穷 乘积 有 关 以 及 更 广泛 
的 一 些 极限 计算 题 , 对 于 后 者 还 专门 介绍 了 一 个 有 用 的 定理 . 

这 里 的 问题 是 计算 如 下 形式 的 数列 极限 : 


im(ean + ran 十 … 十 mnn) 一 im 委 mm (1.39) 


其 中 {zmn} 是 具有 双 下 标的 数列 , n” 取 所 有 正 整数 ， 而 在 寂 称 妹 给 定之 后 的 下 标 加 则 
只 需要 取 1,2,…… ,nm- 问题 (1.39) 的 一 个 变型 是 用 相 乘 代替 相 加 , 即 求 如 下 数列 极限 : 


四 
im_(cn zan mn) 一 lim 下 人 (1.40) 
二 


其 中 双 下 标的 意义 与 (1.39) 相同 . 

在 每 一 个 zmn > 0 的 前 提 下 , 可 以 取 对 数 将 问题 (1.40) 转化 为 问题 (1.39). 

事实 上 这 样 的 数列 极限 问题 早 在 81.2 就 已 经 过 到 , 例如 习题 51-57, 68, 72，77-80， 
82-85 等 等 都 是 如 此 . 

车 zmn 与 无 关 , 即 只 有 一 个 下 标 mm 时 , mn 只 以 求 和 或 求 乘积 的 项 数 出 现 . 这 就 是 
今后 要 遇 到 的 无 穷 级 数 和 无 穷 乘 积 的 计算 题 ( 见 《习题 集 》 第 五 章 ). 例如 81.2 中 的 习 
题 56，57，68,，72,，77-80, 82-85, 以 及 本 节 的 习题 628-630, 都 属于 这 个 子 类 由 于 这 类 
问题 将 在 第 五 章 作 专门 研究 , 因此 从 略 . 

下 面 主要 介绍 习题 631-636, 即 zwmn 确实 为 双 下 标的 情况 . 

习题 631 提出 了 计算 这 类 问题 的 一 种 方法 , 其 中 的 rzmn = p(amn), 9p 为 某 个 具有 
一 定性 质 的 函数 ,{amn} 为 具有 双 下 标的 数列 , 一 是 一 致 收敛 的 记号 . 

习题 631 (用 于 计算 (1.39) 的 定理 ) 设 lim 3 = 1 其 中 wz) > 0 又 设 
{famn} 为 非 零 的 双 下 标 数列 , 且 当 mm 一 co 时 有 ar 冯 0 (m = 12,…), 即 对 任 
意 给 定 的 s > 0, 存在 正 整数 Ne), 当 ”> N 时 有 0 < |amn| < < 成 立 @. 

证 明 

ins[p(aan) 十 (aan) 十 … 十 P(ann)] = im fy(aan)+V(aan) 二 十 Wan 
其 中 假设 等 式 右 端的 极限 存在 . 


解 根据 w(z) ~ wz) (z 0), 对 < > 0, 存在 5(e) > 0, 当 0 < |z| < 5 时 成 立 


2 一 二 | <e < 人 (1 一 su(z) < 2(z) < (1 十 e)uy(z). 


其 中 利用 了 W(z) > 0 的 条 件 . 
对 于 上 述 56, 根据 arm 到 0 (n 一 co) 关于 mm = 1 2,… 一 致 收敛 的 条 件 , 存在 N， 
当 m > N 时 , 对 一 切 普 = 1,2,… 同时 成 立 0 < |arnn| < 5 因此 也 就 成 立 
(1 一 sy(amn) < 2(amn) < (1 十 s)w(amn). 
@@ 由 于 成 立 m 和 mw 因此 关于 所 有 m 的 一 致 性 和 关于 1 < mm < n 的 一 致 性 是 相同 的 .对 于 具体 问题 来 
说 可 以 统一 规定 在 mm > 呈 时 取 amn = 0. 
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将 上 述 不 等 式 对 于 mm = 1 2,… ,mm 求 和 , 得 到 


(GL- 引 > Womn) < > ,ep(amn)< (1L+e) > Vanmm). 


改写 为 


这 样 就 已 经 证 明了 


和 =1 


最 后 , 利用 已 知 极限 ,lim_ ”wamn) 存在 的 条 件 和 极限 的 乘积 法 则 就 得 到 


7 一 1 
志 vlann) 。 
im 2 (amn) = im | 于 一 一 :Yom)| = 归 2 amm)， 口 
mm 一 1 》 (ammn) mm 1 四 


mm 一 1 


下 面 的 习题 632-636 都 是 上 述 定理 的 应 用 . 我 们 只 讲 一 个 例子 . 看 如 何 确定 该 定理 
中 的 两 个 函数 和 (有 双 下 标的 ) 数列 , 以 及 如 何 验证 定理 的 条 件 满 足 . 


圈 
国 Ka 
习题 636 求 ,lim。 工 和 


解 这 是 (1.40) 型 的 问题 . 不 妨 假设 所 出 现 的 余弦 值 都 大 于 0, 取 对 数 后 变 为 


(1.39), 令 p(z) = jncos(az), 则 有 


ln cos(az) = In[1 + cos(az) --]] ~ cos(az) -1~ 一 加 了 2 (z 一 0)， 


于 是 可 取 W(z) = - 允 -z2, 它 比 函数 p(z) 要 简单 得 多 了 . 


样 就 有 


令 aum = 二 其 中 大 = 1,2，…… ,ms 而 当 大 > 到 时 令 ak = 0, 则 就 有 0 < an 入 
专 ， 因此 当 m 一 co 时 有 akn 二 0, 即 关于 大 = 1,2,…… 一 致 收敛 于 0 的 条 件 满足 . 这 
就 


严 于 

Ka _ 2 1 
im y lncos 一 lim > 
1 mv 人 


中 利用 了 习题 ? 和 53 的 结果 . 由 此 可 见 原 题 的 答案 为 e 全 


| 
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注 习题 631 的 定理 提供 了 求 (1.39) 和 (1.40) 类 型 的 极限 的 一 个 很 有 用 的 工具 . 
在 o(z) ~ %(z) (z 一 0) 中 , 一 般 来 说 是 寻找 比 p(z) 更 为 简单 的 w(z), 但 也 可 能 发 生 相 
反 的 情况 , 这 里 的 关键 是 用 多 代替 p 之 后 , 相应 的 极限 是 否 求 得 出 . 

例如 回顾 $1.2.3 的 最 后 一 题 , 即 习题 147, 要 求 


和 下 1 1 
如 (+ 兄 十 了 + 时 )， 
这 时 在 (1.39) 中 的 zmn 一 , 利用 z ~ jn(1+z) (z 一 0), 取 wz) = z, ylz) = 
让 
ln(1 十 四， aun = 元 二 天 ,大 = 了 2 … mu 则 上 述 极限 就 可 用 习题 631 的 定理 计算 如 下 : 
1 ix 让 1 
0 二 
2 .nm+3 20n+1 
= limn( 了 + 半 人 二 | 
芋 im jn 2 二 所 2 


学 过 积分 学 的 读者 都 知道 ， 还 可 以 用 定 积分 方法 求 出 包括 习题 147 在 内 的 许多 极 
限 计 算 问题 . 见 《 习 题 集 》 后 面 84.2 的 习题 2219-2230 等 , 其 中 的 习题 2219 就 是 习题 
147. 此 外 , 还 可 以 补充 一 点 , 即 有 时 还 需要 将 习题 631 中 的 定理 和 定 积分 方法 联合 使 用 
来 解决 某 些 稍 难 一 点 的 问题 . 所 有 这 些 内 容 都 将 在 《指引 》 的 第 二 册 中 学 习 . 


1.5.7 补 注 (习题 606-612, 637--640) 


在 这 个 补 注 中 有 以 下 内 容 : 
1. 对 于 等 价 量 代 换 法 作 补充 说 明 ; 
2. 结合 习题 607 给 出 复合 函数 极限 计算 的 充分 条 件 ; 
3. 推广 的 柯 西 命题 (习题 608-610); 
4. 函数 ez 的 两 种 表示 (习题 611-612); 
5. 迭代 生成 的 函数 列 (习题 606, 637-640). 


1. 关于 等 价 量 代 换 法 的 补充 说 明 


如 前 面 的 大 量 习题 记 表 明 , 等 价 概 念 和 等 价 量 代 换 法 在 本 节 的 函数 极限 计算 中 起 
重要 作用 . 下 面 是 几 点 补充 说 明 . 
为 简明 起 见 , 用 lim 表示 某 个 极限 过 程 , 其 中 包括 数列 极限 在 内 , wx 和 是 两 个 函 
数 , 其 中 心头 0. 若 有 
lim 演 凤 
则 称 v 和 对 于 lim 所 指 的 极限 过 程 为 等 价 , 简 记 为 w 坟 
上 述 等 式 可 改写 为 


lim 习 = 0， 
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从 而 也 可 以 用 小 。 记号 写 为 
4=2u(1L+ou)). 
由 于 这 个 记 法 中 不 需要 * 关 0 的 条 件 , 因此 往往 作为 v ~ v 的 更 广 一 些 的 定义 . 

对 于 具体 的 等 价 关系 , 由 于 存在 多 种 函数 极限 , 因此 必须 写 明 该 等 价 关系 是 对 什么 
样 的 函数 极限 而 说 的 , 即 在 后 面 添 上 (z 一 o). 只 有 在 数列 极限 的 情况 , 习惯 上 往往 可 以 
省 去 (n 一 oo). 

例如 对 于 函数 In z, 以 下 两 个 等 价 关 系 都 是 正确 的 , 这 时 后 面 括号 内 的 说 明 是 不 可 
缺少 的 : 


ln(1+z)~z(z 一 0)，lnz~z--1l(z 一 1 
又 如 对 于 函数 z3 + > 有 以 下 等 价 关系 : 
Z3+zZwazs(z 一 +oo)，z3+z~zz 一 0)， 
两 者 的 意义 完全 不 同 . 


这 里 要 说 明 , 虽然 在 本 节 中 以 ~ v 一 般 都 用 于 无 穷 小 量 之 间 的 等 价 , 但 从 等 价 记号 
的 定义 来 看 , v < uv 中 并 没有 说 在 指定 的 极限 过 程 中 v 和 ，* 是 否 是 无 穷 小 量 或 无 穷 大 量 ， 
或 是 其 他 情况 . 如 上 面 z3 + z 的 第 一 个 等 价 关系 就 是 指 两 个 无 穷 大 量 之 间 的 等 价 . 

下 面 说 一 下 等 价 量 代 换 法 . 这 就 是 在 ~ ~ 五 时 , 就 可 推出 有 


包 也 7 
UU 作 袜 未 全 二 人 闻 0h 去 ~ 五 必 关 0)， 


因此 在 求 乘除 形式 的 极限 时 , 可 以 将 其 中 的 因子 换 为 等 价 量 来 计算 , 本 节 的 许多 题 中 都 
是 如 此 , 举 个 简单 例子 . 由 于 snz ~z(z 一 0),ln(1+z)~z(z 一 0), 因 此 就 有 


1 sin37  _ 1 3z _ _ 
TI 
显然 这 只 不 过 是 将 
sin37  _ ]; sin37 . 人 
二 In(1 一 2z) = 吗 ( 3z ln(1-z) 嗓 ) = 二 
写 得 更 简单 一 点 而 已 . 


最 后 要 指出 , 对 等 价 量 代 换 法 使 用 不 当 是 初学 者 容易 犯 的 一 种 错误 . 举 个 最 简单 的 
例子 . 例如 前 面 已 经 有 zs + z ~ z (z 一 0), 如 果 在 极限 计算 
1 (z3 十 z) 一 zZ 
区 ， 古 1! 


中 将 分 子 的 (z3 + z) 用 等 价 量 = 来 代替 , 则 得 到 的 结果 就 是 0 了 . 当然 读者 会 认为 谁 也 
不 会 犯 这 样 的 “低级 "错误 . 但 实际 上 发 生 的 错误 与 这 个 简单 例子 在 本 质 上 是 一 样 的 . 从 
无 穷 小 量 的 阶 数 很 容易 理解 这 类 错误 的 原因 . 在 上 面 的 例子 中 分 母 对 于 z 一 0 而 言 是 
三 阶 无 穷 小 量 , 而 分 子 的 两 项 , 即 (z3 + z) 和 > 都 是 一 阶 无 穷 小 量 , 关键 在 于 它们 的 差 
是 三 阶 无 穷 小 量 . 上 面 的 错误 做 法 就 是 用 z 代替 z3 + z, 抛弃 了 将 要 起 关键 作用 的 z3 
项 . 打 个 比方 , 这 与 计算 
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下 面 举 一 个 在 一 次 考试 中 出 现 的 错误 ， 即 要 求 极限 
放 十 Z) 


天 二 了 


了 z 一 0 
当时 的 学 生 已 经 学 过 泰勒 公式 和 洛 必 达 法 则 ， 有 不 学生 用 和信 野人 
第 一 种 错误 是 对 于 分 子 的 两 项 分 别 利 用 工 二 ~z(tz 一 0) 和 ln(1+z)wzr(z 一 
0) 换 为 等 价 量 >， 于 是 分 了 二 为 zz 一 z=0, 所 以 = 0. 


第 二 种 错误 是 利用 T 二 ~z(z 一 0), 将 分 子 的 第 一 项 换 为 它 的 等 价 量 r, 对 第 
二 项 则 用 泰勒 公式 , 于 是 有 
1= 四 2zg+a - 证 CS 全 站 we) 二 


一 0 双 2 2 
第 三 种 错误 是 在 分 子 中 用 in(1 + z) ~ z (z 一 0) 将 第 二 项 换 为 z, 于 是 


一 二 _ -7 二 二 
了 一 lim. 十 生 有 Ji 到 一 Ji 3 三 一 1. 

以 上 三 个 答案 都 是 错 的 , 正确 的 答案 是 - 吉 . 错误 的 根源 相同 , 都 是 不 恰当 地 应 用 
等 价 量 代 换 法 ， 其实 只 要 从 无 伏 小 量 的 阶 数 来 观察 问题 就 很 容易 明白 这 里 的 困难 . 将 
zz 一 0 时 的 zx 作为 一 阶 无 穷 小 量 , 则 本 题 中 的 分 母 就 是 二 阶 无 穷 小 量 . 由 于 分 子 中 的 两 
项 的 一 阶 项 都 是 z, 恰好 抵消 , 因此 应 当 将 分 子 的 每 一 项 都 写 出 到 z2? 项 才 行 . 

虽然 本 书目 前 还 没有 进入 到 微分 学 , 但 还 是 可 以 得 到 


一 全 


1 2Z 一 (1+ziz 
0 2Z2 二 z2(1+z) 1 


若 利 用 习题 611(b) 则 还 可 以 得 到 @ 
z~In(L+z) _ 工 
到 


合并 这 两 个 结果 就 得 到 
志恒 4 天 二 二 和 


小 结 ”等 价 量 代 换 法 就 是 在 乘除 形式 的 极限 计算 中 将 其 中 的 因子 用 等 价 量 代替 以 
简化 计算 . 但 是 在 求 和 的 表达 式 中 , 不 能 随意 将 其 中 的 一 项 或 几 项 用 等 价 量 来 代替 @. 


2. 关于 复合 函数 的 极限 问题 (习题 607) 


在 本 节 的 函数 极限 计算 中 广泛 利用 了 复合 函数 运算 来 计算 一 些 比较 复杂 的 极限 问 
题 . 习题 607 指出 这 种 做 法 不 是 无 条 件 成 立 的 .这 里 我 们 先 回答 该 习题 提出 的 问题 , 然 
后 对 于 习题 607 中 的 正面 结论 给 出 一 些 充分 性 条 件 . 
下 先 证 明 imy 一 荆 = 于, 再 作 代 换 上 = er 一 1 即 可 . 由 于 这 些 结果 在 将 来 都 会 成 为 非 党 简单 的 
结果 , 这 里 的 细节 从 咯 . 


四 回顾 习题 631 中 的 定理 , 可 见 在 满足 该 定理 的 条 件 时 , 在 其 中 求 和 的 表达 式 中 可 以 用 等 价 量 代 换 来 计 
算 . 注意 到 其 中 的 项 数 mn 趋 于 无 穷 大 , 因此 这 与 上 面 所 举 的 例子 是 完全 不 一 样 的 - 
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习题 607 如 果 lim pz) = 4 和 lim V(z) = B, 那么 由 此 能 否 得 出 
Jim we) = 


考察 例子 : 
得 去 车 
= zz (其 中 p 和 9 为 互 素 整 数 ，qg > 0)， 4 的 1，z 尖 0， 
0， z 为 无 理 数 ; 0，z=0; 
并 且 z 一 0. 


解 本题 已 经 对 于 所 提 的 问题 给 出 反例 , 因此 只 要 验证 即 可 . 

函数 p(z) 即 是 著名 的 黎 曼 函 数 . 对 于 它 的 较 详细 的 讨论 见 81.7.3 的 习题 736. 其 
中 包含 了 本 题 中 需要 的 lim 9(z) = 0, 这 里 不 另行 证 明 . 

这 时 a= 0, 4= 0. 此 外 ， 由 4= 0 就 得 到 妃 = lim %(z) = 1 

然而 复合 函数 %(Pp(z)) 当 z 关 0 时 有 两 种 可 能 性 . 若 z 为 无 理 数 , 则 p(z) = 0, 因 
此 %(e(z)) = %(0) = 0; 若 z 为 有 理 数 , 则 p(z) 尖 0, 因此 %(p(z)) = 1. 这 表明 复合 函 
数 y(p(z)) 在 点 z = 0 的 任意 邻近 既 可 以 取 到 0, 也 可 以 取 到 1, 因此 当 z -0 时 函数 
w%(p(z)) 的 极限 不 存在 . 

在 前 面 已 经 遇 到 过 许多 例子 它们 表明 在 习题 的 条 件 下 结论 lim y(9p(z)) = 已 经 党 
成 立 , 但 目前 却 有 一 个 例子 表明 这 个 结论 也 可 以 不 成 立 , 因此 答案 是 : 不 一 定 成 立 ， 口 

下 面 讲 两 个 问题 , 第 一 , 为 什么 会 发 生 上 述 现象 ? 第 二 , 什么 条 件 下 习题 中 的 
Jimy(P(z)) = im %(z) 一 妃 能 够 成 立 ? 

第 一 个 问题 从 函数 极限 定义 就 可 以 得 到 解释 . 

考察 习题 607 中 给 出 的 那个 例子 , 并 为 了 清楚 起 见 将 外 层 函 数落 的 自 变量 改 记 为 
久 对 于 极限 lim %(y) = 互 来 说 , 按照 极限 定义 不 必 考 虑 函数 %(y) 在 点 % = 么 是 否 有 
定义 , 若 %(4) 有 定义 , 这 个 值 也 不 起 任何 作用 . 

例如 习题 607 的 例子 中 %(0) = 0, 而 这 与 (9) = 1 毫 无 关系 . 

然而 在 考虑 复合 函数 W(p(z)) 在 z 一 a 的 极限 时 , 其 中 的 p(z) 完全 可 能 取 到 4， 
甚至 会 在 z 一 a 的 过 程 中 无 限 多 次 取 到 4. 这 就 是 问题 所 在 . 若 %(y) 于 y = 4 处 无 
定义 , 则 lim w(e(z)) 无 意义 ; 车 V(y) 于 4 = 么 处 有 定义 , 则 习题 607 的 例子 告诉 我 们 
Jim ye(ojj 未 必 等 于 五 = im yty) 9 


下 面 讲 第 二 个 问题 , 即 在 佬 么 条 件 下 会 成 立 以 下 关系 : 
Jim elz) = 4，lim yz) 一 忆 一 lim ye(z) = 甩 (41) 
从 前 面 对 于 第 一 个 问题 的 分 析 可 以 知道 , 在 以 下 几 个 条 件 下 (1.41) 都 能 够 成 立 . 


@ 这 里 可 介绍 美国 数学 月 刊 的 第 82 卷 (1975), 63-64 页 上 与 此 有 关 的 一 个 定理 : 车 Jimepfz) = 4 和 
imy() = 已 那么 im V(o(z)) 只 有 三 种 可 能 性 : (1) 等 于 B; (2) 等 于 %(4); (3) 无 意义 . 证 明 是 容易 的 . 
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(D V(4) = 忆 , 即 函 数落 在 点 4 处 连续 ; 

(2) 存在 某 个 so > 0, 使 得 在 0< lz -al < io 时 yw(z) 取 4; 

(3) 4 = 士 co, 而 lim yW(z) 有 意义 . 

解释 条 件 (1) 使 和 在 dim W(z) = 互 中 允许 z 取 到 4; 条 件 (2) 使 得 在 z 一 a 时 
复合 函数 %(e(z)) 中 的 内 层 w(z) 不 会 取 到 4; 条 件 (3) 与 (2) 类 似 , 因为 pz) 一 定 是 有 
限 实 数 , 因此 不 可 能 取 到 士 co. 

读者 如 果 有 兴趣 , 可 以 检查 前 面 用 到 复合 函数 极限 的 一 些 实际 例子 , 看 看 是 否 满足 
以 上 的 某 个 条 件 . (典型 的 例子 就 是 从 (1.34) 推出 (1.35)-(1.37).) 


3. 柯 西 命题 的 推广 (习题 608-610) 


这 是 将 数列 极限 中 的 柯 西 命 愿 和 施 托 尔 蒋 定 理 ( 即 习题 138-141, 143 等 ) 从 离散 推 
广 到 连续 . 在 学 习 上 述 数 列 极限 习题 的 基础 上 , 就 不 难 解决 这 里 的 习题 . 下 面 给 出 前 两 
题 的 解答 供 参考 , 其 中 的 方法 与 习题 138-139 相同 . 


习题 608 证 明 柯 西 定理 : 如 果 函 数 f(z) 定义 在 区 间 (a, +co) 上 , 而 且 在 每 一 个 有 
限 区 间 (ob) 上 是 有 界 的 , 那么 


人 im_ xD) 上 1)- fojj: 


O) lim/ zj 寺 = lim 妈 扩 (jle) >C> 0)， 


z 一 +oe (7 


其 中 假定 两 个 等 直 右 端的 极限 存在 . 


解 (a) 设 lim ftz +1) =- f(z)] = 4, 则 容易 发 现 只 要 对 4 = 0 的 情况 作出 证 明 
就 足够 了 , 因为 当 4 关 0 时 可 以 用 辅助 函数 f(z) -- 4z 来 代替 f(z). 此 外 又 不 妨 设 已 有 
Qa>0. 
对 给 定 的 任意 = > 0, 存在 Mi > w 当 z > Mi 时 成 立 |f(z+D - f(z)| < 去 e. 
对 z > Mi, 取 正 整数 m= [z- Mi +H, 则 有 ?< 和 z- Mi+1<7mn+l, 也 就 是 
Ai 入 Z 一 7 十 1< Mi 二 1. 
现在 对 于 z > Mi 时 的 分 式 了 ez) 的 分 子 做 分 拆 并 估计 如 下 : 
| 闻 | < 1 一 一 1 上 + 十 一 2 人 一 Jz 一 mHz 一 m 十 1 
多 了 


na EUE-n+Il es ，UGE-na+rll 
一 交 2 乒 2 入 “ 

由 于 最 后 一 项 的 分 子 中 的 自 变量 = -m+ le [MX ,MG + 1), 而 7 在任 意 有 限 区 间 上 有 

界 , 因此 存在 M > Mi， 使 得 当 z > M 时 有 上代 二 ?十 1 < 号 , 于 是 也 同时 成 立 了 

| 航 


1- 


(b) 由 已 经 证 明 的 (a) 和 指数 函数 与 对 数 函 数 的 连续 性 就 有 
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1 jnf(z) 
5 = ez- 
im [7(z] lim e e 


jnfz) 
加 
工 一 十 oo 
人 十 1 
一 nyC+D- TD) mm (. 呈 -区 浊 ) 


二 jz+H) 
二 12 


习题 609 证 明 , 如 果 (a) 函数 f(z) 在 区 间 (a,+co) 上 定义 ; (b) j 在 每 一 个 有 限 区 
间 o <z <b 上 有 界 ; (c) .lim [ftz+D -Jo = +eo 或 -co), 那么 
有 


= +oo (或 -oo) . 


解 不 妨 设 有 oa > 0. 
对 给 定 的 任意 天 > 0, 存在 Ma > oa 当 z > Ma 时 成 立 |f(z+1) - flz)l > 2K. 对 
2 > Mi, 取 正 整数 m= [z -Mi ++]l, 则 有 mn<z- Mi+1<7+1l, 也 就 是 
Ai 和 sz 一 7+1<AMa+1. 
现在 对 于 z > Mi 时 的 分 式 了 的 分 子 做 分 拆 并 估计 如 下 : 
_Le)=-Az-I+… :和 十 
加 


> .2 开 一 |fz 一 nm+Il 

这 时 且 三 上 > 1 - 20 十 上 ,又 由 于 上 式 的 最 后 一 项 的 分 子 中 的 自 变量 z -mm+1 
[AM + D), 而 了 在 任意 有 限 区 间 上 有 界 , 因此 存在 M > Mi, 使 得 当 > > M 时 有 
HL 二” + 中 < 状 ， 目 同时 成 立 卫 = 工 > , 于 是 当 z= > M 时 就 得 到 


也 


如 > 各 .2 瑟 一 开 ， 
3 


这 样 就 证 明了 _lim_ is 


对 于 lp_ 各 - co 的 情况 , 或 者 模仿 上 面 的 方法 , 或 者 令 g(z) = -jz), 就 
可 以 归结 为 已 经 证 明 的 结论 ， 从 略 . 口 
习题 610 及 其 证 明 都 没有 新 的 内 容 , 从 略 . 读者 可 以 试 试看 , 能 否 证 明 它 , 用 以 测试 


自己 是 否 已 经 掌握 了 前 面 的 方法 . 
4. 函数 ez 的 两 种 表示 (习题 611, 612) 
习题 611 将 习题 69 和 72 的 内 容 从 数列 推广 到 函数 序列 . 


习题 611 证 明 
到 三 评 : i 0 
G) lm (1+ 三 ) 二 时; 四 (1+z+ 责 十 …… 十 =- 
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解 (a] 用 习题 71 和 代入 法 即 有 


如 (+ 中 二 [+ 人 =-e 
人 Db) 仿照 习题 72 的 解 , 引入 记号 :yn 人 z) = (1 十 至) ,an(z) = 1+z+ 到 十， 十 辐 ， 
盖 一 上 2.…， 它们 是 两 个 函数 序列 . 
首先 证 明 {zn(z)} 对 任何 = 值 都 是 收 全 的 . 
用 柯 西 收敛 准 则 , 对 于 任何 正 整数 和 z, 有 


mn 十 1 Tm+2 人 十 及 
lzn+e(z) 一 am 人 (zj|=| 从 于 让 中 | 
|zl"+1 未 |zl"+2 本 |z|n+p 
(n+IlL (n+2)! 人 (十 D) 
_ _z+ lz| |zl 呈 ! 
(n+lll G+ (+2) 人 CC 
|z"1 lz| jz 一 : 
< THEY 页 可 + 二 页) 
|z|"+1 1 
Sm+fi T 问 
多 十 2 
_oet 有 十 2 


= +IT FE+2 二 加 ， 

其 中 假设 已 取 充分 大 , 使 得 nm 十 2 > |z|. 

由 于 当 一 co 时 上 述 最 后 一 式 极限 为 0 ( 即 习题 61 的 ,lim 4 = 0), 因此 对 给 
定 的 任意 正 数 = > 0, 存在 N, 当 > N 且 为 任意 正 整 数 时 ,上 泛 最 后 一 式 小 于 <. 这 
就 证 明了 对 每 一 个 z, 存在 极限 lim zn(z) = 已 (z)- 

下 面 将 证 明 妃 (z) = er, 其 中 的 方法 与 81.2.3 的 习题 72 中 的 方法 几乎 完全 相同 . 

直接 估计 函数 序列 {yn(z)} 和 {zn(z)} 之 差 . 将 yn(z) = (1 + 于 用 二 项 式 定理 
展开 , 其 中 前 两 项 1 + z 与 am(z) 的 前 两 项 相同 , 因而 抵 销 , 然后 与 习题 72 类 似 地 利用 
习题 6 的 伯 努 利 不 等 式 , 就 有 


大 =2 一 2 
wz 1 所 = 
证 人 
|z| 大 一 1)K 
< 志和 扯 1-(- 忆 )]] 
大 
2 Cr < 攻 .5(zh)， 
大 一 2 
可 见 有 im |zn(z) -yn(z)| = 0. 这 就 证 明了 函数 序列 {fyn(z)} 和 {zn(z)} 具有 相同 的 


极限 , 即 瓦 (z) = er， 口 


130 第 一 章 “分析 引 论 


习题 612 证 明 lim msin(2rmle) = 2r. 
nm 一 oo 


解 (本 题 也 可 放 在 81.2 中 .) 利用 习题 72 中 的 结论 , 就 有 
Tir<e-G+i+ 直 +…+ 直 ) < 十 


将 上 式 乘 以 由 后 , 中 间 是 nle 减 去 一 个 正 整数 , 而 左边 为 5 右边 为 十 ， 由 此 可 见 ， 
中 间 就 是 nle - [nlel, 即 nle 的 小 数 部 分 . 再 乘 以 2r 就 得 到 
2 2 
多 十 1 了 2 
当 郊 > 4 时 利用 sinz 在 [0， 邓 上 单调 递增 , 就 有 


和 i ! in 隐 
于 下 么 sin(2rmnle) < sin 7 


最 后 两 边 乘 以 m 并 令 n 一 oo 就 得 到 所 求 的 极限 为 2r， 口 


< 2r(nle 一 [nlel) < 


Sin 
加 


5. 友 代 生成 的 函数 列 (习题 606,， 637-640) 


这 是 81.2 中 有 关 迭 代数 列 的 习题 81, 148-149 的 继续 . 其 中 的 规律 性 需要 专门 介绍 . 
先 讲 其 中 与 众 不 同 的 一 道 题 , 所 用 的 方法 是 柯 西 命题 ( 即 习题 138) 的 进一步 发 展 . 


习题 637.3 设 数列 yn 由 数列 zn 的 下 列 关 系 式 确定 : 
=zo 如 一 Zn 一 az 1 (人 一 12…)， 
其 中 |al < 1. 设 lim。 加 三 妨 求 ,lim rn- 


解 设 a 关 0, 否则 不 必 再 讨论 . 由 于 {fyn} 的 极限 已 知 , 我 们 可 以 用 {ynj} 去 研究 

{zn}. 认为 {yn} 已 经 给 定 , 然后 从 zo = yo 和 
Zn = azn-1 十 gm (一 12…) 

来 确定 数列 {zn}. 用 差分 方程 的 语言 来 说 , 这 就 是 一 个 一 阶 线性 非 齐 次 差分 方程 (在 
81.2.8 的 习题 148 的 解 3 中 已 经 出 现 了 线性 差分 方程 .) 另 一 方面 也 可 以 将 上 述 方程 看 
成 为 线性 先 代 , 只 是 每 次 的 yn 与 m 有 关 . 

于 是 就 有 zo = yo, zl = ago + Wi， za = a2go + agi 十 如，… 一 般 地 用 数学 归纳 法 
可 以 证 明 有 

Tn 一 anyo 十 am-191 十 … 十 ayn -1 十 加 . 

为 从 此 式 证 明 {zn} 收敛 , 可 以 用 柯 西 收敛 准则 (参见 习题 81 的 解 2). 

下 面 将 采取 类 似 于 81.2.4 的 习题 81 的 解 3 中 的 方法 . 首先 , 如 果 im mm 存在 的 
话 , 它 等 于 什么 ? 从 n = mm -- azn-l 中 令 半 一 co 就 得 到 

吉本 和 生 天 

第 二 步 , 我 们 直接 证 明 lim_ (ro - 工 ” < ) = 0. 由 于 


此 全 和 


=m-bi(L+a+…+oan+ 人 各 


Ban+i 
下 全 


一 or 一 让 +on (一 让 二 十 am 一 避 二 (如一 驴 一 


3 
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而 al < 1 上 式 右边 的 最 后 一 项 极限 为 0, 因此 只 要 证 明 以 下 极限 等 式 即 可 : 
lim [ar"(g 一 纺 十 an( 拉 一 四 十 二 am 一切 二 (加 一 吉 =0. (1.42) 


下 面 的 方法 就 是 在 81.2.7 中 证 明 柯 西 命题 ( 即 习题 138) 的 方法 ， 
对 于 给 定 的 任意 s > 0, 存在 Ni, 当 m > Ni 时 有 | 一 中 < se. 固定 这 个 Ni, 将 
(1.42) 左边 的 方 括号 内 的 表达 式 记 为 Au, 然后 进行 分 拆 处 理 如 下 : 
An =lar( 一 切 +an (一 十 十 an- 一 驴 十 (加 一 中 | 
和 lon( 加 一 +oanl( 一 二 十 an (yw 一 可 
二 la Ga 一 对 十 al 一切 二 (一 中 | 
oo| (一动 二 or 人 (0 一 归 二 二 aow 一 可 | 
十 s(L 二 |al 十 :… 十 la 一 六 1). 
由 于 Nm 已 经 固定 , 记 M = |(% -+ amp 一 中 二 十 ar 一直, 则 就 得 
到 当 m > Na 时 有 


从 


Ianl s M la"+e: 工 
由 于 |a| < 1 存在 N > Ni, 使 得 当 m > N 时 M .|al”< e. 于 是 当 m > N 时 就 有 


2-|a| 
|Anl <e. 和 


由 于 右边 的 < 的 系数 与 e 和 ? 无 关 , 因此 这 就 证 明了 ,lim An = 0， 口 

下 面 我 们 指出 , 除了 上 一 题 和 (与 习题 148 雷同 的 ) 习题 637.2 之 外 , 其 余 的 几 个 习 
题 存在 统一 的 规律 和 解法 . (当然 它 不 一 定 是 对 每 个 题 的 最 佳 解法 .) 

为 简明 起 见 , 称 rn+1 = flzn), m = 1 2,，… 为 迭代 数列 , 称 其 中 的 函数 太 为 迭代 函 
数 , 以 下 均 假 设 /与 无 关 . 

首先 有 一 个 简单 但 很 基本 的 如 下 规律 . 


命题 1.9 设 数列 {fzn} 满足 和 欠 代 公 式 zn+l = f(zn), 7m = 1,2,…， 且 已 知 有 
im mn 一 若 又 已 知 有 


Jim flzw) = /6)， 
则 极限 是 方程 flz) =- z 的 根 ( 即 7 的 不 动 点 ) 


注 条 件 lim f(zn) = /6) 在 了 于 点 处 连续 时 就 成 立 , 证 明 是 直截了当 的 , 但 
命 原 提供 了 一 种 方法 , 即 在 研究 迁 代 数列 时 , 经 常 先 假设 它 收敛 , 看 极限 会 是 什么 , 然后 
再 做 下 去 . 如 前 面 的 习题 637.3 的 解法 就 是 如 此 . 该 题 中 的 迭代 数列 的 迭代 数 与 ” 有 关 ， 
因此 比 上 述 命题 中 的 问题 要 复杂 一 点 - 

值得 指出 , 车 和 迭代 函数 没有 不 动 点 , 则 从 命题 1.9 就 推出 数列 {fzn} 发 散 . 

在 选 代 函 数 为 单调 时 迁 代 数列 的 性 态 很 简单 , 这 就 是 下 一 个 命题 , 它 给 出 了 和 迭代 数 
列 的 单调 性 规律 的 理论 依据 . 
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命题 1.10 设 函 数 了 在 区 间 了 上 单调 , 数列 {fz} 满足 迭代 公式 rn+i = jzn), 一 
1 2……, 且 zne 了 =1,2……, 则 只 有 两 种 可 能 性 : 

(a) 当 为 单调 递增 时 ，{zn} 为 单调 数列 ; 

(b) 当 /为 单调 递减 时 , {zn]} 的 子 列 {fzzn-:} 和 {zzn} 是 具有 相反 单调 性 的 两 个 单 
调子 列 . 


这 里 我 们 只 用 图 示 来 解释 命题 1.10 的 意义 , 其 简单 证 明 可 以 在 [23] 的 $2.6.2 中 找 
到 , 附 图 中 的 分 图 (a) 和 (b) 分 别 对 应 于 命题 1.10 的 情况 (a) 和 情况 (b). 分 图 (c) 则 表 
明 命题 1.9 中 的 极限 上 不 一 定 唯 一 . 随 着 初始 条 件 的 不 同 , 收敛 的 迭代 数列 可 能 有 不 同 
的 极限 , 这 只 是 对 单调 递增 作出 的 图 . 对 了 单调 递减 也 有 类 似 的 结论 . 

纪 和 & 


于 


E: 和 FDCEeRTE 
(a) (b) 
命题 1.10 的 附 图 : 只 代 函数 为 单调 时 的 选 代 教 列 的 单调 性 示意 图 


下 面 用 以 上 两 个 命题 对 7 个 习题 作出 统一 的 分 析 . 我 们 的 方法 是 先 作出 f(z) 的 草 
图 , 求 出 它 与 y = z 的 交点 , 即 得 出 /的 不 动 点 , 然后 从 7 的 图 像 的 单调 性 来 判断 迭代 
数列 的 单调 性 . 这 就 是 将 结果 犹 到 之 后 { 与 命题 无 关 地 ) 再 写 出 证 明 . 


习题 606 求 limSsinsin …sipT， 
刀 次 
分 析 这 个 题 与 81.2.4 的 习题 81 和 下 面 的 习题 637.1 等 类 似 , 可 以 改写 为 和 迭 代数 
列 来 处 理 , 定义 zo = z, zn = sin zn_l (n = 1,2,…), 于 是 欠 代 函数 是 f(z) = sinz. 无 
论 zo = z 如 何 , 从 m = 1 起 总 有 zn e [--1,1, 而 f(z) = sinz 在 该 区 间 上 单调 递增 , 因 
此 可 以 从 命题 1.10(a) 肯定 {zn} 单调 且 有 界 , 从 而 一 定 收敛. 细节 留 给 读者 ， 口 


习题 637.1 设 数列 {fz} 由 
Z1=Va zz=Va+va zs=Va+Va+va (ao>0) 
给 出 , 求 lim zn. 


分 析 如 取 a = 2 则 就 是 前 面 的 习题 81, 只 是 那里 只 要 证 明 数 列 收 敛 . 
这 里 的 迭代 函数 是 f(z) = Vz 二 z, z > 0. 命题 1.9 可 以 用 于 事先 确定 极限 值 , 命 
题 1.10 则 可 以 确定 数列 {zn] 为 单调 递增 . 具体 求解 的 写法 可 参考 习题 81 的 解 3， 口 
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习题 637.4 设 数列 {fz*} 由 下 列 方 式 确定 : 


zo 二 了 mm = TFT 甸 =12….)， 


求 lim zn. 
oo 


分 析 “由 于 数列 每 项 大 于 0, 因此 选 代 函 数 为 Hz) = 工人 z > 0) 由 z = jn) 
求 出 不 动 点 , 记 为 = 去 (1 + V5) (= 0.618). 从 命题 1.10 知道 本 题 属于 情况 (b) ( 参 
看 附 图 (b)), 即 需 证 {zn"} 的 奇数 项 子 列 和 偶数 项 子 列 分 别 单调 , 且 收 剑 于 同一 极限 上 . 

但 本 题 可 以 如 前 面 的 习题 637.3 那样 , 在 求 出 上 之 后 直接 证 明 jim (cn 一 避 =0. 这 
人 

lzn 一 引 = 


__ lzn-l 一 引 1 
1 |= GET STHE zl- 外 口 
习题 638 (a) 函数 序列 {yn(z)} (0 < z < 1) 由 如 下 方式 确定 : 


二 汪 : Ex 业 可 区 : 
凡 二 了 加 二 了 (=2,3…)， 


求 ,Lim 匠 ， 


分 析 ”本题 中 的 目 玉 归 Z 只 的 个 参数 , 因此 前 面 的 两 个 命题 和 方法 都 适用 . 
这 时 的 迁 代 函数 是 迪 人 二 二 妇 . 

由 初 值 mn = 郊 了 和 参数 范围 0< zs 和 1l 可 以 确定 如 (z) e [0, 于 ] 始终 成 立 , 而 在 
此 区 间 上 和 迭代 函 妆 了 单调 递减 , 因此 属于 命题 1.10 的 情况 (b). 但 是 这 里 用 上 一 题 的 
方法 更 容易 一 些 ， 这 就 是 从 y = jf(y) 直接 解 出 y(z) = -1+ VI 二 Z. 然 后 证 明 对 于 
0 和 z 乏 1 上 的 每 个 = 都 有 lim (yn(z) -y(z)) = 0. 以 下 请 读者 写 出 细节 ， 口 


习题 638 (b) 函数 序列 {yn(z)} (0 < z < 1) 由 如 下 方式 确定 : 
= 1 


扩 = 要 ,加 = 半 + 区 1 =23 


求 lim yn. 
oo 


分 析 .此 愿 中 和 迭代 函数 Gy) = 二 十 竹 ”为 单调 递增 函数 ， 属于 命题 1.10 的 情况 
(a), 因此 只 要 证 明 对 每 个 z e [0,1] 的 os 关于 忆 为 单调 有 界 就 解决 了 收敛 性 问题 , 再 
从 命题 1.9 得 到 极限 函数 为 y(z) = 1 + VI 一 z. 当然 用 上 一 题 的 方法 也 可 以 成 功 ， 口 


习题 639.1 设 zZ > 0 nn = -1(2 一 ztpn-i) = FJ) 


1,2,……). 证 明 , 如 果 > 0{(i = 0,1), 那么 序列 和 收 
全 且 lim wm = 革 . 


分 析 这 里 = 同样 只 起 着 正 参数 的 作用 , 选 代 函 数 
为 fg) = 8(2 -- zg)- 它 的 不 动 点 就 是 十. 如 附 图 所 示 ， = 
这 个 不 动 点 恰好 也 是 迭 代 函 数 广 的 极 大 值 点 . 习题 639.1 的 附 图 
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于 是 从 条 件 m > 0 可 推出 只 能 取 yo < (0, 二 ). 若 yo = 二, 则 当然 就 “不 动 "7 了 . 着 
0 < 2 < 十, 则 就 是 全 题 1.10 的 情况 (a). 最 后 , 若 二 < 如 < 全, 则 zu < (0, 十), 因此 
与 上 面 的 情况 相同 ， 口 


习题 639.2 为 了 求 ! = V5 (z > 0), 可 用 各 一半 (xc 十 二 ) 人 2 0) 
(% > 0 为 任意 数 ), 证 明 lim。 如 一 VZ. 

分 析 若 取 z = 1 则 就 是 习题 149. 请 参看 81.2.8 中 该 题 的 解法 以 及 后 面 的 两 个 注 . 
注意 本 题 中 的 不 动 点 也 恰好 是 迭代 函数 的 极 值 点 , 因此 与 上 一 题 有 类 似 的 分 析 ， 口 


与 上 述 7 个 题 不 同 , 在 下 面 一 题 中 起 主要 作用 的 是 关于 正弦 函数 sinz 的 不 等 式 
0<1|sinz| < lz| (z 头 0). 


习题 640 为 了 求 开 普 勒 方程 z - ssinz = mm (0 < es < 1) 的 近似 解 ,假设 
20 = ml，21 = 凤 十 ssinzo ,Zn 一 mm 二 ssinzn 1 (逐步 逼近 法 ), 证 明 存在 
《= ,limzn, 且 数 5 是 该 方程 的 唯一 解 . 


解 这 里 的 迭代 函数 为 f(z) = 柬 十 csinz, 一 次 欠 代 之 后 就 只 需要 在 [mm -<,mm 十 引 
上 研究 / 了 , 但 其 单调 性 分 析 不 是 非常 方便 . 因此 下 面 改 用 其 他 方法 来 做 . 

首先 看 方程 解 的 唯一 性 . 若 有 zi, zz 都 满足 方程 rz - ssinz = mo, 则 将 zl, zz 分 别 
代入 , 然后 将 两 式 相 减 就 得 到 

|zi -- zz| =E .|sinzl 一 sinz?| = 一 < |2sin 
由 条 件 es e (0,1) 可 见 只 能 有 zl = z2. 

用 相同 的 方法 可 以 导出 最 近 两 次 迭代 之 差 满足 以 下 不 等 式 : 

|zn+l 一 Zn 和 es.jzn 一 Zn (=12…)， 
于 是 就 可 以 用 柯 西 收敛 准则 来 证 明 数 列 {zn]} 收敛 (参见 81.2.5 的 习题 82 等 )， 具体 来 
说 , 对 于 任何 正 整数 p 有 
|zn+p 一 Zn| 和 elzn+p-l 一 Zn-I| 入 和 名 rp 一 zol < en+l， 

其 中 最 后 一 步 利 用 了 zo = 冻 和 |rzp 一 m = |zsinzp -ll <e. 

由 于 0<e< 1 保证 了 en 一 0, 因此 对 于 任意 的 5 > 0, 存在 N, 当 m” > N 时 , 对 任 
意 的 正 整数 p, 都 成 立 |zn+p ~- zn| < 5, 于 是 从 柯 西 准则 知道 和 欠 代 数列 {zn} 收敛 ， 口 

注 “ 以 上 方法 就 是 压缩 映射 原理 , 可 参见 [23] 的 83.4.4 中 的 介绍 . 

这 里 要 指出 , 命题 1.10 中 总 结 的 迁 代 数列 的 单调 性 规律 只 是 选 代数 列 理论 中 最 为 
初等 的 部 分 . 其 中 的 主要 条 件 是 该 数列 落 在 迭代 函数 的 某 个 单调 区 间 内 . 如 果 该 条 件 
不 成 立 , 则 情况 完全 不 同 . 这 时 的 欠 代 数列 会 有 极其 复杂 的 性 态 , 它 就 是 二 十 世纪 七 十 
年 代 出 现 的 新 科学 一 一 混沌 学 一 一 的 源头 之 一 . 对 此 有 兴趣 的 读者 可 以 阅读 [23] 中 的 
85.6, 也 可 以 直接 阅读 这 方面 的 科普 读物 [8 和 入 门 读物 [9]. 


ZL 一 I2 TL 十 IT2 
人 
2 2 
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81.5 函 教 的 极限 (习题 381-644 ) 135 


为 了 让 有 兴趣 的 读者 能 够 产生 在 这 方面 的 一 点 感觉 , 不 妨 举 一 个 在 混沌 学 中 最 简 
单 的 例子 , 看 其 中 会 发 生 些 什么 , 而 将 它们 的 证 明 略 去 . 

如 右 图 所 示 , 取 迭 代 函 数 y = flz) = 4z(1 一 z), 0 和 z 科 1 

初 看 起 来 这 个 迭代 函数 只 不 过 是 开口 向 下 的 一 条 
抛物 线 . 它 只 有 两 个 单调 区 间 : [0,0.5] 和 [0.5,]. 这 样 
的 情况 在 前 面 的 习题 639.1 (参见 其 附 图 ) 和 其 他 习题 
中 都 出 现 过 , 似乎 是 平淡 无 奇 的 . 

然而 这 里 的 迭代 数列 则 完全 不 同 . 若 取 初 值 ro E 
[o, 卫 , 然后 用 zn = jz ii, m = 1 2 …… 生成 迭代 数 
列 , 则 除了 zo = 0 和 zo = 0.75 ( 即 图 中 由 y = j(z) 和 
4 = z 的 交点 所 确定 的 两 个 不 动 点 ) 之 外 , 其 他 迁 代数 
列 不 可 能 完全 落 在 太 的 某 个 单调 区 间 内 . = 4z(1 一 z) (ze [0,1]) 的 图像 

下 面 列 出 由 这 个 迭代 函数 生成 的 迭代 数列 会 具有 的 一 些 性 态 : 

(D) 存在 周期 为 3 的 迭代 数列 . 这 在 图 上 已 经 画 出 , 即 从 zo = sin2 20" 0.0117 出 
发 ， 就 可 以 计算 得 到 zi = sin2 40*, za = sin2 80", za = zo, 于 是 以 后 就 以 周期 3 重复 了 . 
这 当然 是 发 散 数列 , 并 有 三 个 聚 点 . 

(2) 引用 著名 论文 @ 中 的 第 一 定理 , 就 知道 只 要 选取 适当 的 初 值 , 就 可 以 生成 最 小 周 
期 等 于 每 一 个 正 整数 n 的 周期 欠 代 数列 . (不 动 点 就 是 周期 1 的 选 代数 列 ,) 

(3) 再 引用 同一 论文 的 第 二 定理 , 就 知道 存在 一 个 不 可 列 数 集 S c [0,1], 在 8 中 任 
何 两 个 不 相等 的 初 值 zo 尖 yo 所 生成 的 迭代 数列 {zn} 和 {yn} 之 间 都 具有 以 下 性 质 : 


加 了 一 zl=0， ml 一 zol>0， 


也 就 是 说 它 们 片 会 无 限 接近 ， 又 总 是 会 分 开 . 这 样 的 性 态 可 称 复杂 了 . 在 混沌 学 中 的 第 
一 个 可 操作 的 混沌 定义 即 是 以 此 为 主要 依据 而 产生 的 . 

(4) 只 要 在 取 初 值 zo 时 避 开 [0,1] 中 的 一 个 可 列 集 (包括 0,0.75 等 ), 则 所 生成 的 每 
一 个 数列 {zn} 就 会 在 区 间 [0, 1] 内 处 处 稠密 , 于 是 其 聚 点 全 体 就 是 区 间 [0, 1]. 这 种 “ 遍 
历 性 ?是 与 收敛 性 截然 相反 的 性 态 . 

最 后 应 当 指 出 , 就 欠 代 函数 为 f(z) = 4z(1 - z) 来 说 , 对 以 上 各 点 作出 严格 证 明 还 
是 比较 容易 的 , 然而 如 果 讨 论 更 为 一 般 的 抛物 线 映射 

jz)=br(l-z) 0< zk 和 l0<b<4， 

即 带 有 参数 be (0,4] 时 , 则 问题 就 要 复杂 得 多 . 对 于 它 的 研究 已 经 包含 着 离散 动力 系统 
的 许多 基本 内 容 . 这 也 就 是 参考 文献 [9] 《从 抛物 线 谈 起 》 的 书 名 的 由 来 . 


四 T.Y. Li ( 李 天 岩 ), J. A. Yorke, Period three implies chaos, 美国 数学 月 刊 , 第 82 卷 (1975)，985-992 
页 . (中 译文 : 周期 3 蕴含 浑 沌 ， 数学 评 林 , 第 8 卷 (1989), 第 3 期 , 211-218 页 .) 
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81.6 符号 O (习题 645-661 ) 


内 容 简介 ”在 这 一 节 中 对 大 O, 小 o 等 价 记 号 ~ 等 给 出 定义 , 并 提出 了 等 价 量 代 
换 法 . 如 前 所 说 , 这 种 方法 的 大 量 应 用 实例 就 是 上 一 节 的 极限 计算 题 . 本 节 的 习题 数量 
很 少 , 其 中 也 只 有 最 后 一 题 (习题 661) 有 一 点 困难 , 因此 下 面 只 举 少 量 的 例子 来 说 明 其 
中 的 问题 . 

了 和 全 由 仙 昌 O*, 即 当 z ez(z 关 al 时 %(z) 关 0, 且 存 在 有 限 的 

名 
Jim 6 关 0 时 , 记 为 
9(z) =O"(V(z)) (一 加 

与 大 O 记号 相 比 , 在 p(z) 和 %(z) 为 关于 z 一 a 的 无 穷 小 量 (或 无 穷 大 量 ) 时 , p(z) = 
O*(%(z)) 表明 二 者 为 真正 的 同 阶 无 穷 小 量 (或 无 穷 大 量 ), 而 p(z) = O(%(z)) 只 表明 
%(z) 的 阶 数 不 低 于 (不 高 于 ) %(z) 的 阶 数 . 例如 

zZ3 一 O(z2) (z 一 0) 
是 正确 的 , 但 za = O*(z2) (z 一 0) 是 错误 的 . 同样 ， 

2Z 一 O(z2?) (z 一 +oo) 
是 正确 的 , 但 z = O*(z2) (z 一 +oo) 是 错误 的 . 

对 于 以 下 习题 中 将 大 O 称 为 同 阶 都 应 当 作 以 上 理解. 

此 外 , 我 们 还 经 常用 O(1) 代表 (关于 某 种 极限 过 程 的 ) 有 界 量 , 用 o(1) 代表 无 穷 小 
量 . 这 些 记 号 中 的 大 O 和 小 o 与 一 般 的 定义 完全 一 致 . 

第 一 个 习题 用 具体 的 几何 图 形 给 出 了 非常 具体 的 无 穷 小 量 的 例子 , 而 且 具 有 从 一 
阶 到 三 阶 的 不 同 阶 数 , 这 对 于 理解 抽象 的 数学 概念 很 有 帮助 . 

习题 645 如 附 图 所 示 , 设 中 心 角 4OB = z 是 一 阶 无 4 加 
穷 小 量 , 确定 下 列 各 个 量 的 无 穷 小 的 阶 数 : 4 

(a) 弦 4B; 

(b) 矢 CD; 

(c) 扇形 4OB 的 面积 ; 

(d) 三 角形 4BC 的 面积 ; 

(e) 梯形 4BB; 4i 的 面积 ; 

(f) 弓形 4BC 的 面积 . 

解 本题 只 要 写 出 有 关 量 的 表达 式 后 即 可 求 出 阶 数 , 答案 如 下 . (其 中 忆 = O4 = 
OC = OPB.) 

(a) 弦 4 万 = 2Rsin 到 w Rez (z 一 0), 为 一 阶 无 穷 小 量 . 


人 ) 矢 CD = 忆 - Reos 革 下. 表 . 瑟 = 是 z? (z 一 0 为 二 阶 无 穷 小 量 . 


(c) 扇形 AOB 的 面积 是 二 R2z, 为 一 阶 无 穷 小 量 . 


O 
习题 645 的 附 图 
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(d) 三 角形 4BC 的 面积 等 于 三 角形 O4C 和 OBC 的 面积 之 和 减 去 三 角形 O4 刀 
的 面积 , 也 等 于 弦 4B 乘 撩 CD 除 2: 


2. 去 RP2sin 叶 一 并 R2sinz = R2sin 一 R2sincos 对 


2 过 污 加 3 
= Rsin 叶 (1- es 号 ) 
一 要 mm (z 一 0)， 
为 三 阶 无 穷 小 量 . 
(e) 梯形 4BBi 4 的 面积 等 于 二 (4 有 + 4 Bi) x CD, 即 是 
2 到 (2sin 芝 十 2tan 号 ) R(1 -cos 于 ) ~ 站 z3 (z 一 0)， 
为 三 阶 无 穷 小 量 . 


(D 弓形 4BC 的 面积 是 二 R2z -- 于 R2 sinz, 为 三 阶 无 穷 小 量 . 
这 里 可 以 利用 在 81.5 的 命题 1.8(1) 中 已 经 证 明 的 不 等 式 


2 


0 < < 二 <z< 台 )， 


这 样 就 已 经 有 xz - sinz = O(z3) 四 一 0), 即 至 少 是 不 低 于 三 阶 的 无 穷 小 景 ,在 今后 我 
们 将 会 证 明 有 
从 而 就 可 以 说 , 当 z 一 0 时 zx 一 sinz = Or(z3) (z 一 0), 即 恰好 是 三 阶 无 穷 小 量 ， 口 

下 面 对 于 等 号 两 边 出 现 大 O 和 小 。 记号 的 等 式 作 一 点 说 明 . 这 里 要 注意 , 它们 不 是 
普通 的 等 式 , 而 经 常 称 为 渐 近 等 式 , 又 将 导出 这 类 等 式 的 分 析 称 为 渐 近 分 析 , 因为 它们 
反映 的 是 在 极限 意义 上 的 关系 式 . 在 一 般 情 况 下 这 类 等 式 只 能 从 左 往 右 读 ,而 不 能 反方 
向 读 . 例如 等 式 

old) = O(D) 

的 意思 是 : 关于 某 个 极限 过 程 的 无 穷 小 量 一 定 是 有 界 量 . 这 确实 成 立 . 关于 数列 这 是 收 
敛 数列 的 有 界 性 定理 的 特例 , 关于 z 一 ao ( 设 e 为 有 限 数 ) 的 极限 过 程 , 这 就 是 函数 于 点 
aa 有 极限 则 一 定 在 该 点 的 某 个 去 心 邻 域 上 有 界 的 特例 . 然而 上 述 等 式 不 能 从 右 往 左 读 ， 
因为 有 界 量 当然 不 一 定 是 无 穷 小 量 . 

下 面 给 出 习题 646 中 两 个 小 题 的 解答 . 其 中 设 o(f(z)) 是 当 zx 一 oa 时 比 函 数 f(z) 
有 较 低 阶 的 任意 无 穷 大 量 , 而 O(f(z)) 是 当 z 一 a 时 与 函数 f(z) (7(z) > 0) 同 阶 的 无 
穷 大 量 . 此 外 为 简明 起 见 , 总 是 假设 分 母 上 的 函数 非 零 . 

习题 646 (b) 证 明 : O(o(j(z))) = o(f(z)). 

解 设 glz) = otflm)， 3 ) = 又 设 Mc) = Ole(o), 即 存在 > 0 


5> 0， | 2 入 | < 不 妨 设 6 > 0 已 经 充分 小 , 使 得 
在 0<lz-al<56 时 有 定义 . 
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于 是 在 0< lz-al<6 人 
Atz) | | Ra) gt) 
袍 |-| 多 上 | 路 ls | 踢 |-9e>9 
这 就 表明 hz) = olftz)) (z -oj， 口 


习题 646 (c) 证 明 : o(O(f(z)) = o(y7(z)) 


解 设 g(z) = O(j(z)) 关 于 z 一 a 成 立 , 即 有 M > 0 和 5 > 0, 使 得 当 0 < |z-al < 
5 时 有 |3) | < ar, 又 设 有 Atz) = olg(z)) (c 一 可， 即 有 2 -0 (za 


jz) g(z) 
于 是 在 0 < jz - al < 6 时 可 以 估计 如 下 : 
并 -| 本 | | 禾 1sw: 人 | 0 一 q， 


jz) 
这 就 是 hz) = o(f(z)) (z 一 a)， 口 
注 虽然 在 习题 646 的 题 意 中 说 明 它 是 对 无 穷 大 量 来 讨论 的 , 但 从 上 面 的 证 明 可 见 
这 些 等 式 对 于 无 穷 小 量 也 同样 成 立 . 此 外 , 这 两 个 题 最 后 都 转化 为 有 界 量 与 无 穷 小 量 的 
乘积 仍 为 无 穷 小 量 , 即 O0) . o(D = o(1). 
下 面 是 关于 一 些 具 体 函 数 的 渐 近 分 析 , 我 们 只 对 其 中 涉及 对 数 函 数 的 习题 给 出 解 
答 . 


习题 650(d) 设 z 一 +0, 证 明 : inz 一 o( 去 ) (e> 0). 


解 当 z 一 +0 时 Inz 生 二 都 是 无 穷 大 量 . 如 果 取 这 时 的 二 为 (标准 的 ) 一 阶 无 


筋 大 量 , 而 称 二 =( 二 ) 为 上 - 阶 的 无 大 节 则 本 题 表明 这 时 的 1 lnz 的 无 穷 大 量 的 阶 
数 一 定 低 于 任 和 正 数 <. (但 并 不 能 对 于 z 一 +0 时 的 无 穷 大 量 In z 确定 其 阶 数 .) 
令 t= -lnz, 即 有 z =e-. 于 是 有 z 一 +0 < 上 一 +oo. 于 是 就 有 


Inz _ ve 站 
T 一 入 nz= 三 (Ge 一， 


了 5 
其 中 o= ec > 1. 下 面 只 要 用 81.2.2 的 习题 60 即 可 证 明 , ln。 喜 =0. 
为 此 取 上 写 的 整数 部 分 四, 则 轩 入 上 < 四 十 1, 因此 有 
因 +1 
aa 四 “ 


利用 lim 了 志 ! = 0 (a > 1), 可 见 对 任意 的 5 > 0, 存在 N, 当 m > N 时 有 0 < 
2 而 L < 5. 于 是 当 # > N 时 也 就 有 0 < 坪 < 5. 这 就 证 明了 ,im 去 = 0, 也 就 是 
机 lmz=0. 口 

注 1 类 似 的 习题 在 81.5 中 有 习题 591(b), 其 中 取 < = 1. 

注 2 若 观察 这 时 的 无 穷 小 量 记 - 与 ze (e > 0) 的 比较 , 则 就 得 到 习题 654 中 的 
结论 , 即 记 -- 是 比 任何 z (e > 0) 还 要 低 阶 的 无 穷 小 量 . 


0< 去 < 
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习题 651(e) 设 z 一 +oo, 证 明 : Inz = ofzs) (e > 0). 


解 当 z 一 +co 时 lnz 和 zz 都 是 正 无 穷 大 量 . 如 果 取 这 时 的 z 为 (标准 的 ) 一 阶 
无 穷 大 量 , 而 称 z* 为 = 阶 的 无 穷 大 量 , 则 本 题 表明 , 这 时 的 In z 的 无 穷 大 量 的 阶 数 一 定 
低 于 任何 正 数 =，( 但 并 不 能 对 z 一 +oo 时 的 无 穷 大 量 inz 确定 其 阶 数 ) 

令 jnz = 与 则 z = ef 以 下 证 明 可 模仿 上 古来 做 . 或 者 也 可 以 令 y = 十, 于 是 有 


且 z 一 +oe 和 人 一 十 0, 因此 问题 已 经 归结 为 上 题 ， 口 

习题 653, 655-658 是 一 系列 确定 无 穷 小 量 和 无 穷 大 量 的 阶 数 及 其 主 项 的 计算 , 它 
们 完全 依赖 于 81.5 中 的 极限 计算 . 下 面 只 举 一 个 例子 以 说 明 如 何 解 此 类 问题 , 它 同 时 也 
是 对 于 81.5 中 有 关 极限 计算 的 复习 . 


习题 653(c) 设 > 一 0, 将 函数 flz) = VI 一 2z - 江 二 3z 分 出 形 如 Cozn 的 主 项 
(C 是 常数 ), 并 确定 其 相对 于 变量 z 的 无 穷 小 的 阶 . 


解 ”利用 81.5 中 的 命题 1.7, 即 公 式 (1.30/), 就 得 到 


(1 25) 评 =1-z- 南 C2aj +olzz) = 1 一 zz 一 到 me +olz?) (z 一 0)， 


(1 3z) 计 -1 =1-z 一 表 (8zj+olza) =1-z 一 2+olz2) (一 0)， 
于 是 就 得 到 
lim 了 =- lm = 了 二 六 二 卫 
DZ 一 0 2 Z 一 0 父 
[L 一 z 一 南 z2+olz2 一 局 一 = 一 z2+olz?] 1 
一 lim 本 一 瑟 ， 
一 0 2 2 


即 得 到 f(z) ~ 去 z? (z 一 9) 它 在 z 一 0 时 是 二 阶 无 穷 小 量 ， 口 

注 从 无 穷 小 量 的 阶 数 分 析 就 可 以 知道 关键 在 于 应 用 命题 1.7 写 出 二 阶 项 , 并 由 此 
知道 f(z) 为 二 阶 无 穷 小 量 , 从 而 只 要 计算 f(z) 除 以 z2 的 极限 即 可 求 得 主 项 . 

当然 如 81.5.4 中 关于 无 理 函数 的 极限 计算 所 说 , 这 里 也 完全 可 以 用 初等 代数 来 做 ， 
读者 不 妨 一 试 

下 面 是 本 节 的 最 后 一 题 . 它 表 明 , 不 存在 增长 速度 最 快 的 无 穷 大 量 . 


习题 661 证 明 , 对 于 任意 给 定 的 函数 序列 
态 (z) 户 (zh 万 (z)， (zo<z<+oo)， 
总 可 以 构造 一 个 函数 ftz), 当 z 一 +eo 时 , 它 比 函数 六 (z) (” = 1 2,…:) 中 的 每 一 个 
都 增加 得 快 . 
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解 (分 析 法 ) 本 题 的 目的 是 根据 给 定 的 函数 序列 { 亡 (z)} 构造 一 个 函数 ftz), 使 
得 对 于 每 一 个 半 成 立 


开 | 站 矶 (人 | 冯 虽 : 
罗 

可 以 设想 , 如 果 给 定 的 是 有 限 个 函数 es …, 太 , 那么 只 要 简单 地 令 

flz)=z CaxtIRG ,| 灰 (z) 上 十 1)， 

问题 已 经 解决 ， (当然 这 时 的 方法 很 多 , 读者 不 妨 自己 考虑 其 他 合乎 要 求 的 -) 

现在 作 一 个 跳跃 , 即 对 于 给 定 的 无 限 多 个 函数 { 刀 }, 采用 分 段 构造 方法 来 定义 合乎 
要 求 的 六 为 简明 起 见 , 不 妨 将 题 中 的 定义 域 改 取 为 [1, +co), 然后 定义 

jz) = (maxfl 产 (2 ,| 及 (zi 时 + ms<z<mn+l=l2…). 

于 是 其 中 的 m = [zj, 即 自 变量 = 的 整数 部 分 . 

这 时 对 于 每 一 个 户 (z), 可 以 如 下 计算 六 与 了 之 比 的 绝对 值 当 z 一 +oco 的 极 
限 . 由 于 当 z > 呈 时 有 [zj > mw 因此 有 | 户 (z)| < maxflPa(z) ,|7ia(z)， 又 利用 
zZ 一 1< [zl<z, 于 是 有 

加 (2Z) | 户 (z) < 
了 1 问 -axdRc TCD 加 ”z 一 1 


可 见 满足 要 求 lim. 1 人 |- 0 


一 十 oo 
注 在 /的 定义 中 对 于 max{| 户 (z):… ,|fial(z)l} 还 要 加 上 1 这 样 可 以 保证 对 于 
任何 { 记 (z)}， 所 构造 的 f(z) 都 满足 ,lim 7(z) = 
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81.7 函数 的 连续 性 (习题 662-758) 


内 容 简介 ”连续 函数 是 数学 分 析 中 最 重要 的 函数 类 . 本 节 在 函数 极限 的 基础 上 为 
连续 性 概念 、 不 连续 点 ( 即 间断 点 ) 分 析 直 到 连续 函数 的 局 部 性 质 和 整体 性 质 提供 了 大 
量 的 习题 . 本 节 与 后 面 的 81.9 一 起 构成 学 习 连 续 函 数 的 主要 模块 . 

有 几 个 较 难 的 习题 放 在 最 后 的 补 注 小 节 中 讨论 . 


1.7.1 “连续 性 的 定义 (习题 662-674) 


连续 性 可 以 说 是 在 数学 分 析 中 最 为 直观 和 最 容易 接受 的 数学 概念 之 一 , 本 节 的 第 
一 个 习题 就 从 几何 直观 开始 . 


习题 662 给 定 连续 函数 y = f(z) 的 图 像 , 对 给 定 的 点 o 和 数 。 > 0, 用 几何 方式 
指出 存在 数 5 > 0, 使 得 当 lz- al < 6 时 ,有 |f(z) - jf(a)l < *s. 

| | 解 ”如 附 图 所 示 , 在 其 定义 域 上 处 处 连续 
的 函数 的 图 像 是 一 条 (在 通俗 意义 上 ) 连续 而 


| 不 间断 的 曲线 , 下 面 观察 函数 / 在 点 = = a 处 
fa) -< 的 连续 性 的 几何 意义 . 
为 此 先 解 释 连续 性 定义 中 的 两 个 不 等 式 
oO 人 5 的 几何 意义 . 不 等 式 lz-al<6 即 a-5<z< 
a -6 a+65 a 十 6, 几何 上 就 是 要 求 点 (z, fj(z)) 落 在 两 条 平 
习题 662 的 附 力 行 的 垂直 线 z=a-56 和 z=a+5 之 间 . 


同样 不 等 式 |f(z) - ja)| < s 就 是 要 求 点 (z, jz)) 落 在 两 条 平行 的 水 平 直线 
= jao)-e 和 ?1 = ja)+< 之 间 . 

于 是 /在 点 a 的 连续 性 的 几何 意义 就 如 附 图 所 示 , 即 在 给 定 了 上 述 两 条 水 平 直 
线 y = j(a) 士 e 之 后 , 是 否 存在 以 点 (a, 7(a)) 为 中 心 的 一 个 扼 形 (在 图 中 的 灰色 长 方 
块 ), 使 得 曲线 y = jf(z) 从 左右 两 侧 穿 过 这 个 矩形 .这 个 矩形 的 左右 两 边 的 方程 就 是 
2 一 0 土 6. 

从 几何 上 看 这 样 的 矩形 显然 存在 , 至 少 只 要 取 5 充分 小 时 总 能 满足 条 件 . 还 可 以 看 
出 , 如 果 曲 线 在 点 (a, f(a)) 邻近 比较 “平坦 ", 则 5 可 以 取得 大 些 ; 而 当 曲线 在 该 点 邻近 
很 “陡峭 ?时 , 则 6 可 能 要 取得 相当 小 才能 使 得 曲线 穿 过 和 拖 形 的 左右 两 边 , 而 不 是 穿 过 矩 
形 的 上 下 两 边 . 

用 数学 语言 来 说 , 即 当 a-- 5 < z < a+5 时, 要 求 点 (z,jf(z)) 属于 集合 
{z 妇 |iz-ol<5ly-Aoll<esj 口 

注 仅仅 看 以 上 一 张 图 是 不 够 的 . 建议 初学 者 用 f(z) = 二 在 点 z=a 天 0 的 各 种 
情况 自己 作 图 以 观察 对 于 不 同 的 s > 0 如 何 (从 几何 上 ) 寻找 合乎 要 求 的 5 > 0. 此 外 还 
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需要 对 于 不 连续 点 的 情况 (例如 符号 函数 sgnz 在 点 a = 0 处 ) 作 图 , 以 观察 为 什么 这 时 
对 于 充分 小 的 = 来 说 , 满足 上 述 几 何 要 求 的 5 > 0 是 不 存在 的 . 


下 一 题 我 们 从 分 析 上 来 解答 , 但 实际 上 其 中 的 每 一 步 也 有 几何 背景 , 


习题 667 设 ftz) = 工 去 ,= = 0.001 对 点 zo = 0.1,0.01,0.001,…… 分 别 求 最 大 的 
正 数 5 = 5(e,zo), 使 得 当 革 一 zol < 5 时 , 不 等 式 |f(z) - flzo)| <e 成 立 

是 否 可 以 对 < = 0.001, 取 这 样 的 5 > 0, 使 得 对 区 间 (0,1) 上 所 有 的 zo 都 合适 , 也 
就 是 , 对 任意 的 zo < (0,1), 只 要 lz 一 zol < 5, 都 有 |f(z) - f(zo)| < <? 


解 从 zo = 0.1 开始 . 将 绝对 值 不 等 式 改写 为 等 价 的 两 个 不 等 式 : 
1 


去- 西 |<000l 二 10-0001< 坪 <10+0001， 


就 可 以 解 出 


1 久 
1000T 0.09999 < Z < > 0.10001. 


由 于 左右 两 点 到 zo = 0.1 的 距离 分 别 为 


而 汪 ii 同 in000， 加 师 村 而 人 ET 
因此 对 于 zo = 0.1 和 < = 0.001 Ce 6 是 上 述 两 个 数 中 较 小 的 那 一 个 , 即 有 
5(0.001,0.1) = 0 (= 10-5). 
代替 对 于 zo = 0.01,0.001 等 的 讨论 , 我 们 考虑 对 于 任意 点 zo > 0 的 答案 , 它 不 仅 
可 以 解决 zo 为 上 述 两 个 点 的 情况 , 还 可 以 复核 一 下 一 般 答 案 在 zo = 0.1 时 与 上 面 的 答 
案 是 否 相同 . 其 中 < = 0.001 不 变 . 
这 时 只 要 求解 以 下 两 个 不 等 式 
去 -0001< 寺 < 二 +000L 
0 


于 是 可 解 出 
1000zo 1000zo 
1000 + zo 1000 一 zo” 
最 后 得 到 
2 
5 -minfzo - -1000zo ，1000zo zj- 蔽 


1000+zo'"1000zo 
对 于 zo = 0.1 就 得 到 - 上 四 育 衣 二 时 对 于 ro = 0.01 和 0.001 则 有 


_0.0001 下 
50.001000 = 世 齐 让 = 606100 = 10 


_ 0.000001L _ 1 < 10-9 
5(0.001,0001) = T000.00T = 工 000001000 10 


最 后 , 从 上 述 (对 于 zo > 0 得 到 的 ) 6 的 表达 式 可 以 看 出 , 在 es = 0.001 时 , 要 求 同 时 对 
所 有 点 zo 适用 的 正 数 6 是 不 存在 的 . 实际 上 这 时 有 
2 
6 一 二 一 0.001z3 (zo 一 +0)， 
它 是 二 阶 无 穷 小 量 . 当 zo 充分 小 时 , 5 将 小 于 事先 给 定 的 任何 正 数 . 


当然 也 可 以 用 反 证 法 独立 回答 本 题 的 后 半 题 . 读者 可 以 试 试看 . 这 里 从 略 . 口 
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习题 668 用 < -9 语言 , 正面 论述 下 面 的 结论 : 
函数 f(z) 在 点 zo 上 有 定义 , 但 在 这 一 点 处 不 连续 . 


解 不 连续 就 是 连续 的 否定 . 因此 本 题 就 是 要 求 对 一 个 否定 性 的 结论 作出 正面 论 
述 , 也 就 是 在 论述 否定 性 的 结论 中 不 使 用 含有 任何 有 否定 意义 的 词汇 . 

这 类 问题 在 81.2 已 经 遇 到 , 这 就 是 习题 87. 请 读者 参考 本 书 中 对 此 题 的 解答 和 该 
题 后 的 注 , 特别 是 其 中 提出 的 对 偶 法 则 . 有 兴趣 的 读者 可 以 参考 [23] 中 专门 为 此 而 写 的 
81.4， 

利用 对 偶 法 则 , 我 们 将 连续 和 不 连续 分 别 正面 表达 如 下 : 

f(z) 在 点 zo 连续 : 
< 对 任意 es > 0, 存在 5 > 0, 当 z 满 足 lz 一 zol <56 时 , 有 |j(z) - jzo)l < si 
j(z) 在 点 zo 不 连续 (假定 了 在 点 zxo 有 定义 ): 
< 存在 so > 0, 对 任意 5 > 0, 存在 zx 满足 lz- ro|l < 5, 但 却 有 |j(z) - f(zo)| > so. 

由 于 对 偶 法 则 在 反 证 法 中 往往 会 用 到 , 希望 读者 重视 ， 口 

接 下 来 的 一 组 题 完 全 是 概念 性 的 题 , 它们 对 于 真正 理解 连续 性 概念 很 有 帮助 . 读者 
可 以 将 它们 作为 测试 题 来 使 用 , 即 看 自己 是 否 明白 了 连续 性 概念 的 真正 意义 . 下 面 主要 
是 用 普通 语言 对 问题 进行 分 析 , 供 读者 参考 . 


习题 669 设 对 某 一 些 数 = > 0 可 以 找到 相应 的 数 5 = 5(e,zo) > 0, 使 得 当 
lz-zol <56 时 有 |jf(z) - /flzo)l < e， 

如 果 

(a) 数 = 组 成 一 个 有 限 集合 ; 

(b) 数 < 组 成 二 进 制 分 数 = = 起 (nm = 1 2,…') 的 无 限 集合 ， 
那么 是 否 可 以 判断 函数 /(z) 在 点 ro 处 是 连续 的 ? 


解 (概要 ) (a) 不 能 . 因为 在 连续 性 定义 中 的 s > 0 必须 要 能 够 取 到 任意 小 , 仅仅 有 
限 个 <s > 0 是 不 够 的 . 

(b) 可 以 , 因为 任意 给 定 一 个 se > 0 之 后 , 只 要 取 充分 大 的 正 整数 ,就 能 够 满足 
0< 击 <e. 口 
页 


习题 670 已 知 函 数 
jf(z) =z+0.001[z]. 
证 明 , 对 每 一 个 < > 0.001, 可 以 选取 一 个 5 = 5(e,z) > 0, 使 得 当 |z' - z| < 5 时 有 
|F(z') - F(z)| < s, 而 当 0 < s 和 0.001 时 则 不 能 对 一 切 > 作 如 此 选取 . 
在 哪些 点 上 这 个 函数 的 连续 性 被 破坏 了 ? 


分 析 ”由 于 给 定 的 函数 很 容易 从 几何 上 观察 , 因此 还 是 先 回答 最 后 一 个 问题 为 好 . 
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从 取 最 大 整数 函数 [z] 的 定义 知道 , 其 图 像 是 在 每 个 长 度 为 1 的 区 间 [nm 二 IT) (其 
中 对 取 所 有 整数 ) 上 等 于 m 的 分 段 常 值 函数 ( 见 81.7.2 中 的 习题 685 的 附 图 ). 于 是 每 个 
整数 点 z = 冯 都 是 函数 y = [z] 的 不 连续 点 , 其 跳跃 度 ( 即 该 点 的 右 极 限 减 去 左 极限 ) 为 
1. 将 它 乘 以 0.001 再 加 到 直线 ! = z 上 去 (参见 附录 一 的 习题 330(a) 的 图 像 天 加 运算 )， 
显然 原 有 的 不 连续 点 仍然 是 不 连续 点 , 只 是 跳跃 度 减 小 为 0.001. 

于 是 就 容易 理解 当 s > 0.001 时 , 对 于 每 个 点 z, 只 要 6 > 0 充分 小 , 就 可 以 使 得 当 
lz 一 z| < 5 时 满足 lf(z') - Flz)| < <. 

反之 , 若 0 < e 和 0.001, 则 对 于 zx 为 整数 的 点 来 说 , 这 样 的 5 > 0 是 不 存在 的 . 但 是 
对 于 所 有 其 他 的 点 z, 由 于 /在 该 处 连续 , 因此 仍然 存在 这 样 的 5， 口 


习题 671 设 对 每 一 个 足够 小 的 数 5 > 0, 都 存在 < = e(b,zo) > 0, 当 lzr- zol <5 
时 便 有 不 等 式 |j(z) - fj(zo)| < s. 由 此 能 和 否 推出 f(z) 在 z = zo 处 是 连续 的 ? 用 上 述 不 
等 式 可 以 描述 函数 f(z) 的 什么 性 质 ? 


分 析 这 就 是 说 将 连续 性 定义 中 的 前 两 句 话 中 的 和 5 的 地 位 对 换 , 即 由 5 来 确定 
e, 其 余 不 变 , 判断 它 是 否 还 是 连续 性 的 定义 . 

只 要 注意 到 原来 给 定 的 任意 = > 0 的 关键 之 处 是 它 可 以 取 到 任意 小 ( 见 前 面 的 习题 
669), 而 目前 这 样 修改 之 后 , 只 要 存在 即 可 , 由 此 可 见 这 与 连续 性 定义 毫 无 关系 . 

例如 , 对 于 前 面 提 到 的 跳跃 度 为 1 的 取 最 大 整数 函数 y = [z], 只 要 取 < = 2, 就 适用 
于 一 切 6 > 0 和 ro 了 . 特别 是 对 于 满足 |f(z)| < M 的 任意 有 界 函数 , 只 要 取 < = 2M， 
则 |j(z) - /(zo)| < 2M 对 任何 z, ro 都 一 定 成 立 , 连 6 > 0 是 否 足够 小 和 lz - zol < 6 
也 无 需 考虑 . 

因此 这 样 改动 之 后 根本 不 是 连续 性 的 定义 . 

那么 这 样 修 改 后 的 定义 描述 了 函数 的 什么 性 质 呢 ? 从 前 面 的 flz) = [ze] 可 见 不 是 
有 界 性 可 以 看 出 , 这 个 定义 表明 , 对 于 点 zo, 存在 一 个 邻 域 ， 全 和 各 本人 外 可 和 
有 界 , 也 就 是 函数 在 点 ze 处 局 部 有 界 ， 口 


习 古 672 设 对 每 一 个 数 e > 0, 都 存在 这 样 的 数 6 = 5(s,zo) > 0, 只 要 |j(z) 一 
jzo)| < s, 便 有 jz - zo| < 6. 由 此 能 否 推 出 f(z) 在 z = zo 处 是 连续 的 ? 这 些 不 等 式 
描述 了 函数 f(z) 的 什么 性 质 ? 


分 析 这 是 从 对 于 函数 值 的 限制 来 导出 对 自 变 量 的 限制 . 它 当 然 不 是 什么 连续 性 
的 定义 . 例如 前 面 的 函数 y = [z], 若 0 < s < 1, 则 统一 取 5 = 1 就 满足 要 求 了 . 对 更 大 
的 e 也 能 够 取 到 相应 的 5 (请 读者 验证 ). 

那么 这 究竟 描述 了 ;7 的 什么 性 质 呢 ? 首先 可 以 看 出 , 这 表明 在 / 的 值 域 中 的 点 
jzo) 的 每 个 邻 域 的 原 像 是 有 界 集 . 这 在 的 定义 域 有 界 时 是 多 余 的 话 . 若 三 的 定义 域 
无 界 , 则 当 lz -zol > 56 时 有 |f(z) - fj(zo)| > <. 由 于 < > 0 可 取 为 任意 大 的 正 数 , 可 见 
这 就 是 站 三 |f(z)| = +oo， 口 
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习题 673 设 对 每 一 个 5 > 0, 存在 数 = = s(5, zo) > 0, 使 得 只 要 |j(z) 一/(zo)| < e， 
便 有 |z - zo| < 5. 由 此 能 和 否 推出 f(z) 在 z = zo 处 是 连续 的 ? 这 些 不 等 式 描述 了 函数 
jz) 的 什么 性 质 ? 

考察 例子 : 

arctan 7Z， z 为 有 理 数 ; 
T(z) = 
一 arctanz，z 为 无 理 数 . 


分 析 ”容易 看 出 , 在 /的 值 域 中 f(zo) 的 原 像 是 唯一 的 . 否则 , 如 有 zi 天 zo, 使 得 
jzi) = jzo), 则 只 要 取 0 < 6 < |zl - zo| 就 找 不 到 合乎 要 求 的 <. 

但 这 不 是 函数 在 点 zo 处 连续 的 条 件 . 例如 , 符号 函数 sgn(z) 在 其 不 连续 点 
zo = 0 处 就 满足 这 样 的 条 件 . 无 论 对 什么 6 > 0, 只 要 取 0 < = < 1, 就 使 得 当 
|sgn(z) - sgn(0)| < < 时 , 只 可 能 有 z = 0, 因此 当然 满足 要 求 . 

那么 这 样 修改 后 的 条 件 有 什么 意义 呢 ? 

如 果 函 数 y = f(z) 在 点 zo 的 一 个 邻 域内 存在 反 函 数 > = 三 !(y), 则 上 述 修改 后 的 
条 件 就 表明 这 个 反 函 数 在 点 wy = (xzo) 处 连续 . 

然而 这 样 的 反 函 数 未 必 存 在 . 举 个 例子 . 将 习题 302 中 的 函数 (参见 附录 一 中 该 题 
的 图 像 ) 改造 一 下 , 定义 


0， Z 王 0， 


则 在 点 z = 0 处 就 满足 上 述 修改 后 的 条 件 . 但 可 以 (用 微分 学 很 容易 ) 证 明 , 这 个 f(z) 
在 点 z = 0 的 每 一 侧 的 任意 邻近 都 不 是 单调 函数 , 反 函 数 不 存 在 . 

若 允 许 考虑 多 值 的 反 函 数 , 又 将 连续 性 定义 推广 , 则 上 述 修改 后 的 条 件 就 表明 多 值 
反 函 数 在 点 y = jf(zo) 处 连续 . (这 个 多 值 反 函 数 广 ! 在 yo = 7(zo) 处 是 单 值 的 .) 

在 习题 673 中 作为 例子 提出 的 一 个 函数 则 说 明了 不 2 -3r12 
同 的 问题 , 从 其 定义 可 见 , 该 函数 的 定义 域 是 整个 实数 ES 
轴 , 然而 其 值 域 就 相当 复杂 . 从 7 的 定义 来 说 , 它 由 两 个 
不 交 的 集合 组 成 . 第 一 个 集合 是 arctanz, 其 中 z 取 所 有 一 一 
有 理 数 . 第 二 个 集合 是 - arctan z, 其 中 z 取 所 有 无 理 
数 . 在 右边 的 附 图 中 作出 了 该 函数 的 图 像 , 其 中 的 两 条 er 
曲线 只 是 示意 图 .它们 都 不 是 “连续 "曲线 , 而 是 由 处 处 
稠密 的 无 限 多 个 离散 的 点 组 成 的 . 习题 673 中 一 个 例子 的 附 图 


由 于 了 实现 了 定义 域 到 值 域 的 一 一 对 应 , 因此 存在 反 函 数 , 从 而 满足 本 题 中 修 
改 后 的 条 件 , 这 就 是 说 这 个 反 函 数 处 处 连续 . 只 不 过 由 于 这 个 反 函 数 的 定义 域 是 在 
(至 , 垩 ) 内 的 处 处 稠密 却 不 食 有 任何 一 个 区 间 的 集合 , 因此 这 样 的 连续 性 与 我 们 的 
直观 概念 是 完全 不 同 的 ， 口 


Ja = 长 十 sin 二 )， Z 尖 0; 
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习题 674 含有 8 个 小 题 , 内 容 是 证 明 一 些 简单 函数 的 连续 性 . 下 面 只 给 出 其 中 最 后 
一 题 的 解答 . 


习题 674(h) 用 se-6 语言 证 明 函 数 arctanz 的 连续 性 . 


解 1 利用 y = arctanz 在 定义 域 (-co, +cce) 上 为 严格 单调 递增 函数 ， 且 有 
y(+eo) = 土 秋 , 则 可 证 明 如 下 (参看 附 图 


任 取 ro, 记 y = arctan zo. 不 妨 
取 = 0 已 充分 小 , 使 得 邻 域 De(yo) C 
-到 ， ,本 也 就 是 有 


-本 < 如 一 E<zy<s 二 E< 各. 
由 于 y = arctanz 严格 单调 递增 , 因此 
是 (zi,z2) 到 Oe(y) 的 双 射 , 其 中 
zl 一 tan(yo 一 e)， za 一 tan(yo 十 <). 习题 674(h) 的 附 图 

于 是 只 要 取 5 = min{fzo - zi,z? - zo}, 就 保证 当 |lz - zol < 5 时 有 |arctanz 一 
arctan zol < Es， 口 

解 2 利用 三 角 函 数 知识 可 以 写 出 更 为 具体 的 结果 . 首先 , 从 jz| < 2 时 成 立 
|zl < |tanz|, 因此 有 |arctanz| < |z|. 这 已 经 保证 了 y = arctanz 在 点 zx = 0 处 连续 ， 
按照 定义 只 要 对 于 e 取 5 =< 即 可 . 

现在 考虑 zo 尖 0. 不 妨 先 限 制 > 满足 lz - zol < lzol, 于 是 z 与 ze 同 号 . 

利用 正切 函数 的 差 角 公 式 , 就 有 


tan(arctan z 一 arctan z0) 一 


2 一 Z0 
1 十 ZZ0” 


根据 反正 切 函数 的 定义 , 若 |z - zol < 下 , 则 上 式 右边 也 小 于 入 ,因此 就 可 得 到 


2 
4 一 加 =arctan7z 一 arctanzo arctan 和 二 zz0 
记 W = arctanzo, 于 是 对 y = arctanz 就 有 
二 三 和 |z 一 
ly 一 如 | = | arctan ee 5|< 人 | 记 下 | 公 一 站 |， 


因此 对 于 e > 0 只 要 取 6 = mmin{lzol, 到 ,se} 即 可 , 这 样 就 证 明了 反正 切 函 数 处 处 连 
续 ， 口 

注 在 一 般 的 教科 书 中 , 反正 切 函数 的 连续 性 可 以 用 反 函 数 的 连续 性 定理 推出 . 这 
个 定理 是 说 ， 在 区 间 上 有 有 定义 的 严格 单调 连续 函数 的 反 函 数 存 在 且 连 续 于 是 反正 切 函 
数 的 连续 性 归结 为 正切 函数 在 (- 委 瑟 ) 上 的 严格 单调 和 连续 性 . 


1.7.2 ”连续 性 分 析 与 作 图 (习题 675-733) 


这 里 的 习题 是 求 出 函数 的 不 连续 点 并 判定 其 类 型 , 然后 再 结合 81.4 中 的 作 图 知识 
作出 函数 的 图 像 . 
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下 面 只 对 部 分 习题 给 出 答案 供 参考 , 其 中 有 常见 的 函数 rsin 二 ， sgn zZ，[z] 等 . 


习题 678 研究 下 列 函数 的 连续 性 并 画 出 它们 的 几何 图 形 ; 
人 @) 当 z 关 0 时 万 (z) =| 瑾 二 | 疡 () = 


了 
(b) 当 z 关 0 时 户 (z) = Sm, 户 (0) = 1 


lz ” 


解 参考 31.4.2 中 习题 304 的 附 图 , 并 利用 极限 liny 38 王 = 1 即 可 解答 并 作 图 如 


允 


(a) 利用 $1.7.3 的 习题 746 ( 即 从 了 连续 推出 /| 连续 ) 就 知道 函数 户 处 处 连续 ， 
(b) 同样 可 知 在 z 头 0 时 处 处 连续 . 由 于 有 户 (+0) = 1 户 (0-) = -1 因此 zx =0 
是 第 一 类 不 连续 点 , 跳跃 度 为 2， 口 


习题 678 的 附 图 


习题 680 研究 下 列 函数 的 连续 性 并 画 出 它 的 几何 图 形 : 当 z 关 0 时 J(z) = 


< 年 本 
Tsin 六 ， j(0) = 0. 


解 这 是 在 数学 分 析 中 的 常用 函数 . 从 定义 可 见 了 处 处 连续 . 又 从 


sin 工 
一 1 


lim zsin 上 = lim 
oo 并 


zeoe 工 


可 见 有 水 平 渐 近 线 y = 1， 口 


习题 680 的 附 图 ( 右 分 图 是 左边 的 图 像 在 原点 附近 的 放大 ) 


习题 684 研究 符号 函数 f(z) = sgn z 的 连续 性 并 画 出 它 的 几何 图 形 : 
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汪 2Z>0， 
解 根据 定义 sgn(z) = 410， z=0, 可 见 z= 0 为 一 0 一 > 
-1 ，z<0， 
第 一 类 不 连续 点 , 跳跃 度 为 2， 口 习题 684 的 内 图 


习题 685 研究 取 最 大 整数 函数 f(z) = [z] 的 连续 性 并 画 出 它 的 几何 图 形 . 


解 根据 定义 , f(z) = [z] 是 分 段 常 值 函数 . 对 于 每 一 
个 整数 neZ, 当 ze imnmn+l) 时 ,有 
jz) = 加 = 
由 此 可 见 f(z) = [z] 在 任何 非 整 数 点 上 总 是 连续 的 . 
对 于 zo=neZ, 有 fn+0)= fln) =mw fn 一 0)= 
即 一 1 因此 每 一 个 整数 点 都 是 第 一 类 不 连续 点 , 右 连续 , 跳 
路 度 为 1， 口 习题 685 的 附 转 


计 
开 T 2 二 的 不 连续 点 , 并 指出 这 些 点 的 类 型 . 


习题 690 求 函数 y = 


2 一 工 
解 从 定义 可 见 , 除了 z = 0,1, -1 之 外 , 函数 y(z) 都 是 连续 的 . 
根据 函数 极限 定义 , 在 讨论 lim y(z) 时 自 变量 z 关 %, 因此 可 以 将 函数 的 表达 式 简 
化 为 


__zZZ+ILU _ 2zZ=-1 
YE 1 诡 中 于 
(z 一 1)z 
这 样 就 可 以 得 到 
limy = 一 1， limny=0， lim y = oo. 
一 0 一 1 z 一 -1 


这 表明 z = 0,1 是 第 一 类 不 连续 点 中 的 可 去 不 连续 点 , 而 z = -1 是 第 二 类 不 连续 点 中 
的 无 穷 大 型 不 连续 点 ， 口 


习题 717 研究 函数 y = e 的 连续 性 并 夯 
出 它 的 草图 


解 函数 在 z = 0 没有 定义 . 由 于 = 
+oco, 因此 z=0 是 第 二 类 不 连续 点 中 的 死 穷 型 不 
连续 点 .又 求 出 Lim = ,以 及 lim =1, 然 
后 再 考虑 到 函数 y(z) 的 单调 性 , 就 可 作出 草图 . 习题 717 的 附 图 

若 补 充 定义 y(0) = 0, 则 y(z) 在 点 z = 0 处 右 连续 . 如 附 图 所 示 , y = 1 是 水 平 渐 近 
线 . 函数 在 (一 oo,0) 和 (0,+oo) 上 分 别 都 是 严格 单调 递增 的 ， 口 
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注 “实际 上 , 本 题 的 图 像 与 附录 一 的 习题 279(c) 的 图 像 只 差 一 个 关于 Y 轴 的 反射 ， 
即 只 要 将 换 为 -就 可 以 得 到 .此 外 , 在 本 题 图像 的 > > 0 部 分 还 有 一 个 不 易 察 觉 的 
拐点 (去 ,e-?) = (0.5,0.135 3), 这 在 $2.8 学 习 了 函数 的 四 凸 性 后 是 容易 计算 的 . 


1.7.3 ”连续 函数 的 局 部 性 质 (习题 734-747，749-750) 


函数 7 在 点 zo 连续 是 函数 的 一 种 局 部 性 质 , 即 只 与 函数 在 点 zo 的 任意 小 的 邻 域 
中 的 性 态 有 关 . 本 小 节 收入 (除了 上 一 小 节 中 的 不 连续 点 分 析 之 外 ) 只 与 连续 函数 的 局 
部 性 质 有 关 的 一 些 习题 . 

下 一 个 习题 表明 , 在 习题 234 中 引入 的 狄 利 克 雷 函数 ( 即 在 有 理 点 处 取 ! 而 在 无 理 
点 处 取 0 的 函数 ) 虽然 不 是 初等 函数 , 但 只 要 利用 极限 运算 就 可 以 有 分 析 表 达 式 . 


习题 734 证 明 , 对 于 狄 利克 雷 函 数 
X(z) = lim { ,limcos"(rmlz)}， 


每 一 个 > 值 都 是 不 连续 点 . 


解 首先 证 明 这 里 的 狄 利克 雷 函 数 定义 与 81.3.5 的 习题 234 中 的 定义 是 一 致 的 . 

为 清楚 起 见 ， 引 入 函数 列 wm(z) = ,lim cos" (rmlz), 和 mn 一 1 2,……， 则 就 有 X(z) = 
,imuum(z)， | 

若 z 是 无 理 数 , 则 对 每 一 个 正 整数 m, 余弦 函数 的 自 变 量 rrnlz 不 可 能 是 站 的 
整数 倍 , 因此 | cos(rmlz)| < 1. 于 是 只 能 得 到 wmn{z) = im cos (mlz) = 0， 既 然 
um(z) = 0 对 每 个 mm 成立 , 因此 x(z) = ,limeum(z) = 0 

若 z 是 有 理 数 , 设 7 = 妇 ， 其 中 Ph,9 都 是 闲 数 ， 且 9 > 0. 这 时 考虑 函数 列 fum(z))} 
中 下 标 mm > 4 的 所 有 项 . 由 于 这 时 的 余弦 函数 的 自 变量 rm! . 7 一 定 是 2r 的 整数 
倍 , 因此 cos(mml) = 1. 于 是 有 wmn(z) = 1. 既然 当 mm > g 时 都 有 umn(z) = 1, 可 见 
X(zZ) 一 1 

于 是 已 经 证 明了 本 题 的 狄 利克 雷 函 数 与 习题 234 完全 相同 . 

现在 任 取 点 zo. 由 于 在 zo 的 每 一 个 邻 域 中 一 定 同时 存在 有 理 数 和 无 理 数 , 因此 狄 
利克 雷 函 数 X(z) 在 这 个 邻 域 中 同时 取 到 0 和 1. 于 是 无 论 zo 是 有 理 数 还 是 无 理 数 , 在 
它 的 任何 邻 域 中 一 定 有 z 使 得 |x(z) -- X(zo)| = 1. 

由 此 可 见 , 如 果 取 s < 1, 就 不 可 能 存在 5 > 0, 使 得 当 |lz - zol < 5 时 成 立 
|x(z) - X(zo)| < <. 因此 x(z) 于 点 ro 不 连续 . 由 于 zo 可 以 是 任何 一 个 点 , 因此 已 经 证 
明了 狭 利克 雷 函 数 处 处 不 连续 ， 口 


习题 735 研究 函数 f(z) = zx(z) 的 连续 性 , 其 中 x(z) 是 猴 利克 雷 函数 ( 见 上 题 )， 
并 作出 这 个 函数 的 草图 . 
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注 这 里 只 给 出 答案 , 即 函 数 只 在 点 z = 0 处 连续 , 而 在 所 有 其 他 点 处 都 不 连续 . 
请 读者 完成 其 证 明 并 作出 草图 . 

重要 的 是 这 个 习题 给 出 了 仅仅 在 一 个 点 处 连续 的 函数 . 请 读者 考虑 如 何 构造 出 恰 
好 在 有 限 个 指定 点 处 连续 而 在 所 有 其 他 点 都 不 连续 的 函数 , 如 果 你 能 够 作出 这 样 的 函 
数 , 那么 学 习习 题 735 的 目的 就 达到 了 . 


习题 736 证 明 , 黎 曼 函数 
J 四 = 局 2 一 炙 ， ?7 为 互 素 整数 , 且 m > 0， 


用 

0， ，z 为 无 理 数 
在 每 一 个 有 理 点 z 处 都 是 不 连续 的 , 而 在 每 一 个 无 理 点 z 处 都 是 连续 的 . 作出 这 个 函数 
的 草图 . 


注 黎 曼 函数 与 狄 利克 雷 函数 一 样 都 是 在 数学 分 析 教 科 书 中 的 重要 例题 , 它们 可 
以 用 来 说 明 很 多 问题 . 黎 曼 函数 在 西 文 文献 中 还 有 许多 其 他 名 称 , 例如 Thomae 函数 ， 
popcorn 函数 , raindrop 函数 和 ruler 函数 等 . 它 已 经 出 现在 8$1.5.7 的 习题 607 的 例子 
中 . 此 外 , 它 与 81.5 的 第 一 个 习题 381 从 内 容 到 证 明 都 有 相似 之 处 . 

分 析 取 定 一 个 有 理 点 zo = 公 ， 其 中 m,m 为 互 素 的 整数 , n > 0, 这 时 有 lzo) = 
十 . 由 于 在 点 zo 的 任何 一 个 邻 域 中 有 无 理 点 z 使 得 f(z) = 0, 因此 |j(z)-,f(zo)| = 二 . 
于 是 对 于 满足 条 件 0 < = < 贰 的 < 就 不 可 能 存在 连续 性 定义 中 所 要 求 的 5 > 0. 由 此 可 
见 黎 曼 函 数 在 有 理 点 处 一 定 不 连续 . 但 为 了 知道 这 些 不 连续 点 的 类 型 ， 又 为 了 讨论 1(z) 
在 无 理 点 处 是 否 连 续 , 则 还 需 研究 在 每 个 ro 处 的 lim， j(z). 

如 附 图 所 示 作 出 了 区 间 fo,1] 上 的 黎 曼 函数 的 示意 图 ( 黎 曼 函数 是 周期 为 1 的 周期 
函数 ). 

由 于 不 可 能 作出 精确 的 图 像 , 这 里 采用 两 种 示意 y 
方式 : (1) 在 z 轴 上 用 黑 点 表示 无 理 点 , 这 时 jz) = 0， 
又 用 白 点 表示 有 理 点 , 这 时 f(z) > 0; (2) 对 于 [0,]] 
中 的 有 理 点 z = 于, 作出 了 1 和 mn < 20 的 所 有 点 
(z,f(z)) (分 母 风 更 大 的 情况 已 经 超出 了 该 图 允许 的 
分 辩 率 )， 

不 难看 出 , 对 于 任意 给 定 的 < > 0, 图 像 中 满足 
jz) > 的 点 z 在 [0,1] 中 是 不 多 的 . 对 于 它们 的 准确 
分 析 就 可 以 证 明 对 每 一 个 点 zo 都 有 im， jf(z) =0. 由 
于 在 无 理 点 zo 处 f(zo) = 0, 因此 j 于 无 理 点 处 连续 . 

解 只 要 证 明 对 每 个 点 zo, 无 论 它 是 有 理 点 还 是 无 理 点 , 都 有 极限 Jim Atz) = 由， 
从 而 就 知道 黎 螺 函 数 的 所 有 不 连续 点 恰好 就 是 有 理 点 全 体 ， 而 且 都 是 可 去 不 连续 点 . 

在 点 zo 的 半径 为 1 的 去 心 邻 域 


习题 736 的 附 图 
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Oi(zo)- {zoj = (zo 一 1L,zo)U(zorzo+1) 

中 , 对 于 给 定 的 0 < e < 1, 考虑 不 满足 十 << 的 那些 . 由 于 十 > < 等 价 于 

0<n< 二 ， 
于 是 这 样 的 正 整数 n 只 能 是 1,2,… : , [十 ] 中 之 一 . 而 在 上 述 去 心 邻 域 中 具有 这 样 的 分 
母 的 既 约 分 数 也 只 可 能 是 有 限 多 个 . 将 它们 全 体 记 为 

了 T1,T2，… TD 
然后 取 

5= min{f1l,|zl -zol,|z2 一 zol …… ,|z: 一 zol} > 0， 
则 当 0< lz- zol <6 时 , 若 ze@, 则 z= 和 中 的 分 母 m 满足 
即 六 加 十 1 > 二 ， 
从 而 成 立 
If) -ol= Ja) = 二 < 

若 z&@, 因 J(z) = 0, 上 述 不 等 式 当然 也 成 立 . 因此 得 到 im j(z) = 0， 口 


习题 737 研究 函数 
{ 莒 z = 亚 ，mmm 为 互 素 整数 , 且 m > 1， 
lzl，。 z 为 无 理 数 
的 连续 性 , 并 作出 这 个 函数 的 草图 . 


解 这 里 可 以 模仿 上 一 题 的 证 明 (模仿 法 ), 也 可 以 将 本 题 归 结 为 上 一 题 来 做 (归结 
法 ), 下 面 采取 第 二 个 方法 . 

对 于 ro < 0 的 情况 , 由 于 在 它 的 任意 小 邻 域 中 的 有 理 点 处 的 函数 值 小 于 0, 而 无 理 
点 处 的 函数 值 大 于 0, 且 接近 |zol, 因此 7 在 点 zo 处 不 连续 (这 里 请 读者 补充 细节 )， 

又 可 以 从 了 的 定义 直接 看 出 有 lim ftz) = 7(0) = 0, 因此 以 下 只 需要 讨论 > > 0 时 
是 否 连续 . 

在 区 间 (0,+co) 上 定义 与 前 面 的 黎 曼 函数 非常 相似 的 一 个 辅助 函数 如 下 : 


1 _ ，z = 了 对, mm 为 互 素 的 正 整 数 ， 
g(zZ) 一 


克 十 1 人 
0， z 为 正 无 理 数 ， 
则 在 zx > 0 的 范围 内 就 可 以 将 本 题 的 函数 上 用 9 表 出 如 下 : 
J(z)=z(L 一 9z)) 一 工 一 7Zg(2) 
由 于 9 与 黎 曼 函数 非常 相似 , 不 难 用 模仿 法 证 明 9 在 每 个 点 zo > 0 处 存在 极限 
lin ,gfo)=0 匀 . 然后 从 7 的 上 述 表达 式 就 知道 对 每 一 个 zo > 0 存在 极限 


包 也 可 以 用 归结 法 , 记 黎 曼 函 数 为 R(z), 则 在 z > 0 时 处 处 成 立 夹 通关 系 0 和 g(z) 和 R(z), 对 zo > 0 
令 = 一 zo 即 得 到 .limg(z) 一 0. 
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二 J(z) = zo- 

这 样 就 推出 7 在 每 个 正 有 理 点 处 有 可 去 不 连续 点 , 而 在 每 个 无 理 点 处 连续 . 

下 面 结合 /的 图 像 作 进一步 说 明 . 

如 附 图 所 示 , 占据 y = |z| 位 置 的 点 线 代表 z 为 无 理 点 时 的 flz) = |z|. 

在 一 、 三 象限 的 一 系列 虚线 是 y = 元 Tz, 其 中 
只 画 出 从 1 取 到 10 的 虚线 . 当 z 为 有 理 点 z = 亚 
时 , yj 的 图 像 上 的 点 (z, f(z)) 就 落 在 这 些 虚线 上 , 并 
用 小 黑 圆 点 表示 ,为 了 清楚 起 见 , 只 作出 了 分 母 ”一 
1 2,3 的 几 个 点 . 

参考 黎 曼 函数 的 讨论 及 其 附 图 , 可 见 随 着 = = 王 
中 的 分 母 ”的 增 大 , 与 有 理 点 z 对 应 的 点 (z, f(z)) 越 
来 越 密集 地 聚集 到 直线 y = z (z > 0) 的 一 侧 . 习题 737 的 附 图 

从 附 图 容易 理解 在 zo < 0 时 j/ 在 该 点 不 连续 . 实际 上 , 在 zo 的 充分 小 的 邻 域 中 ， 
jf(z) 的 图 像 既 能 够 取 到 第 二 象限 中 y = -z 上 的 点 , 同时 又 能 够 取 到 第 三 象限 中 的 点 . 
因此 /在 (-oo,0) 上 处 处 不 连续 . 同 理 还 可 以 看 出 , 这 时 在 每 一 个 点 ze 处 的 两 个 单 侧 
极限 都 不 存在 , 因此 是 第 二 类 不 连续 点 , 

在 ro = 0 处 如 前 所 说 已 知 连续 . 

在 zo > 0 时 , 无 论 它 是 有 理 点 还 是 无 理 点 , 都 有 ,lim, f(z) = z, 因此 在 正 无 理 点 
处 连续 , 而 在 正 有 理 点 处 为 可 去 不 连续 点 ， 口 

下 面 两 个 习题 是 对 于 连续 性 的 四 则 运算 法 则 的 很 好 的 练习 题 , 也 与 81.2 中 关于 数 
列 的 习题 127-130 相对 应 . 在 上 一 个 习题 737 中 引入 辅助 函数 9 之 后 讨论 /时 , 实际 上 
就 利用 了 这 样 的 联系 . 


习题 741 在 下 列 情形 下 , 两 个 函数 的 和 f(z) + 9g(z) 在 给 定 的 点 zo 处 是 否 一 定 是 
不 连续 的 ? 

(a) 在 z = zo 处 函数 f(z) 连续 , 而 函数 g(z) 不 连续 ; 

(b) 在 z = zo 处 函数 f(z) 和 9(z) 都 是 不 连续 的 . 

分 别 举例 加 以 说 明 . 


解 (a) 这 时 /(z) + 9(z) 在 点 zo 处 一 定 不 连续 . 实际 上 , 只 要 用 反 证 法 ， 壤 

jz) +9(z) 于 zo 处 连续 , 则 从 
g(z) = [f(z)+g(z)] 一 yz) 

可 见 , 由 于 右边 两 个 函数 于 点 zo 处 连续 , 因此 它们 的 差 g(z) 也 于 zo 处 连续 , 引出 矛盾 . 

(b) 不 一 定 . 例如 设 f(z) 于 点 zo 处 不 连续 , 取 g(z) = --f(z), 则 它 也 在 zo 处 不 连 
续 , 但 是 flz) + [-jJ(z)] = 0, 当然 在 ro 处 连续 . 

另 一 方面 , 若 f(z) 在 点 zo 处 不 连续 , 令 g(z) = f(z), 则 f(z)+9(z) = 27(z), 它 与 
j(z) 同样 在 ro 处 不 连续 ， 口 
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注 在 (b) 的 讨论 中 两 次 利用 了 同一 个 命题 , 即 对 于 不 等 于 0 的 常数 C，/(z) 和 
Cjf(z) 在 任何 点 同时 连续 或 不 连续 . 


习题 742 在 下 列 情形 下 , 两 个 函数 的 积 f(z) . g(z) 在 给 定 的 点 ro 处 是 否 一 定 是 
不 连续 的 ? 

(a) 在 z = zo 处 函数 f(z) 连续 , 而 函数 9(z) 不 连续 ; 

(b) 在 z = zo 处 函数 f(z) 和 9g(z) 都 是 不 连续 的 

分 别 举例 加 以 说 明 . 


解 (a) 若 f(zo) 尖 0, 则 f(z)g(z) 于 zo 处 一 定 不 连续 . 用 反 证 法 . 车 ftz)g(z) 于 
Z0 连续 , 则 这 时 下 列 等 式 至 少 在 点 zo 的 一 个 邻 域 上 成 立 : 


_ flz)g(z) 
9(z) 一 Fa 


然后 利用 连续 性 的 除法 法 则 可 见 左边 的 函数 9(z) 在 zo 处 也 连续 , 引出 矛盾 囊 . 
但 是 与 习题 741(a) 不 一 样 , 若 f(zo) = 0, 则 f(z) .9g(z) 在 zo 处 不 一 定 是 不 连续 的 . 
例如 , 若 f(z) = 0, 则 jf(z)g(z) = 0, 当然 在 zo 处 连续 . 

又 如 , 设 flz) = mi zo = 0 g(z) 在 z 天 0 时 为 二 ,而 g(0) = 0 则 j(z)g(z) 在 

zz 天 0 时 恒 等 于 1, 但 却 有 (0)g(0) = 0, 因此 在 x = 0 处 不 连续 . 

注 利用 of(1)O(1) = o(1) (z 一 zo) 可 见 , 最 后 一 种 情况 只 能 是 g(z) 于 点 zo 处 局 

部 无 界 时 才 会 发 生 . 

(b) 不 一 定 . 
例如 取 /(z) = g(z) = sgn(z), 则 在 z = 0 处 不 连续 , 同时 f(z)g(z) 也 是 如 此 . 
又 如 取 jz) 在 z > 0 时 等 于 1, 在 z < 0 时 为 0, 而 g(z) = f(-z), 则 它们 都 在 

z = 0 处 不 连续 , 但 是 f(z)g(z) = 0, 当然 在 z = 0 处 连续 ， 口 
下 一 个 简单 习题 中 的 结论 也 是 经 常 使 用 的 基本 事实 , 我 们 只 作 一 些 分 析 , 将 正式 写 

出 解答 的 任务 留 给 读者 . 


习题 746 证 明 , 如 果 f(z) 是 连续 函数 , 那么 R(z) = |y7(z)| 也 是 连续 函数 . 
分 析 只 要 对 于 /的 定义 域 中 的 每 一 点 zo 证 明 
im jlz) = flzo) 一 Jim lf(zl= lfleojl， 
这 与 81.2 的 习题 91 相同 , 只 要 利用 习题 21(a) 中 的 不 等 式 |z -- y| > |z| -ly|| 即 可 . 
此 外 , 要 注意 本 题 的 逆 命 题 不 成 立 . 例如 将 狄 利 克 雷 函数 稍 加 改造 得 到 的 下 列 函 数 
jlz) = xc) 一 可， 
它 仍 是 处 处 不 连续 的 函数 , 但 |f(z)| 却 是 恒 等 于 址 的 常 值 函 数 , 当然 处 处 连续 ， 口 


@ 在 习题 737 的 讨论 中 当 = > 0 时 , 也 可 以 由 此 推出 9(z) 的 不 连续 点 一 定 也 是 f(z) = z(1 十 g(z)) 的 不 
连续 点 - 
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-cfz)<-o 
习题 747 证 明 , 如 果 函 数 f(z) 是 连续 的 , 那么 函数 天 (z) = 4 jz)，|f(zjl so 


jz) >e 
也 是 连续 的 , 其 中 c 为 任意 正 数 . 


万 的 图 像 与 的 图 像 有 明显 的 几何 关系 , 也 就 是 将 的 图 像 中 处 于 y = < 以 上 的 
部 分 用 ! = c 代替 , 同时 将 其 处 于 y = -< 以 下 的 部 分 用 = 一 2 代 符 . 

附录 一 中 的 习题 356 的 图 像 为 此 提供 了 一 个 实例 , 其 中 c = 1, f(z) = 2sinz. 

解 1 只 需要 对 每 一 个 点 zo 来 证 明 . 这 可 以 分 成 几 种 情况 来 讨论 ， 

若 j(zo) > c, 则 利用 了 在 点 zo 处 连续 , 存在 5 > 0, 使 得 在 邻 域 Di(zo) 上 仍然 成 
立 f(z) > c. 于 是 在 这 个 邻 域 上 万 (z) = c, 可 见 太 在 点 zo 处 连续 . 对 于 f(zo) < -c 的 
讨论 是 类 似 的 , 从 略 . 

车 |f(zo)| < c, 则 利用 在 点 zo 处 连续 , 存在 5 > 0, 使 得 在 邻 域 Ds(zo) 上 仍然 成 
立 |f(z)| < c. 于 是 在 这 个 邻 域 上 所 (z) = (lz), 可 见 记 也 在 点 zo 处 连续 ， 

若 f(zo) = c, 则 对 0 < es < 存在 5 > 0, 使 得 在 邻 域 Di(zo) 上 成 立 不 等 式 

0<c-<e= jzo) 一 se< jz) < J(zo)+Ee<ec+e. 
考虑 在 Os(zo) 上 的 帮 . 这 时 有 /(zo) = c, 且 按 照 定 义 知道 其 中 的 六 (z) 或 者 等 于 
ji(z), 或 者 等 于 c, 因此 成 立 不 等 式 
0< fo(zo)-<==c-e<j(z)<c+e= jzo)+e. 

也 就 是 |fe(z) - fc(zo)| < s. 因此 妃 于 点 zo 处 连续 . 同样 可 以 证 明 当 fo = = 一 时 大 
也 在 点 zo 处 连续 . 从 略 . 口 

根据 记 与 /图 像 的 几何 关系 , 可 以 从 c, -c, f(z) 通过 取 最 大 最 小 运算 来 得 到 太 . 
这 样 就 提供 了 第 二 种 解法 . 

解 2 先 验证 从 了 到 记 可 以 如 下 实现 : 

记 (z) = max{fmin{fc, ftz)}, 一 c}， 

于 是 本 题 的 结论 可 以 从 下 面 的 习题 749 得 到 ， 口 

更 不 容易 想到 的 是 从 了 到 太 的 运算 可 以 用 绝对 值 运算 和 四 则 运算 的 组 合 来 实现 . 
这 就 是 以 下 第 三 种 解法 . 

解 3 先 验证 习题 中 的 函数 关 可 以 如 下 表达 @: 

He)= 志 [fa- (9l-UGo) 一 d， 

于 是 本 题 的 结论 可 以 从 前 面 的 习题 746 得 到 口 

注 “本 题 还 有 如 下 推广 . 


@ 取 定 z = zo, 在 坐标 平面 上 观察 在 直线 z = zo 上 的 三 个 点 ftzo), -c, c, 则 就 可 以 看 出 这 个 公式 的 几 
何 意义 是 f(zo) 到 一 < 的 距离 减 去 f(ro) 到 c 的 距离 后 除 以 2. 
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设 在 同一 定义 域 T 上 给 定 三 个 连续 函数 户 , 户 , ,然后 对 每 个 = < , 定义 一 个 新 
的 函 教 / 它 的 值 f(z) 取 为 3 个 数值 户 (z), 户 (z), 卢 (z) 中 处 于 中 间 的 那个 值 , 在 其 中 
有 相等 时 就 取 这 个 相等 的 值 , 可 以 证 明 这 样 得 到 的 函数 在 了 上 连续 . 

实际 上 习题 747 中 的 大 就 是 在 c, f(z), -ce 中 按照 取 中 间 数 原则 确定 的 函数 , 因此 
是 上 述 推广 的 一 个 特例 . 

习题 748 将 在 最 后 一 个 小 节 81.7.5 中 讨论 . 


习题 749 证 明 , 如 果 函 数 f(z) 和 9(z) 是 连续 的 , 那么 函数 
92(z) = minfj(z),g(z)} 和 (7) = maxf7(z),9(z)} 
也 是 连续 的 . 


解 1 (概要 ) 只 要 对 每 一 个 点 zo 作出 证 明 . 这 里 完全 可 以 仿照 习题 747 的 解 1 分 
三 种 情况 来 做 . 从 略 ， 口 
解 2 利用 绝对 值 运算 就 不 难 验证 以 下 等 式 : 
min{jtz),g(z)} = 过 [7(z)+g(z) -IF(z) 一 (al， 
max{jtz),g(z)} = 南 [J(z)+g(z)+ lfF(z) -9(zl， 
然后 再 用 习题 746 即 可 .， 口 


习题 750 设 函 数 f(z) 在 闭 区 间 [c, 中 上 有 定义 , 且 是 有 界 的 , 证 明 函 数 
me) = 证 (7 和 M(z) = sup ff(G)} 
as6<z as6<z 
在 区 间 (o, 中 上 左 连续 . 


解 1 /的 有 界 性 保证 了 函数 mm(z) 和 M(z) 在 (a, 中 上 处 处 有 定义 ( 即 取 有 限 值 ). 
由 于 对 两 个 函数 的 讨论 是 类 似 的 , 下 面 只 对 于 M(z) 的 左 连续 性 给 出 证 明 . 
从 M(zo) 的 上 确 界定 义 可 知 , 对 任意 给 定 的 es > 0, 存在 to e fa, zo), 使 得 成 立 
J(to) > M(zo) 一 <. 
令 6=zo 一 t 如 , 则 当 zo-56=t 加 <z<zo 时 就 有 
M(zo) 一 << fto) 和 M(z) = SP {Tf} 和 M(zo)， 
这 就 已 经 证 明了 。 lim Ma) = Mtzo) 口 


解 2 只 讨论 Mo 从 定义 可 见 M(z) 是 [a, 引 上 的 单调 递增 函数 . 
任 取 zo es (ao 中, 则 从 M(z) 的 让 所 在 zo 存在 左 侧 极限 M(zo - 0)， 
一 方面 从 M{z) 单调 递增 知道 M(zo - 0) 和 M(zo). 另 一 方面 , 任 取 t ee [ozo) 则 
当 上 <z<zo 时 ,有 jj 和 M(z)sM(zo -0). 由 此 可 见 , 对 所 有 这 样 的 Fi) 取 上 确 
界 得 到 的 
M(zo) = ap ff)} < 和 AM(zo 一 0)， 
此 只 能 得 到 M(zo) = M(zo -0)， 口 
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注 本题 与 81.7.5 中 的 习题 748 不 同 . 首先 , 这 里 只 假定 了 在 [o, 中 上 有 界 ; 其 次 ， 
M(z) 和 m(z) 的 定义 与 那里 也 不 一 样 . 例如 , 容易 举例 说 明 , 车 将 本 题 的 M(z) 改 为 那 
里 的 {7(6)} 则 本 题 的 左 连 续 结论 就 不 能 成 立 . 


1.7.4 ”连续 函数 的 整体 性 质 (习题 751, 753-757) 


为 了 理解 什么 是 连续 函数 的 整体 性 质 , 我 们 先 回忆 已 经 学 过 的 连续 函数 的 局 部 性 
质 . 例如 , 函数 在 某 个 点 处 连续 就 是 一 种 局 部 性 质 , 它 只 与 函数 在 这 个 点 的 任意 小 邻 域 
中 的 性 态 有 关 ， 又 如 函数 在 某 个 点 是 否 存在 极限 , 或 是 否 局 部 有 界 , 即 存在 该 点 的 一 个 
邻 域 , 使 得 函数 在 该 邻 域 上 有 界 , 这 些 都 是 局 部 性 质 . 

值得 指出 的 是 , 函数 在 一 个 区 间 (或 其 他 数 集 ) 上 的 每 个 点 处 都 具有 某 种 局 部 性 质 
时 , 并 不 能 保证 该 函数 在 区 间 上 具有 相应 的 性 质 . 例如 ，jf(z) = 于 在 区 间 (0,1) 的 每 一 
个 点 处 都 是 局 部 有 界 的 , 但 却 在 该 区 间 上 无 界 . 

所 谓 整 体 性 质 是 指 与 定义 区 间 本 身 有 关 的 函数 性 质 . 对 连续 函数 来 说 其 中 包括 零 
点 存在 定理 、 介 值 定理 ` 有 界 性 定理 、 最 值 定 理 和 一 致 连续 性 定理 ( 即 康 托 尔 定理 ), 

作为 整体 性 质 , 上 述 定理 与 连续 函数 定义 的 数 集 的 特性 有 密切 联系 . 零点 存在 定理 
和 介 值 定理 反映 了 定义 域 的 连通 性 , 如 果 将 定义 域 从 区 间 换 为 其 他 集合 就 不 成 立 了 . 

后 4 个 定理 则 依赖 于 定义 域 的 紧 性 , 也 就 是 有 界 闭 集 . 对 于 区 间 来 说 必须 是 有 界 闭 
区 间 @. 如 果 将 定义 域 换 为 其 他 的 有 界 闭 集 , 例如 有 限 个 不 相交 的 有 界 闭 区 间 之 并 , 则 
这 些 定理 仍然 成 立 . 

介 值 定理 ` 有 界 性 定理 和 最 值 定理 可 以 合并 为 值 域 定理 , 即 连续 函数 将 有 界 闭 区 间 
映 为 有 界 闭 区 间 . 这 种 表述 方式 在 理论 和 应 用 方面 都 是 重要 的 . 


下 一 个 习题 给 出 了 定义 区 间 无 界 时 连续 函数 仍然 有 界 的 一 个 充分 条 件 . 


习题 751 证 明 , 如 果 函 数 f(z) 在 区 间 ao 和 z < +co 上 连续 , 且 存在 有 限 的 
_Jirmnf(z), 那么 此 函数 在 所 给 的 区 间 上 是 有 界 的 . 


解 记 4= lim An)， 则 对 于 = = 1 存在 天 > a, 当 z > 天 时 成 立 
4-1<fz)<4+1. 
在 有 界 闭 区 间 [o, 天 ] 上 用 有 界 性 定理 , 存在 M > 0, 使 得 当 r e [a, 天 ] 时 成 立 |f(z)| < 
M. 合并 以 上 讨论 , 就 知道 在 区 间 [oa, +co) 上 
|7(z)| < max{fl4|+1L AM 口 
注 这 当然 是 充分 而 非 必要 的 条 件 . 例如 ftz) = sin z?, 极限 j(+oco) 不 存在 , 但 了 
仍然 有 界 . (该 函数 的 图 像 见 81.4.2 的 习题 298 的 附 图 .) 


四 很 多 数学 分 析 教科 书 要 求 读者 能 够 对 于 以 上 定理 在 定义 域 变动 后 是 否 成 立 作出 判断 , 若 不 成 立 则 要 能 
够 举 出 反例 . 这 是 为 理解 定理 所 必须 做 的 功课 . 
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习题 753 设 w(z) 和 u%(z) 是 定义 在 -co < z < +co 上 的 连续 的 周期 函数 , 且 
lim [p(z) 一 %z)] = 0， 


工 一 十 co 


证 明 e(z) = %p(z). 


解 任意 取 定 一 点 zo, 我 们 来 证 明 p(zo) = 岁 (zo). 
设 e(z) 的 周期 为 五 (> 0), %(z) 的 周期 为 字 (> 0), 则 对 于 任何 正 整 数 wm 可 以 
在 pw(zo) 与 %(zo) 之 间 插入 4 项 , 组 成 如 下 所 示 的 三 个 差 值 ; 
ep(zo) -V(zo) = p(zo+nT) 一 2(zo 十 mnT2) 
= [p(zo +m 厂 ) 一 Wzo 十 mi] 十 东 (zo 十 nTi 二 mm) 一 92(zo 十 mnTY 十 mm)] 
十 [pe(zo 十 mT2) 一 多 (zo 十 mnT2)， 
从 题 设 的 条 件 可 见 最 后 三 个 方 括号 中 的 差 当 mm 一 co 时 都 趋 于 0, 因此 f(zo) = 
9g(zo)， 口 
注 一 个 意外 发 现 : 题 中 的 两 个 周期 函数 的 连续 性 条 件 是 多 余 的 . 


习题 754 证 明 , 有 界 单调 函数 的 所 有 不 连续 点 是 第 一 类 不 连续 点 . 


解 这 里 的 关键 是 有 界 单调 函数 在 每 个 点 处 的 单 侧 极限 存在 ， 它 是 单调 有 界 数列 
必定 收敛 的 定理 在 连续 变量 情况 的 推广 . 

只 讨论 定义 区 间 的 内 点 为 不 连续 点 的 情况 . 不 妨 设 / 在 (a,b) 上 单调 递增 . 这 时 对 
于 内 点 zo e (wb) 任 取 zi < zo < zz, 相应 地 就 有 不 等 式 

jz s fj(zo) s f(za). 
令 zl 一 zo - 0, za 一 zo 十 0, 就 得 到 
flzo 一 0)s jzo)s jzo+0). 

由 于 zo 是 /的 不 连续 点 , 以 上 不 等 式 中 的 两 个 不 等 号 不 可 能 同时 成 立 等 号 , 这 表明 ro 
是 第 一 类 不 连续 点 ， 口 

注 ”由 以 上 讨论 可 见 , 对 于 不 连续 点 为 定义 区 间 的 内 点 的 情况 , 题 设 条 件 中 的 单调 
冰 数 的 有 界 性 不 起 作用 . 只 有 在 端点 为 不 连续 点 的 情况 , 这 时 才 需 要 对 单调 函数 加 上 有 
界 性 条 件 . 

单调 函数 类 是 数学 分 析 中 在 连续 函数 类 之 外 最 重要 的 函数 类 .下 一 个 习题 中 指出 
了 它们 之 间 的 联系 . 其 中 的 条 件 (2) 给 出 了 区 间 上 的 单调 函数 为 连续 的 充分 条 件 ， 又 从 
介 值 定理 可 见 它 也 是 必要 的 . 此 外 还 可 以 指出 , 习题 755 及 其 证 明 都 可 以 从 几何 图 像 上 
作出 解释 , 请 读者 一 试 . 

习题 755 证 明 , 如 果 函 数 f(z) 具有 下 列 性 质 : 

(1) 在 闭 区 间 fo, 吉 上 有 定义 且 单调 ; 

(2) 所 有 f(o) 和 7(b) 之 间 的 数 都 可 以 取 到 ， 
那么 此 函数 在 [a, 中 上 是 连续 的 . 
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解 这 时 yj 的 值 域 在 f(a) 和 jb) 之 间 . 从 上 题 知 道 了 若 有 不 连续 点 则 只 能 是 第 一 
类 的 . 下 面 不 妨 只 讨论 在 [w, 引 上 为 单调 递增 的 情况 . 

由 于 /在 端点 处 的 单 侧 连 续 性 的 证 明 更 为 容易 , 下 面 只 讨论 内 点 ro <e (o, 中 . 这 时 
需要 证 明 jf(zo - 0) = j(zo) = fj(zo + 0). 为 此 给 出 其 中 第 一 个 等 式 的 证 明 就 足够 了 . 

用 反 证 法 . 设 f(zo - 0) 关 jzo). 在 zo 左 侧 任 取 zi, 在 zo 的 右 侧 任 取 zo, 并 在 zo 
和 zi (< zo) 之 间 插入 已 这 样 就 有 a 和 zl <t < zo < za 乏 山 并 成 立 @ 

jJ(o) < (zl < jb < jlzo) < flzz) < 0 
由 于 jb 在 zi < 上 < zo 上 单调 递增 有 界 , 因此 令 上 一 ro 一 0 就 得 到 
J(o) < jzi) < jzo-0) < flzo) < jza) < yb). 

这 里 的 关键 是 - 人 <. 这 里 利用 了 取 极 限 得 到 的 f(zo - 0) < J(zo) 
和 反 证 法 假设 ftzo -- 0) 六 ftzo), 可 见 其 中 的 和 只 能 是 严格 不 等 号 <. 

由 于 zi 可 取 到 [a, zo) 中 的 任何 一 个 数 , 而 zz 可 取 到 (zo, 吕 中 的 任何 一 个 数 , 因此 
上 述 不 等 式 已 经 表明 区 间 (j(zo - 0), f(zo)) 中 的 任何 一 个 数 都 不 能 为 取 到 . 这 与 题 
设 中 的 性 质 (2) 相 矛 盾 ， 口 

下 一 题 表 明 , 仅仅 满足 习题 755 中 的 条 件 (2) 还 不 能 保证 函数 连续 . 其 证 明 从 略 . 


习题 756 证 明 ， 函数 f(z) = sin 亏 (他 关 oj, ja) = 0， 在 任意 闭 区 间 [中 上 
可 以 取 到 fj(a) 和 jb) 之 间 的 任何 值 ， 但 是 在 [o, 如 上 不 是 连续 的 . 


习题 757 证 明 , 如 果 函 数 f(z) 在 开 区 间 (a, W) 上 是 连续 的 , 且 zi z2，… ,zn 是 这 
个 区 间 内 的 任意 点 , 那么 在 它们 之 间 可 以 找到 一 个 数 , 使 得 


7(9 = 去 [f(z)+ za) 十 …+f(zn]， 
解 ”由 于 个 点 zl, ，zn 的 顺序 在 这 里 不 起 作用 , 因此 不 妨 设 有 


Z1 乏 T2 扩 … 汞 Tn) 
且 其 中 不 全 成 立 等 号 (否则 已 不 必 再 讨论 ). 同样 假设 n” 个 函数 值 Flzi),…… , f(zn) 也 不 
全 相等 , 否则 任 取 # 为 见 个 点 之 一 即 可 
于 是 存在 下 标 i 关 j e {1, 2,…… ,mn}, 使 得 如 下 定义 的 mw, M 满足 mm < M: 
foei) = 由 = minff(zD ,flza)}， 
J(zi) = M = max{f(zi， ,jzn)}. 
以 下 不 妨 假设 zi < zi- 这 时 当然 有 [zi, zj] c [zi, zn] 成 立 . 
为 简明 起 见 , 记 平均 值 二 [flzi) 十 … + (zaj] = 4, 则 这 时 有 普 < 4 < M 
构造 辅助 本 数 


FCz) = fz) 一 
问题 已 经 归结 为 证 明 尺 在 区 间 [zi, zn] 上 有 有 零点. 
@@ 在 (ztzo) 中 插入 十 并 令 上 一 ro - 0, 这 样 的 方法 是 类 似 问题 中 的 常用 手段 . 
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为 此 只 要 观察 P(zi) 和 F(zi) 的 符号 . 由 于 f(zi) =mm< 4 和 zi)=M> 4， 
此 就 得 到 
Foi) = fci) 一 4=m-4<0，F(oj)=Fo)=M-4>0. 
根据 连续 函数 的 零点 存在 定理 ,，F(z) 在 区 间 [zi,zj] 内 有 零点 . 将 它 记 为 上 则 就 得 
到 在 点 zt …… ,zn 之 间 的 点 , 使 得 f(6) = 4 口 


1.7.5 补 注 (习题 748,，752，758) 
这 里 的 几 个 题 都 有 一 定 的 难度 , 建议 初学 者 暂时 可 以 跳 过 , 以 后 再 
1 习题 748 


此 题 是 学 习 连 续 函数 的 一 个 很 好 的 练习 题 . 它 可 以 只 用 连续 函数 的 局 部 性 质 解决 ， 
但 若 利用 连续 函数 的 整体 性 质 (包括 81.9 的 一 致 连续 性 ), 则 解法 更 多 , 因此 我 们 将 它 放 
在 这 里 介绍 . 


避 


过 来 学 习 . 


习题 748 证 明 , 如 果 函 数 f{z) 在 闭 区 间 [ao, 吕 上 连续 , 那么 函数 
m(z) 一 如 E.{7(5} 和 M(z) = sup {7(6)] 
asEsz 
在 [w 刀 上 也 是 连续 的 . 


注 此 题 中 的 两 个 函数 m(z) 和 M(z) 已 经 出 现在 81.5 的 习题 400 中 , 即 对 sin z 
和 cosz 作出 mm(z) 和 M{(z) 的 图 像 . 建议 读者 先 做 该 题 后 再 做 本 题 . 

为 加 强 几 何 思维 , 在 附 图 中 作出 了 f(z) 与 M{(z) 的 示意 图 . 左边 是 [中 上 的 f(z) 
的 图 像 , 右边 则 将 f(z) 的 图 像 用 虚线 表示 , 而 M(z) 的 图 像 则 用 粗 黑 曲线 表示 . 


习题 748 的 附 图 


利用 闭 区 间 上 连续 函数 一 定 达 到 自己 的 上 下 确 界 , 在 m(z) 和 M(z) 的 定义 中 的 
inf 和 sup 记号 可 分 别 换 为 min 和 max. 但 这 对 于 下 面 的 证 明 没 有 多 少 影响 . 

以 下 几 个 证 明 都 只 讨论 M(z), 且 只 证 明 它 在 区 间 fo, 中 的 内 点 ro e (a, 中 处 连续 ， 
因为 对 于 端点 wb 的 讨论 更 为 简单 . 

本 题 的 解法 很 多 , 有 许多 差别 不 大 . 下 面 是 比较 有 特色 的 几 个 解法 . 

解 1 (直接 证 明 两 个 单 侧 极限 相等 ) 由 于 从 定义 知道 M(z) 单调 递增 , 因此 对 于 内 
点 ro e (o, 虽 ,其 两 侧 的 极限 都 存在 , 且 满 足 M(zo -0) < M(zo) < M(zo 十 0). 下 面 只 
要 证 明 两 个 单 侧 极限 相等 . 
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利用 /在 点 zo 连续 , 对 任意 的 = > 0, 存在 5 > 0 当 lz-zol < 6 时, 成 立 
7) 一 Fezo)| < 三. 
在 Os(zo) 中 取 点 zi, zz 满足 
Tz0 一 65<ZI<zo<7T2<37o 十 0 
则 对 于 zi 和 t 和 z2 就 有 
1 的 一 fca)ls 1 的 -Flzo)l+lf(zo) 一 zajl <e， 
于 是 就 有 
jb = [的 一 (zi+Fzi)slfG- zjl+AGzal) < zi)+e. 
根据 M{z) 的 定义 , 这 时 成 立 
M(za) = max{fM(zi),maxff(t) | zl 和 ts 和 zzj}< M(zl)+e， 
其 中 利用 了 f(ci) < M(zl) 
在 不 等 式 0 < M(zz) - M(zi) < = 中 令 za 一 zo 十 0, zl 一 zo -0, 就 得 到 
os<Mlzo+0) -Mo-ose， 
再 利用 se > 0 的 任意 性 可 见 两 个 单 侧 极限 相等 , 这 就 证 明了 M(zo + 0) = M(zo) = 
M(zo-0)， 口 
解 2 (利用 一 致 连续 性 ) 根据 康 托 尔 定理 , 对 于 任意 给 定 的 > 0, 存在 5 > 0, 使 
得 只 要 zz e [fo 中 lz 一 z| < 6, 就 有 |j(z') -jz)| < e. 
将 M(z) 改写 为 
M(z) = 认 让 fa+tz 一 o)， 
则 在 lz - zol < 6 时 对 于 每 个 te [0,1] 成 立 下 列 不 等 式 
jla+tzo 一 a)--<e<ya+tz 一 a)) < Fa+tzo 一 a)) 十 <. 
然后 在 直 e [0, 1] 上 对 上 述 不 等 式 的 三 边 分 别 取 最 大 值 , 这 样 就 得 到 
M(zo) 一 < 和 M(z) 和 M(zo)+e， 
也 就 是 |M(z) - M(zo)| < <. 这 已 经 证 明了 M(z) 在 点 zo 连续 ， 口 
解 3 (分 f(zo) < M(zo) 和 jzo) = M(zo) 讨论 ) (这 来 源 于 M(z) 的 图 像 中 经 常 
会 出 现 水 平 直 线段 的 事实 .,) 
若 有 f(zo) < M(zo), 则 存在 充分 小 的 5 > 0, 使 得 当 |z - zol < 5 时 仍然 成 立 
jz) < M(zo). 由 此 可 见 在 lz 一 zol <56 上 有 M(z) = M(zo), 因此 M(z) 在 点 zo 连续 . 
对 于 flzo) = M{zo) 的 情况 , 分 别 讨论 两 侧 的 连续 性 . 
从 jz) < M(z) 和 M(z) 单调 递增 出 发 , 令 z 一 zo - 0, 就 得 到 
jzo) < M(zo 一 0 <M(zo)= fro)， 
可 见 M(z) 在 点 zo 左 连续 . 
对 任意 给 定 的 < > 0, 存在 5> 0, 当 zo 和 zxz < zo 二 6 时 成 立 ftz) < f(zo) +e. 于 
是 对 于 zo 和 z < zo 廿 5 同时 有 
M(zo) < M(z) = max{fM(zo),maxfj(b | zo<t<z}} 
和 jJ(zol)+s=M(zo)+e. 
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这 就 是 imioM(z) 一 M(zo), 即 M(z) 于 点 ro 右 连续 ， 口 


注 解 3 中 的 想法 , 特别 是 其 中 的 f(zo) < M(zo) 的 部 分 , 与 M(z) 的 几何 图 像 有 
密切 联系 (参看 前 面 的 附 图 ). 


2. 与 极限 点 有 关 的 习题 752 和 758 


仿照 数列 的 极限 点 ( 即 聚 点 ) 和 上 下 极限 概念 , 对 于 函数 也 可 以 定义 极限 点 和 上 下 
极限 . (这 在 《习题 集 》 的 81.5 中 已 经 引进 , 但 该 节 中 没有 这 方面 的 习题 .) 由 于 它们 是 
比较 细致 的 概念 , 我 们 将 有 关 的 两 个 习题 放 在 这 里 讨论 ， 


习题 752 设 函数 j(z) 在 区 间 (zo, +co) 上 连续 且 有 界 , 证 明 对 无 论 怎样 的 数 了 ， 
可 以 找到 数列 zn 一 +eo, 使 得 
Jim[f(zn + 站 一 (cn)] =0， 


解 不 妨 设 了 > 0, 否则 只 要 将 zn 十 卫 改 记 为 zj, 于 是 rn = 区 一 也 而 f(zn 十 
T) - fj(zn) 就 成 为 Jo) - 7(zh 一 站) 

作 辅 助 函数 

g(z) = fj(z+T) 一 (zh)， 
则 问题 转化 为 函数 9 是 否 在 z 一 +ce 时 以 0 为 其 一 个 极限 点 . 可 以 证 明 , 存在 这 样 的 
极限 点 等 价 于 函数 9 满足 以 下 条 件 : 
对 任意 的 = > 0, 对 任意 的 天 > zo, 存在 rz > 天 , 使 得 成 立 |jg(z)| < e. (1.43) 

实际 上 车 存 在 zn 一 +co, 且 使 得 ,img(zn) = 0, 则 对 给 定 的 es > 0 和 天 > zo, 存 
在 N, 使 得 同时 满足 zw > 天 和 lg(zN)| < <. 这 就 是 满足 条 件 (1.43)， 

反之 , 若 条 件 (1.43) 满足 , 则 先 取 = = 1, 天 = zo + 1 再 取 关 于 这 一 对 < 和 天 满足 
条 件 (1.43) 的 = 为 mi. 然后 取 = = 去 , 天 = maxfzi;zo 十 2}, 再 取 关于 这 一 对 = 和 天 满 
足 该 条 件 的 z 为 zz. 如 此 继续 下 去 就 得 到 满足 要 求 的 数列 {z,}, 它 同时 满足 rn 一 +oo 
和 9(zn) 一 0 这 两 个 条 件 . 

下 面具 要 证 明 条 件 (1.43) 确实 成 立 . 

用 反 证 法 . 车 (1.43) 不 成 立 , 则 可 用 对 偶 法 则 @ 以 正面 方式 写 出 该 条 件 的 反面 为 : 

存在 某 个 so > 0, 存在 某 个 Ko > zo, 对 任意 r > Ko, 成 立 jg(z)| > so. (1.44) 

由 于 9 连续 , 因此 最 后 的 不 等 式 只 可 能 或 者 是 g(z) > so, 或 者 是 g(z) < 一 so. 

对 于 前 者 , 即 对 任意 > > Ko 成 立 flz +T) - f(z) > so > 0. 由 此 导致 对 每 个 正 整 
数 飞 有 


flz+nT)-z) > nco. 
取 定 一 个 z > Ko, 可 见 这 与 在 区 间 (zo, 上 oo) 上 的 有 界 性 矛盾 . 
对 于 对 任意 > > Ko 成 立 ftz +T) - f(z) < -so < 0 的 情况 同样 可 导出 矛盾 口 
加 参见 对 于 814.2.5 的 习题 87 和 81.7.1 的 习题 668 的 讲解 , 并 可 以 参考 [23] 的 81.4. 
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注 “此 题 反 映 了 在 无 界 区 间 (ro, +ce) 上 任何 有 界 连续 函数 记 共有 的 一 个 性 质 , 然 
而 它 是 一 种 什么 样 的 性 质 呢 ? 
从 几何 上 考虑 不 难 理解 这 样 的 性 质 . 


如 附 图 所 示 , 由 于 ftz 十 7) (对 于 了 > 0 ye 问 
的 图 像 是 f(z) 的 图 像 水 平 左 移 距 离 7 (回忆 人 -一 
81.4 中 的 习题 325(d) 等 内 容 ), 于 是 问题 就 是 
当 z 一 +eo 时 ,jz) 和 jz + T) 这 两 条 连续 O 
曲线 是 否 会 在 ? 方 夫 上 无 了 拓 E? 习题 752 的 附 图 


对 于 flz) = 工 (z > 1) 这 样 简单 的 函数 来 说 , 答案 是 明显 的 , 差 Flz) - Ftz 十 IT) 
当然 会 随 着 * 无 限 递增 而 无 限 接近 . 无 需 几 何 图 像 , 只 要 直接 写 出 


工 Z 十 了 元 下 ， 
就 知道 当 z 一 +oco 时 上 式 的 极限 等 于 0. 但 对 于 更 为 复杂 的 函数 就 没有 如 此 简单 的 答 
案 了 . 习题 752 表明 , 虽然 不 一 定 成 立 
limfz+Z) 一 To=0 

但 至 少 存在 趋 于 +oo 的 点 列 , 在 这 一 列 点 上 这 两 条 曲线 确实 是 会 无 限 接近 的 ， 

再 考虑 ftz) = sinz 和 了 = 区 这 样 的 例子 , 可 以 看 到 在 习题 752 中 的 结论 也 难以 再 
作 改 进 . 这 就 是 说 , 只 能 保证 flz 十 T) 和 jz) 这 两 条 曲线 在 一 个 点 列 上 无 限 接近 , 但 不 
能 保证 如 附 图 中 那样 在 整体 上 无 限 接近 . 

建议 读者 思考 一 个 没有 现成 答案 的 问题 , 这 就 是 将 习题 752 中 的 有 界 性 条 件 和 连续 
性 条 件 分 别 去 掉 之 后 , 我 们 对 于 f(z) - f(z + T) 还 能 够 说 些 什么 ? 
下 一 个 习题 的 结论 可 以 与 习题 136 ( 见 81.2.9 之 2) 作对 比 . 后 者 给 出 了 数列 的 上 下 
极限 之 间 能 够 为 极限 点 充满 的 一 个 充分 条 件 , 而 下 面 的 习题 表明 对 于 连续 函数 来 说 不 
再 需要 其 他 附加 条 件 . 

习题 758 设 /(z) 在 开 区 闻 (ac,b) 上 连续 , 记 1 = 取 fa)， 卫 == 和 of(z), 证 
明 , 不 论 (! 和 入 入 卫 ) 为 何 值 , 总 存在 一 个 数列 rn 0 使 得 

,im f(zn) 一 入 

考虑 到 不 是 每 一 本 数学 分 析 教 科 书 中 都 有 函数 的 上 下 极限 的 内 容 , 因此 下 面 先 介 
绍 这 方面 的 基本 理论 , 然后 再 给 出 习题 758 的 解 . 它 本 身 并 不 困难 . 

为 方便 起 见 , 下 面 的 讨论 都 是 对 于 函数 在 点 a 的 右 侧 极限 过 程 x 一 “+0 而 言 的 . 
将 有 关内 容 推广 到 其 他 的 函数 极限 过 程 是 没有 困难 的 . 此 外 , 读者 会 看 到 所 有 这 一 切 都 
与 数列 的 上 下 极限 理论 是 平行 的 . 因此 也 可 以 尝试 自己 来 建立 以 下 的 内 容 . 

设 7 在 点 a 的 右 侧 邻近 有 定义 . 这 就 是 说 存在 5 > 0, 使 得 7 在 (aa + 5) 上 有 定 
义 @. 如 函数 极限 的 定义 中 所 说 , f 在 点 e 处 是 否 有 定义 , 在 有 定义 时 f(a) 等 于 什么 , 这 

四 设 X 是 了 的 定义 域 , 则 这 里 还 可 以 放宽 为 "是 X m (asa 十 的 一 个 聚 点 . 
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都 与 下 面 的 讨论 无 关 . 

首先 需要 极限 点 的 概念 

定义 1 若 有 xzn 一 a+0, 使 得 lim jf(zn) = 4 有 意义 , 即 或 者 4 为 有 限 实数 , 或 
者 4 是 带 有 符号 的 无 穷 大 上 oo 之 一 , 岗 称 4 是 函数 当 z 一 a + 0 时 的 一 个 极限 点 . 

根据 实数 系 基本 定理 之 一 的 凝聚 定理 及 其 推广 ( 见 81.2.6 中 的 习题 125 和 126), 定 
义 1 中 的 极限 点 一 定 存在 . 

定义 2 函数 /在 z 一 a+0 时 的 极限 点 中 的 最 小 值 和 最 大 值 分 别 记 为 

各 ,yo) 和 .到 of(ah 

称 为 函数 7 在 点 a 右 侧 的 下 极限 和 上 极限 . 

对 于 定义 2 需要 作 一 些 解释 . 

设 4 是 函数 太 在 点 a 右 侧 的 极限 点 全 体 所 成 集合 , 则 如 前 所 说 , 4 一 定 非 空 . 若 4 
中 含有 +oo, 则 称 它 是 4 的 最 大 数 . 同样 , 若 4 中 含有 一 co, 则 称 它 是 4 的 最 小 数 . 

留 下 的 问题 就 是 : 若 4 为 非 空 有 界 数 集 , 那么 它 是 否 有 最 大 数 和 最 小 数 . 回顾 81.1， 
我 们 知道 非 空 有 界 数 集 一 定 有 有 限 的 上 确 界 和 下 确 界 , 但 不 一 定 有 最 大 数 和 最 小 数 ， 例 
如 , 81.1.3 中 的 习题 16 就 是 如 此 . 更 简单 的 例子 是 开 区 间 (0, 1). 

于 是 我 们 必须 证 明 , 当 极限 点 集 4 有 上 界 时 一 定 有 最 大 数 , 同样 当 4 有 下 界 时 一 
定 有 最 小 数 . 只 有 在 这 之 后 定义 2 才 有 意义 . 

为 此 我 们 以 引 理 的 形式 写 出 这 个 证 明 , 同时 解释 在 定义 2 中 对 于 任意 非 空 实 数 集 的 
最 大 数 和 最 小 数 的 意义 . 

引 理 ”车 函 数 /在 > 一 a + 0 时 的 极限 点 集 4 有 上 界 (下 界 ), 则 其 中 必 有 最 大 数 
(最 小 数 ). 

证 明 “只 给 出 4 有 上 界 必 有 最 大 数 的 证 明 . 

用 实数 系 基本 定理 之 一 的 确 界 存在 定理 ( 即 习题 15), 非 空 有 上 界 的 数 集 4 一 定 有 
上 确 界 , 记 为 二 = sup 4. 我 们 要 证 明志 是 可 达 的 , 即 有 二 = max 4. 

用 反 证 法 , 若 工 不 是 极限 点 , 则 4 中 没有 最 大 数 , 根据 上 确 界定 义 , 对 于 正 整 数 人 ， 
存在 某 个 极限 点 6 e 4, 它 满足 条 件 

Be(- 去 , 妃 . 

根据 极限 点 的 定义 , 存在 数列 rn 一 a + 0, 使 得 ftzn) 一 B. 

取 s > 0 充分 小 使 得 满足 (8 一 =,8+e) c (一 去 , 万 . 于 是 存在 N, 当 呈 > N 时 
有 (an) e 人 也 一 志 , 启 . 由 于 mn 一 a+0, 不 妨 取 N 充分 大 , 使 得 当 m > N 时 还 同时 成 
立 znE (oo+ 南 ). 

取 zw 并 记 为 砍 , 则 它 同时 满足 两 个 条 件 : 

a< 牙 <a+ 寺 和 工 - 直 < fc < 瑟 
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最 后 , 对 于 每 一 个 正 整数 都 如 此 做 , 就 得 到 一 个 数列 {zt}, 它 的 每 一 项 都 满足 上 述 两 
个 条 件 . 于 是 一 方面 有 


im 2 一 a+0 
(这 表明 数列 {fz4t} 是 从 a 的 右 侧 趋 于 a), 另 一 方面 又 有 
jlim_ 7(zt) = 工 
(这 表明 工 是 了 当 z 一 a+0 的 一 个 极限 点 ), 因此 4 的 上 确 界 工 就 是 4 的 最 大 数 , 这 
与 前 面 的 反 证 法 假设 矛盾 . 因此 极限 点 集合 当 上 方 有 界 时 一 定 有 最 大 数 ， 口 
现在 写 出 习题 758 的 解答 如 下 . 
习题 758 的 解 ” 如 引 理 所 示 , 只 需要 对 于 入 为 有 限 数 且 满足 ! < 和 < 工 的 情况 , 证 
明 存 在 一 个 数列 {zn*} 趋 于 点 a 的 右 侧 , 同时 有 (zn) 一 入- 
证 明 的 关键 在 于 如 何 应 用 函数 7 的 连续 性 条 件 去 构造 出 一 个 趋 于 a 右 侧 的 数列 ， 
使 得 与 它 对 应 的 函数 值 数 列 趋 于 入 . 
由 于 1! 和 二 本 身 是 极限 点 , 因此 存在 两 个 数列 {an} 和 {zn}, 它们 都 从 a 的 右 侧 趋 
于 %, 同时 又 满足 条 件 


jim fy) = 0 im f(zm) = 二 
根据 收敛 数列 的 比较 性 质 , 从 条 件 ! < 入 < 工 可 知 , 存在 N', 当 m > N' 时 满足 条 件 
fyn) < 入 < f(zn) (1.45) 


为 简明 起 见 , 不 妨 弃 去 以 上 4 个 数列 的 前 N' 项 , 并 将 它们 重新 记 为 {yn}, {z}，{f7(n)} 
和 {jf(zn)}. 于 是 条 件 (1.45) 从 m = 1 起 就 满足 了 . 

对 于 正 整 数 上 大, 由 于 如 一 a+0, am 一 a+0, 因此 存在 N, 当 m > N 时 ,成立 以 下 
不 等 式 

a< 和 <a+ 上 ， a< 加 <a+ 工 . 

取出 yw+ 和 zw+i, 由 于 它们 对 应 的 函数 值 满足 条 件 (1.45), 因此 它们 不 相等 . 在 区 
间 [yw zw+i] 上 (这 里 允许 yw,，> zw+a) 考虑 函数 六 从 连续 函数 的 介 值 定理 , 存在 某 
个 点 Ee (ywrozwti), 使 得 1) = 入 

将 这 个 记 为 zk, 则 满足 以 下 两 个 条 件 : 

Qa<ZkE<aQa 十 去 ， j(zk) = 入 . 

最 后 , 对 于 每 一 个 正 整数 大 都 这 样 做 , 就 得 到 收敛 于 a 右 侧 的 数列 {zk}, 同时 
{f(zk)} 是 恒 等 于 入 的 常 值 数列 . 这 就 证 明了 入 是 了 在 z 一 Ga 十 0 时 的 一 个 极限 点 ， 口 

注 “实际 上 证 明 的 比 习题 要 求 的 还 多 一 点 , 即 对 于 满足 ! < 入 < 工 的 入 来 说 , 它 不 
仅仅 是 极限 点 , 而 且 还 存在 rz 一 a 十 0, 使 得 对 一 切 m 都 有 jz) = 入 . 

还 要 请 读者 考虑 , 去 掉 习 题 中 太 的 连续 性 条 件 , 其 他 保持 不 变 , 则 我 们 能 够 得 出 什 
么 结论 ? 请 举例 说 明 . 
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81.8 反 函 数 . 由 参数 方程 确定 的 函数 (习题 759-784) 


内 容 简介 ”本 节 的 重点 是 讨论 这 两 类 函数 的 存在 性 问题 . 下 面 分 为 3 个 小 节 , 分 别 
讨论 反 函 数 的 存在 性 , 单 值 连续 分 支 的 选取 , 和 用 参数 方程 表示 的 函数 的 存在 性 . 


1.8.1 ” 反 函 数 的 存在 性 (习题 759-766) 


本 节 的 第 一 题 看 似 简单 , 实际 上 很 值得 研究 . 它 对 于 什么 是 反 函 数 , 以 及 两 个 函数 
什么 时 候 相同 等 问题 提供 了 很 好 的 学 习 材料 . 


习题 759 求 线性 分 式 函数 y = .22 十 4 (ad -- be 关 0) 的 反 函 数 .在 什么 情况 下 ， 
反 函 数 与 原来 的 函数 相同 ? 


分 析 ”在 某 次 教学 中 发 现 , 将 此 题 布 置 为 作业 时 , 很 少 有 学 生 能 够 完全 做 对 的 . 
一 般 的 做 法 都 是 从 函数 方程 写 出 czy + dy = az 十 尹 然后 解 出 
避 志 一 凤 十 
中 一 2 
与 原来 的 函数 比较 , 可 见 答案 是 a = -4 
但 这 样 计算 时 有 没有 考虑 到 函数 与 反 函 数 的 定义 域 与 值 域 之 间 的 关系 呢 ? 


如 果 将 上 述 计算 方法 用 于 


则 有 zy 一 =z 一 1, 即 解 得 


一 1， 
于 是 a = -d 时 也 对 了 ! 但 实际 上 这 两 个 函数 不 会 互 成 反 函 数 , 就 如 同 y = 1 和 z = 1 
决 不 会 互 成 反 函 数 一 样 . . 

有 读者 会 说 函数 y = 和 = 十 违反 了 条 件 ad - bc 关 0， 可 是 在 前 面 的 计算 中 条 件 
ad 一 bc 头 0 又 用 在 那里 呢 ? 

也 有 人 看 出 5 = c = 0 和 a 一 4d 关 0 也 是 本 题 的 答案 . 这 是 从 什么 地 方 来 的 呢 ? 为 
什么 在 前 面 的 计算 中 没有 出 现 呢 ? 

还 是 要 回 到 反 函 数 的 定义 . 车 = f(z) 实现 了 定义 域 9 到 值 域 多 之 间 的 一 一 对 应 
( 即 双 射 ), 则 对 于 每 一 个 ys 多 , 就 存在 唯一 的 > 乡 与 之 对 应 , 这 就 称 为 反 函 数 , 记 为 
z = 三 !(g). 它 的 定义 域 就 是 /的 值 域 多 . 

如 上 面 的 例子 y = 蔚 三 二, 它 的 定义 域 是 = 民 - {1}, 值 域 是 单元 集 包 = {1]}, 当 
然 不 可 能 存在 反 函 数 . 因此 关于 它 的 计算 和 从 中 解 出 = 是 没有 根据 的 . 

于 是 只 有 满足 上 述 反 函 数 存在 的 条 件 , 同时 又 有 = 多 时 才能 够 说 反 函 数 三 1 与 
原来 的 函数 相同 . 

为 此 要 回忆 一 元 实 函数 的 基本 定义 . 其 中 包含 两 点 , 一 是 定义 域 , 二 是 从 定义 域 中 
的 了 到 4 = J(z) 的 对 应 规律 . 只 有 它们 都 相同 的 情况 下 才能 说 两 个 函数 相同 ， 口 
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解 下 面 的 做 法 是 先 看 定义 域 和 值 域 是 否 相同 , 在 相同 时 再 看 对 应 规律 是 否 相同 . 

分 两 种 情况 讨论 . 

(1l) ec = 0. 根据 条 件 ad - bc 夭 0 可 见 ad 地 0. 这 时 2%(z) 的 定义 域 和 值 域 都 是 及 . 
写 出 yz) 并 解 出 z( 人 , 则 有 

2(z) = 号 z+ 生 ， zy) 三 Qy 一 之 ， 

可 见 要 求 续 = 到 和 疙 = -此 .其 中 第 一 个 条 件 就 是 lol = ld 若 。 = 山 则 可 从 第 二 
个 条 件 推 首 5 一 各 若 _ _d 和 第 一 个 条 件 自动 成 立 ， 

于 是 条 件 为 (ij)c= 0a=db=0,(ic=0a= 一 

(3) 天 0. 这 时 y(z) 的 定义 域 是 乡 = 及 一 { 一 至 }. 为 了 看 出 其 值 域 , 改写 
< 


ya) = 全 + 世 5， 
C cz 十 吧 
条 件 ad - bc 头 0 保证 y(z) 不 会 是 常 值 函数 . 于 是 y(z) 的 值 域 是 
罗 = 及 -- { 全 )}. 


为 了 使 得 2 多 要 求 。 =- 一 屎 这 时 直接 从 y = y(z) 解 出 = 一 二 2 就 可 以 知道 反 
函数 z = z(y) 和 4 = yz) 相同 于 是 得 到 条 件 (ii) e 关 0,a 一 一 小 

小 结 : 将 上 面 的 条 件 (iD,( 话 ) 合并 , 可 知 答案 是 两 种 情况 : (1) = c= 0,a=d 大 0; 
(2)a= -4 口 

以 下 的 几 个 习 古 是 反 函 数 存 在 定理 的 一 些 应 用 , 当然 也 可 以 用 其 他 方法 . 

这 里 要 注意 关于 反 函 数 的 知识 有 几 个 层次 . 它们 在 一 般 教科 书 中 都 已 经 给 出 ,下面 
只 是 为 读者 方便 而 写 的 小 结 ; 

(D) 从 反 函 数 的 存在 性 来 说 , 条 件 就 是 原来 给 定 的 函数 是 其 定义 域 到 值 域 的 一 一 映 
射 即 双 射 ), 这 里 不 需要 单调 性 或 其 他 条 件 (参见 后 面 的 习题 763); 

(2) 严格 单调 性 保证 了 上 述 双 射 条 件 成 立 , 同时 还 保证 反 函 数 也 严格 单调 , 且 具 有 
相同 的 单调 性 , 这 就 是 说 , 反 函 数 和 原来 的 函数 同时 为 严格 单调 递增 或 严格 单调 递 减 ; 

(3) 对 于 (3) 增加 连续 性 条 件 后 就 保证 反 函 数 也 连续 ; 

(人 在 学 了 微分 学 之 后 还 有 关于 反 函 数 求 导 的 公式 , 见 32.2， 


习题 761 证 明 , 存在 唯一 的 连续 函数 y = y(z) (-co < z < +oco) 满足 开 普 勒 方程 
2 一 ssiny=z (0 和 <s<1l). 
解 1 为 证 明 z(y) =y 一 esiny 有 反 函 数 , 观察 zx(y) 是 否 单调 . 设 加 < 轨 , 则 
Z( 轨 ) 一 z(b) 一 太一 多 一 ssingu 一 singyz)， 
利用 三 角 函 数 的 和 差 化 积 公式 与 不 等 式 |sing| < ly| @ 可 估计 得 到 


@@ 在 一 般 的 教科 书 中 于 建立 极限 Jim 2 = 1 时 已 经 得 到 了 这 个 不 等 式 . 参见 81.5.5 关于 命题 1.8(1) 
的 证 明 . 


81.8 ” 反 函 教 . 由 参数 方程 确定 的 函数 (习题 759-784) 167 


5 “ As 
|singmi 一 singo| 一 2|cos 中 可 了 2 sin 妇 权 | 和 人 一 如 


再 根据 0 < < < 1, 可 见 从 如 < 儿 即 得 到 z( 加 ) < z(yz), 因此 zfgy) 是 严格 单调 递增 的 
连续 函数 . 应 用 反 函 数 存 在 定理 就 知道 存在 唯一 的 连续 函数 y = y(z) 满足 所 给 的 开 普 
勒 方程 . 

为 了 证 明 反 函数 y = y(z) 的 定义 域 为 (一 cc,+co), 只 要 证 明 z = z(y) 的 值 域 是 
{-oo, +oo). 

由 于 z(y) = 4 一 ssiny 是 (-oo,+oco) 上 的 连续 函数 , 因此 它 的 值 域 是 区 间 ， 从 
lesingl 和 slgy| < 全 可 见 =(g) 与 y 同 号 , 且 可 取 到 绝对 值 任意 大 的 值 , 因此 r(y) 的 值 域 
是 (一 oo, +oo), 这 也 就 是 反 函 数 y(z) 的 定义 域 ， 口 

解 2 从 习题 640 已 经 知道 存在 唯一 的 反 函 数 y = y(z) 满足 开 普 勒 方程 , 且 其 定义 
域 是 (一 co, +eo). 余下 的 问题 只 是 要 证 明 y(z) 连续 . 

对 于 点 zo 和 z, 记 y =y(zo) 和 y= y(z), 则 从 加 一 ssinyo = zo 和 yy-ssiny=z 
出 发 , 并 如 解 1 那样 利用 {siny| < ly| 和 三 点 不 等 式 ( 见 81.1.4 的 习题 21) 就 可 以 估计 得 
到 


lz 一 zol= 忆 一 一 slsiny 一 sinyo]| 
袜 忆 一 如 | 一 slsiny 一 singol 
> 必 -l-sly-l=(1-esly-2zo|， 
因此 就 有 


二 
天 二 


必 一 ol 和 lz 一 zol， 


可 见 y(z) 于 zo 处 连续 ， 口 


习题 763 非 单调 函数 y = j(z) (-co < > < 
十 oo) 能 否 有 单 值 的 反 函 数 ? 研究 例子 


天 攻 z 为 有 理 数 ， 
一 z，z 为 无 理 数 、 


解 ” 如 前 面 关 于 反 函 数 知识 (1) 所 示 , 反 函 数 的 
存在 性 只 取决 于 / 是 否 是 其 定义 域 到 值 域 的 双 射 . 因 
此 非 单 调 函数 仍然 可 能 有 反 函 数 . 本 题 给 出 的 例子 就 
是 如 此 . 从 其 定义 可 见 其 定义 域 和 值 域 都 是 及 , 而 且 
V(z) 实现 了 二 者 之 间 的 双 射 , 因此 存在 反 函 数 . 习题 763 的 内 图 

进一步 还 可 以 看 出 , 这 个 例子 的 反 函 教 与 原来 给 定 的 函数 完全 相同 . 如 附 图 所 示 ， 
它们 的 图 像 由 两 条 直线 上 的 无 穷 多 个 点 组 成 , 即 直 线 y = z 上 的 z = !y 为 有 理 数 的 所 有 
点 (z,%)， 和 直线 8 = -z 上 的 z = --y 为 无 理 数 的 所 有 点 (z, 妇 ， 口 
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习题 765 证 明 , 不 连续 函数 y = (1 + z?) sgnz 的 反 函 数 是 连续 函数 . 


解 由 于 y = y(z) 为 严格 单调 递 
增 , 因此 反 函 数 存 在 . 从 y(z) 的 定义 域 
为 2 = R 和 值 域 为 史 = (-co, -TU 
{0} U (1L +eo), 就 可 以 知道 反 函数 > = 
zy) 的 定义 域 和 值 域 . 

容易 直接 解 出 在 y > II 上 有 
和 zy) = Vy=T, 在 y< -1 上 有 z(y) = 

-Vy= 工 此 外 还 有 z(0) = 

在 附 图 中 作出 了 反 函 数 z = z(y) 的 图 像 . 

最 后 只 需要 讨论 其 连续 性 . 在 ye (-co, -1) 和 (1,+co) 上 当然 没有 困难 . 问题 在 
于 点 y = 0 是 z(y) 的 定义 域 中 的 孤立 点 , 即 在 (-1, 1) 中 除了 yy = 0 之 外 其 他 点 上 z(y 
都 没有 定义 . 这 时 如 何 考虑 z(y) 的 连续 性 ? 

这 时 不 可 能 用 节 z(gy) = z(0) 这 样 的 连续 性 定义 , 但 是 用 s-5 语言 的 连续 性 定义 
仍然 有 效 . 一 般 而 言 ，; 在 考虑 函数 z=z(9) 在 点 yo 的 连续 性 时 , 设 其 定义 域 为 人 则 只 
要 将 连续 性 定义 中 的 ly - yo| < 5 (也 就 是 y e Os(yo)) 修改 为 

yeoOi(o)n29， 
就 可 以 知道 在 定义 域 的 孤立 点 处 函数 连续 . 在 这 个 意义 上 本 题 的 结论 成 立 ， 口 

注 在 81.7.1 的 习题 673 的 例子 的 讨论 中 , 其 中 的 反 函 数 的 定义 域 虽然 不 含有 孤立 
点 , 但 却 是 由 无 穷 多 个 离散 的 点 组 成 . 在 那里 已 经 采用 了 类 似 的 观点 以 得 出 反 函 数 处 处 
连续 的 结论 (参见 该 习题 的 附 图 ). 

下 面 的 习题 766 并 不 很 难 , 也 可 以 不 引入 反 函 数 来 解决 , 然而 对 于 该 题 的 理解 则 很 
自然 地 需要 考虑 其 中 的 反 函 数 的 定义 域 问题 , 因此 下 面 只 对 此 作 分 析 , 而 将 该 题 的 求解 
留 给 读者 来 做 . 


习题 766 证 明 , 如 果 定义 区 间 fa, 上 的 函数 f(z) 严格 单调 , 且 
im flan)= Ja) (sm 四 ， 


那么 


lim zn 一 a- 
oo 


分 析 不 妨 只 讨论 为 严格 单调 递增 的 情况 . 对 /为 严格 单调 递减 的 情况 可 讨论 


这 时 反 函 数 的 存在 没有 问题 , 而 且 也 是 严格 单调 递增 函数 .于 是 对 于 反 函 数 
= 三 1(y) 而 言 , 若 记 加 = jzn), m = 12,…… 就 有 zn = 广 !(n) ,7 =12…… 于 
是 问题 成 为 要 求证 明 以 下 极限 关系 : 
im 一 fo) 一 ,im 太 (m)= 广 (GD)= 
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显然 , 若 于 点 a 处 为 右 连续 , 则 从 反 函 数 定理 可 知 六 1 于 点 f(a) 处 也 右 连 续 , 从 而 以 
上 结论 成 立 . 

习题 766 的 困难 在 于 没有 告诉 我 们 了 于 点 o 处 是 否 是 右 连续 . 现在 我 们 考察 , 若 
于 点 a 右 侧 不 连续 时 , 情况 究竟 如 何 ? 

根据 的 严格 单调 递增 性 质 , 这 时 一 定 存在 有 限 极 限 fla + 0), 且 Ja) < flac+0) 
(参见 前 面 的 习题 754). 但 这 时 就 对 于 所 有 a < z 乏 成 立 

fa) < flae+0) sz)， 

因此 不 可 能 存在 zn 一 a + 0, 使 得 f(zn) 一 Fa). 

小 结 : 在 本 题 的 条 件 下 , 必定 在 点 > = 4 处 右 侧 连续 , 因此 结论 成 立 ， 口 

注 j 了 在 点 a 处 虽然 右 连续 , 但 了 仍然 可 能 在 点 a 右 侧 的 任意 邻近 存在 无 穷 多 个 不 
连续 点 , 从 而 反 函 数 广 : 的 定义 域 变 得 很 复杂 . 于 是 反 函 数 广 : 在 点 f(a) 处 的 ( 单 侧 ) 
连续 性 也 需要 如 上 一 是 那样 来 理解 . 


1.8.2” 反 函数 的 单 值 连续 分 支 (习题 767-779) 


对 于 给 定 的 函数 在 其 定义 域 上 并 非 为 单 射 的 情况 , 其 反 函 数 一 般 是 多 值 的 . 特别 是 
对 于 周期 函数 来 说 , 其 值 域 中 的 每 个 点 的 原 像 一 定 有 无 穷 多 个 . 

在 这 种 情况 下 经 常 采取 限制 原 有 函数 定义 域 的 方法 来 得 到 反 函 数 的 单 值 连续 分 支 . 

最 为 典型 的 例子 就 是 如 何 确定 出 前 4 个 三 角 函 数 的 单 值 连续 反 函 数 , 这 可 以 参看 
附录 一 中 的 习题 311-314 的 图 像 , 其 中 指出 了 如 何 取出 三 角 函 数 的 单调 区 间 , 并 同时 作 
出 了 三 角 函 数 和 反 三 角 函数 的 图 像 , 它们 关于 直线 y = z 是 对 称 的 @. 

下 面 以 正弦 函数 为 例 说 明 , 还 可 以 取出 其 他 的 单 值 连续 分 支 . 


习题 770 求 y = sinz 的 反 函 数 的 单 值 连续 分 支 . 


解 如 附 图 所 示 , 若 取 sinz 的 单调 区 间 [一 至, 季 ， 
则 就 得 到 反正 弦 函 数 arcsinz, 它 的 定义 域 是 -1,1], 值 
域 是 [一 秋 , 至 ]， 且 为 严格 单调 递增 的 连续 函数 

这 样 选取 反 三 角 函 数 不 是 随意 的 . 除了 使 得 反 函 数 
是 某 个 区 间 上 的 严格 单调 的 连续 函数 之 外 , 还 使 得 其 值 
域 包含 了 最 为 常用 的 锐角 范围 

如 果 放 弃 这 最 后 一 个 要 求 , 则 就 有 无 穷 多 种 选择 . 在 
附 图 中 只 画 出 了 另 一 种 选择 , 即 取 sin z 的 另 一 个 单调 区 
间 [至 , 台 ], 于 是 就 得 到 另 一 个 单 值 连续 反 函 数 ， 将 它 
记 为 Wi(z), 则 有 习题 770 的 附 图 


Wi(z) = 下 一 arcsin 7. 


中 这 里 以 及 下 面 的 反 三 角 函 数 都 是 根据 习惯 将 y 一 f(z) 的 反 函 教 = = 三 :1(g) 中 的 z,y 对 换 , 将 反 函 数 
重 记 为 y = 广 1(z). 这 时 它们 的 图 像 关 于 y = = 是 对 称 的 . 
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不 难 考虑 一 般 情 况 . 设 大 为 整数 , 则 y = sinz 在 
人 一 至 <z< 和 kr 十 到 
上 严格 单调 连续 , 于 是 存在 反 函 数 , 将 它 记 为 的 (z), 则 从 
2=sinz=sin(z 一 上 二 kr)=(-lxsin(z 一 kr) 
得 到 sin(z - kr) = (-J)*y， 利用 lz - jirl 入 双 ， 同时 arcsinz 为 奇 函数 ,就 得 到 
了 一 ki 一 (-Ukarcsiny. 对 换 z,y 后 得 到 
欠 (z) = 录 十 (-1)j*arcsinz， 口 

注 ”根据 反 函 数 的 一 般 概 念 , fo 六 和 广 !。y 分 别 是 罗 (f) 和 (7) 上 的 恒 等 映 

射 , 关于 三 角 函 数 和 反 三 角 函 数 则 有 以 下 恒等式 , 它们 是 计算 和 证 明 许多 公式 的 基础 . 


sin(arcsinZ) = Z，|z| < 1， arcsin(sinzZ) 一 2， -可 和 有 汇 党 (1.46) 
cos(arccosZ) = Z，|z| 入 1， arccos(cosZT) 一 ZT, 0 入 2 挟 开 (1.47) 
tan(arctanz) = Z，Z E 及 ， arctan(tanz) 一 Z， = < 3 苹 十 (1.48) 
cot(arccotZ) = IT， ZE 玲 ， arccot(cotzT) 一 Z, 0 <Z < T. (1.49) 


值得 注意 的 是 : arcsin(sin z)，arccos(cosz)，arctan(tanz) 和 arccot(cot z) 在 各 自 
的 自然 定义 域 上 也 是 常用 的 周期 函数 , 它们 的 定义 域 和 周期 分 别 与 sin z，cos rz, tan m， 
cotz 相同 . 

首先 看 arcsinfsinz). 当 z e [村 , 圣 ] 时 ,r -ze [和 相 ,可 ]. 因此 由 (1.46) 的 第 二 
式 就 有 arcsin(sin(r - 7)) = r 一 z, 于 是 得 到 

arcsin(sinz) 一 和 一 2 到 和 甩 2 么 于. 

然后 按照 周期 2 延 拓 即 可 . 其 图 像 是 附 图 (a) 所 示 的 锯齿 波 (又 见 附录 一 的 习题 318). 

其 次 看 arccos(cosz). 由 于 它 是 偶 函 数 , 因此 在 ze [-m,0| 上 就 有 


arccos(cosz) 一 一 Z，-T 和 ZIZ 委 0. 


然后 按照 周期 2r 延 拓 即 可 . 其 图 像 是 附 图 (b) 所 示 的 锡 齿 波 (又 见 附 录 一 的 习题 320). 
了 


(a)j arcsin(sin z) 和 (bj arccos(cosz) 的 图 像 
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接 下 来 的 两 个 函数 arctan(tan z) 和 arccot(cot z) 都 是 周期 为 r 的 周期 函数 , 因此 
只 要 分 别 将 (1.49) 和 (1.50) 中 的 表达 式 按照 周期 r 作 周 期 延 拓 即 可 . 它们 的 图 像 分 别 
是 附 图 (c) 和 (d) 所 示 的 锯齿 波 ( 附 图 (c) 又 见 附 录 一 的 习题 321). 
上 


(d) 


可 可 可 
(c) arctan(tan z) 和 (d) arccot(cot z) 的 图 像 

接 下 来 的 两 个 习题 是 反 三 角 函 数 的 恒等式 , 我 们 对 其 中 第 一 个 给 出 证 明 ， 
习题 774 证 明 恒 等 式 arcsinz + arccosz 一 到 
解 1 将 欲 证 的 恒等式 改写 为 


arcsin Z 一 到 一 arccosZT) 

观察 两 边 的 正弦 值 . 

由 于 有 

sin(arcsin z) = Z， 
sin( 季 一 arccosZz) 一 cos(arccosZ) 一 2 

罗 1 1 的 正 鸡 作 生 和 根据 反正 弦 函 数 和 反 余弦 函数 的 定义 ， 有 - 瑟 < arcsin z 委 
到 ， 0 < arccosz < X, 可 见 改写 后 的 恒等式 两 边 的 角 的 范围 相同 ， 而 在 此 范围 内 正 纺 相 
同 的 角 一 定 相等 ( 即 (1.46) 的 第 二 式 )， 口 

解 2 ”计算 恒等式 左边 的 正弦 值 . 利用 三 角 函 数 的 和 角 公 式 得 到 


sin(arcsinZ 十 arccoszT) = sin(arcsin z) cos(arccosz) 十 cos(arcsin7) sin(arccosz) 


一 z2 十 必 一 sin2(arcsinz) . 必 一 cos2(arccosz) 
0 
注意 其 中 利用 了 和 arcsinz 么 至 ， 因此 cos(arcsin z) > 0, 又 利用 了 0 < arccosz 委 
T, 因此 和 (reeee 人 > 0， 于 是 两 个 下 方 根 前 的 符号 睁 大 于 0. 
最 后 , 由 于 二 和 arcsinz 十 arccoszT 和 汪 区， 而 在 此 范围 内 的 角 的 正弦 为 1 时 , 角 
只 能 是 于 ， 口 
砷 776-778 是 反 三 角 函 数 的 加 法 公式 [17], 即 对 于 指定 的 反 三 角 函 数 (反正 切 、 反 
正弦 和 反 余 弦 ), 要 将 两 个 反 三 角 函 数 之 和 用 一 个 反 三 角 函 数 来 表示 . 这 时 由 于 取 和 
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后 的 区 间 与 指定 的 反 三 角 函 数 的 取 值 区 间 未 必 相 同 , 因此 要 根据 变量 的 不 同 范围 而 进 
行 “ 补 偿 ". 

由 于 这 三 个 加 法 公式 的 证 明 方法 相同 , 因此 我 们 只 详细 写 出 第 一 个 公式 的 证 明 , 而 
对 其 余 两 个 公式 只 给 出 简要 的 分 析 , 其 细节 留 给 读者 去 完成 . 


习题 776 证 明 反正 切 加 法 定理 


arctanz 十 arctang 一 arctan 工 


其 中 < = e(z,y) 是 只 取 0,1, -1 三 个 值 的 函数 . 
在 给 定 r 值 后 , y 取 何 值 时 , 函数 = 可 能 不 连续 ? 在 平面 Dzy 上 作出 函数 = 连续 的 
对 应 区 域 , 并 给 出 这 个 函数 在 所 求 得 区 域内 的 值 . 


解 从 - 开 <arctanz< 开 和 - 开 <arctany< 亚 可 见 有 
] 2 委 2 


也 十 
一 2 


十 ET 


-K<7TY=arctan7 十 arctany < 区. 


另 一 方面 , 由 正切 函数 的 和 角 公 式 和 (1.48) 的 第 一 式 有 


tan(arctanz) 十 tan(arctang) 十 凡 


1 一 tan(arctanz) .tan(arctany) 1 工 一 2ZV 


记 m = arctan 下 , 则 有 


tan7 一 


Z 十 2 
1 一 2V 


可 见 昌 然 有 tan7 = tany', 但 未 必 一 定 有 7 = 了 


为 了 区 分 |y| < 闻 和 jn| > 下 ,可 以 利用 cosY 的 符号 . 
利用 附 图 1 中 的 两 个 小 图 有 
一 1 ， cos(arctang) 一 


-本 <Y = aretan 去 辣 ， 


cos(arctanZ) 


VI+z2 记 填 VE 
sin(arctanz) 一 二 ， sin(arctang/) 一 
这 样 就 得 到 
二 LeY 
cos7y = cos(arctan7 十 arctany) 一 
V1I+ 到 .V1I+ 习题 776 的 附 图 1 


由 此 可 见 , 若 zy < 1, 则 7 和 1 同 在 区 间 (一 要, 可 ) 内 , 因此 7 = 7 

车 zy= 1 则 7= 土 村 ， 因此 它 没有 正切 值 . 

在 zy>1 时 |?7| > 2 这 时 有 两 种 可 能 性 . 

上 车 zy > 1 且 z,3y > 0 则 它们 的 反正 切 值 都 大 于 0, 因此 只 能 是 7 < ( 吾 ,m, 于 
是 有 


一 了 十 邢 . 
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(2) 若 zyg>1 且 z,y< 0, 则 它们 的 反正 切 值 都 小 于 0, 因此 7 E (一 T， 一 号 )， 于 是 有 
T 王 站 一 区 
小 结 : 如 上 所 示 已 经 证 明了 反正 切 加 法 定理 ,其 中 
的 二 元 函数 
0， TV< 1， 


e(z,y)==141， 2 > lzy> 0， 3 也 
-1，zy> lz,y<0 要 

在 zy= 工 处 没有 定义 . 如 附 图 2 所 示 , 标 出 了 < = 0 的 阴 1 1 4 

影 区 , 其 中 7 = 站 , 此 外 在 zy > 1 的 两 个 区 域 处 < = 士 1 

若 给 定 z, 则 e 在 4 = 十 处 有 第 一 类 不 连续 点 ， 口 习题 776 的 附 图 2 


注 ”类似 的 问题 已 出 现在 81.5.5 的 习题 585 和 81.7.1 的 习题 674(h) 中 . 


习题 777 证 明 反 正弦 加 法 定理 
arcsin z 二 arcsiny = (一 1)js arcsin (zvi= 殉 十 yVI=z) 十 er (lzl 和 1l, 攻 和 1)， 
其 中 
|) ， 7Zy 和 0 或 z2+2y2 < 和 1， 
全 zy >0 和 z2 二 22 > |. 
分 析 这 时 7 = arcsinz +arcsiny 在 [-r,zj 内 , 只 要 根据 cos7 的 符号 就 可 以 区 分 
I| 科 和 亚 和 |Y| > 吧 两 种 情况 . 整个 证 明 与 习题 776 类 似 ， 口 


习题 778 证 明 反 余 弦 加 法 定理 
arccosZ 十 arccosa = (一 1)s arccos (om --VI 二 到 Vi1- 妇 ) 十 2ef (lz| < 1, 四 和 1)， 
其 中 


0，z+y>0， 
E 一 
1，z+y<0. 


分 析 这 时 7 = arccosz + arccosy 在 [0,2m] 内 . 与 前 两 个 加 法 定理 的 差别 只 是 现 
在 需要 用 sin7 的 符号 来 区 分 Y 和 和 7Y > 口 


习题 779 是 学 习 应 用 前 面 的 反正 弦 加 法 定理 将 函数 表达 式 化 简 , 然后 作出 其 图 像 . 
当然 也 可 以 有 其 他 解法 . 下 面 给 出 其 第 一 小 题 的 解答 . 


习题 779 (a) 作 函 数 y = arcsinz -arcsin VI 一 zz 的 图 像 . 


解 1 从 反正 弦 函 数 的 几何 意义 出 发 , 容易 得 到 函数 y 的 分 段 表 达 式 . 
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如 附 图 1 所 示 , 在 > > 0 时 从 直角 三 角形 O4 刀 可见 有 
a = arcsinz, 8 = arcsinVI 二 25, 且 a+B= 生 于 是 有 


= arcsinz 一 arcsnV1l 一 z2 一 aw 一 有 = -本 +2a 
一 = 有 十 2arcsinZ， 


在 z < 0 时 , 从 直角 三 角形 O.4' 刀 可 见 仍然 有 y = oa- 


只 是 这 时 的 a < 0. 利用 B = 豆 -- la, 就 得 到 


由 =a-6=a-[ 芋 -(-oal= 一 到 . 
习题 779(a) 的 附 图 1 在 z = 0 时 直接 有 2 = -arcsinl = -又 . 于 是 就 可 作 
出 附 图 2 中 的 函数 y(z) 的 图 像 ， 口 

解 2 也 可 用 反正 弦 函 数 的 加 法 定理 (习题 777) 求 y = y(z) 的 分 段 表达 式 ， 

因 arcsinz 为 奇 函 数 ， 有 -arcinVI-z = 
arcsin(--VI-z2). 从 习 题 777 可 见 ， 目 前 反正 弦 函 数 的 
自 变 量 为 > 和 -V1 - 2, 满足 z2? + (-V1 =- z2)2 = 1, 因此 有 

4 = arcsin7z 一 arcsin V1 一 Z2 
一 arcsin(zlz| 一 V1I 一 z2V1 一 az2) 
= arcsin(zjlz| 十 z2 -- 1). 
当 一 1 <z<0 时 y= arcsin(-1) = -到 ， 而 当 0 和 z 乏 1 时 有 
4 = arcsin(2z2 -- 1). 


后 者 还 可 进一步 化 简 . 令 z = sin 避 0<t< 至, 则 有 


习题 779(a) 的 附 图 2 


sin(arcsin(272 一 1)) = 272 一 1= 2sin2t 一 1 一 一 cos2t 
二 一 sin( 权 一 21) = sin(2t 一 一) 
由 于 这 时 有 一 志和 2 一 到 了 < 到， 因此 arcsin(2z2 -- 1) = 2 arcsin z 一 双 - 可 | 
注 最 后 一 上 也 可 如 下 进行 令 z=costb 0 和 t 芝 下 , 则 可 用 习题 774 得 到 
arcsin(2z2 -- 1) 一 到 一 arccos(2z2 -- 1) 一 这 二 arccos(cos 2t) 
所 加 一 2 一 到 一 2arccosz 一 = 各 十 2arcsin2. 


1.8.3 ”由 参数 方程 确定 的 函数 (习题 780-784) 


这 里 的 几 个 题 并 非 用 于 讨论 由 参数 方程 确定 的 函数 的 一 般 性 质 ， 而 只 关心 是 否 能 
够 从 z = zx 上 和 2 = 8(b) 确定 函数 y = y(z). 其 中 最 为 常用 的 条 件 就 是 > = ztt) 存在 
反 函 数 上 = t(z), 从 而 就 得 到 3 = y(t(z)); 例如 在 z = z(b 的 单调 区 间 上 可 以 确定 反 函 
数 . 然后 还 提出 了 更 广泛 的 一 些 条 件 , 它们 也 保证 了 y = y(z) 的 存在 . 

面 只 对 前 3 题 给 出 解答 . 其 余 各 题 可 以 参考 《习题 集 》 后 的 答案 . 
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习题 780 已 知 方程 Y 
z=arctant yy 一 arccott (-co<t<+ol SS 一 


求 函数 y = yz). 这 个 函数 的 定义 域 是 什么 ? 


解 从 z = arctant 就 得 到 上 = tanz， -到 <z< 和 至. 将 上 述 
+ 一 t(z) 代入 y = y(b) 中 , 并 写 为 下 各 


4 = arccot(tanT) 一 arccot [cot( 孙 一 2z)] . 习题 780 的 附 图 


这 时 到 - > e (0,m), 因此 可 以 用 前 面 1.49) 中 的 第 二 个 恒等式 , 就 得 到 y 一 到- 汪 定 
义 域 如 前 已 经 得 到 为 人 <z< 和 . 口 

注 只 要 作出 一 个 直角 三 角形 , 它 的 两 个 直角 边 的 长 度 为 1 和 + > 0, 就 可 见 z( 划 
和 Y(b) 是 这 个 三 角形 的 两 个 锐角 , 因此 结果 是 显然 的 . 对 上 < 0 也 有 类 似 的 解释 . 


习题 781 设 z = cosht y = sinht (-oo < 上 < +oo), 问 参 数 + 在 怎样 的 变化 范 | 
内 , 可 以 将 y 看 成 为 变量 z 的 单 值 函数 ? 求 y 在 不 同 区 间 上 的 表达 式 . 


解 回忆 双 曲 正弦 函数 和 双 曲 余弦 函数 的 定义 及 其 图 像 (参考 习题 340 及 其 在 附 
录 一 中 的 图 像 )， 可 见 > = cosht 有 两 个 单调 区 间 , 以 上 = 0 为 分 界 点 . 因此 当 参 数 t 
在 (-eo,0] 和 [0,+co) 上 时 就 可 以 分 别 确定 出 两 个 反 函 数 t = t(z), 其 中 的 范围 为 
[L +eo), 然后 将 它们 代入 y = y(b, 就 得 到 两 个 y = y(z) 的 单 值 函数 . 它们 的 几何 表示 
见 附录 一 中 的 习题 369(d) 的 图 像 . 
利用 z2 -- 2 = 1 就 容易 求 出 这 两 个 函数 的 表达 式 为 
Wi(z) = Vz2 一 1, zeil+oo)， 
3(z) = 一 Vz2 -1, ze[l+oo)， 口 
习题 782 由 方程 组 z= p(,y =2 罗 (a <t< D) 确定 y 作为 z 的 单 值 函数 的 充 
分 必要 条 件 是 什么 ? 
考察 例子 : z = sin2 也 y 一 cos2 世 


解 ”我 们 知道 , z = Po(b 存在 反 函 数 是 保证 y = y(z) 的 一 个 充分 条 件 . 本 题 则 提出 
了 一 个 相当 一 般 的 问题 , 即 用 参数 方程 能 够 确定 y = y(z) 的 充分 必要 条 件 是 什么 ? 

由 于 这 个 问题 过 于 一 般 , 因此 其 答案 并 不 难 , 这 就 是 在 z = p(b 的 值 域 中 的 每 一 个 
xz 值 的 原 像 如 果 多 于 一 个 的 话 , 这 些 原 像 在 代入 = Y(t) 后 必须 得 到 同一 个 y 值 . 

下 面 来 观察 题 中 提出 的 例子 . 

由 于 z = sin2t 和 = cos2t 是 周期 等 于 的 周期 函数 , 因此 每 一 个 z 对 应 的 原 像 
有 无 穷 多 个 . 然而 从 y = cos2t = 1 一 sin2t = 1 一 z 可见 ,是 z 的 单 值 函 数 是 没有 问题 
的 . 这 就 是 说 每 一 个 > 值 的 无 穷 多 个 原 像 直 对 应 的 y 值 都 是 相等 的 . 

也 可 以 一 开始 就 限制 在 一 个 周期 长 度 的 区 间 [0, 娩 考虑 , 则 除了 z = 1 只 对 应 于 
二 本 之 外 , 其 他 z 值 在 这 个 区 间 内 也 都 有 两 个 原 像 . 这 时 上 述 条 件 仍然 满足 ， 口 
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81.9 函数 的 一 致 连续 性 (习题 785-808) 


内 容 简介 ”一致 连续 性 是 连续 函数 的 整体 性 质 之 一 , 是 比较 精细 的 概念 . 本 节 对 于 
一 致 连续 性 的 学 习 提供 了 丰富 的 基本 训练 题 . 从 理论 方面 来 说 最 重要 的 是 康 托 尔 定理 ， 
它 解 决 了 在 有 界 闭 区 间 上 的 连续 函数 是 否 一 致 连续 的 问题 . 在 此 基础 上 习题 806.2 解决 
了 在 有 界 非 闭 区 间 (包括 有 界 开 区 间 ) 上 的 连续 函数 是 否 一 致 连续 的 问题 . 

在 讲解 习题 之 前 , 先 补充 关于 一 致 连续 性 的 一 些 基 本 事实 , 它们 都 可 以 从 定义 直接 
推出 , 且 在 下 面 的 许多 讨论 中 很 有 用 处 . 


命题 1.11 若 在 数 集 [上 一 致 连续 , 则 有 以 下 结论 : 
(1) 了 一定 在 数 集 T 上 处 处 连续 ; 

(2) 若 数 集 了 C 则 7 也 在 数 集 ] 上 一 致 连续 ; 

(3) 若 数 集 工 有 界 , 则 在 数 集 T 上 有 界 . 


证 为 简单 起 见 只 对 于 了 为 区 间 写 出 证 明 . 

(1) 从 一 致 连续 性 的 定义 知道 , 对 于 任意 的 = > 0, 存在 5 > 0, 使 得 当 z',z" 满足 
lz -z%| < 5 时 , 就 成 立 |f(z') - f(z")| < <. 

将 ” 取 为 区 间 了 工 中 的 一 个 固定 点 zo, 又 改 记 z" 为 ">, 则 就 可 以 看 出 广 在 点 zo 连 
续 , 由 于 zo 可 以 是 区 间 工 的 每 一 个 点 , 因此 了 在 工 上 处 处 连续 . 

(2) 从 定义 即 可 推出 . 

(3) 先 取 = = 1 由 定义 知 存在 6 > 0, 使 得 当 z',z/ 满足 lz' - z| < 6 时 就 有 
7z) -7 ) 咱 < 1 

由 于 区 间 了 工 有 界 , 在 其 中 插入 有 限 个 点 , 并 与 两 个 端点 一 起 记 为 un < zl < z2 < 
< mn < 使 得 其 中 相 邻 两 点 的 距离 均 小 于 6. 于 是 区 间 工 中 任何 一 点 z 至 少 与 某 个 
zi 的 距离 小 于 5, 从 而 有 

jejl= cz) 一 AcaD+7(cils lf(z) -zol+l(zal<1+|7(ci) 

由 此 可 见 只 要 取 


2M =1 十 maxf|l7(zi) 17(za) ,|7(cn)|}， 

就 对 一 切 z<e 工 有 |f(z)| < M, 因此 在 T 上 有 界 ， 口 

下 一 个 习题 对 于 理解 一 致 连续 性 概念 非常 有 益 . 

习题 786 圆柱 型 套 简 的 宽度 为 <, 长 度 为 6, 将 套 简 套 在 曲线 y = 只 7 上 并 使 
套 简 的 轴 平 行 于 Oz 轴 而 滑动 , 5 应 取 何 值 时 , 可 以 使 得 这 个 套 简 顺 利 地 在 不 等 式 
-10 和 zs 10 所 确定 的 曲线 上 滑动 , 其 中 

(ajs=1 (bjs=0.1; (cos=0.001; (d) e 为 任意 小 数 . 

分 析 首先 要 对 题 意 作 一 些 解释 . 在 下 面 的 分 图 (a) 中 作出 了 曲线 y = 中 ,同时 

用 5 个 灰色 的 矩形 示意 地 代表 不 同 尺 寸 的 套 简 , 但 只 在 一 个 套 简 上 标 出 了 它 的 宽度 = 和 
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长 度 5. 同时 还 在 这 个 套 简 中 间 用 节 线 表示 该 套 简 的 轴线 . 按照 条 件 , 套 简 的 轴线 必须 
与 z 轴 平 行 , 这 也 就 是 矩形 的 上 下 两 边 与 > 轴 平 行 , 而 其 左右 两 边 与 y 轴 平 行 . 

套 简 在 曲线 上 滑动 的 含义 在 分 图 (a) 表现 为 在 任何 情况 下 曲线 必须 从 矩形 的 左右 
两 边 穿 过 和 矩形, 而 不 能 与 上 下 两 边 (除了 端点 之 外 ) 相交 . 除了 这 个 要 求 之 外 , 套 简 ( 即 
矩形 ) 与 曲线 的 相对 位 置 没 有 限制 . 

容易 看 出 , 在 画 出 的 几 个 套 简 中 , 有 的 难以 在 图 示 的 曲线 上 随意 滑动 . 例如 最 左边 
的 那个 矩形 就 很 难 通过 曲线 在 原点 的 那 一 段 . 

对 于 给 定 的 宽度 < 来 说 , 5 不 能 太 大 是 明显 的 . 问题 就 是 要 找 出 6 = 5(e), 使 得 长 度 
为 5 的 套 简 能 够 在 区 间 [一 10,10] 上 的 曲线 y = 史上 自由 滑动 . 

容易 将 这 个 要 求 与 一 致 连续 性 概念 联系 起 来 . 对 于 满足 上 述 要 求 的 6, 当 lz 一 zi| < 
6 时 ,就 满足 |f(z) - f(zl)| < s 的 要 求 . 根据 康 托 尔 定理 , 本 题 一 定 有 解 . 问题 只 是 要 
具体 计算 出 56(<) 的 数值 公式 . 


习题 786 的 附 图 


解 如 附 图 的 分 图 (b) 所 示 , 考虑 一 个 极端 情况 , 即 曲线 恰好 通过 代表 套 简 的 矩形 
的 左下 角 和 右上 角 . 这 表明 对 于 给 定 的 s > 0, 套 简 的 长 度 5 已 达到 最 大 , 记 左下 角 的 项 
点 为 (z,y), 右上 角 的 顶点 为 (zi,yi), 则 有 

= r，rzl=z7+0， 轴 = WII， 力 =1 十 E， 
于 是 从 
rr+5- 泊 = 
就 可 以 求 出 
6 一 33%zze 十 35e2 十 c3. 

这 表明 套 简 的 允许 长 度 是 与 左边 的 横 坐标 > 有 关 的 . 于 是 问题 就 是 在 -10 < zx 和 10 上 
求 出 上 述 5 的 最 小 值 . 实际 上 从 分 图 (a) 可 见 , 困难 在 于 原点 附近 的 曲线 非常 陡 , 随 着 
|z| 的 增加 , 曲线 变 得 越 来 越 平 坦 , 套 简 的 滑动 变 得 更 为 容易 , 因此 上 述 区 间 的 端点 的 具 
体 数值 -10 和 10 并 不 重要 . 

清和 和 HA 令 避 一 论 则 5 = =(3u2 十 39e 十 2), 这 个 二 次 三 项 式 的 最 小 值 点 是 
公 一 -二 e， 也 就 是 z 一 这 6 的 最 小 值 是 三 导 . 这 就 是 套 筒 容许 的 最 大 长 度 . 当然 为 
了 能 够 顺利 滑动 , 不 至 于 发 生 分 图 (b) 那样 的 靖 端 情况 ， 套 简 的 长 度 6 还 应 当 小 于 这 个 
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数值 . 这 就 是 所 要 的 答案 - 
对 于 三 个 具体 的 套 简 宽 度 <s, 用 上 述 公 式 得 到 套 简 长 度 的 最 大 允许 值 为 : 
(人 50 = 了 于， 四 5(0.0) = 刘 :10-3，(o) 5(00.00D) = 于 :1079. 
最 后 可 以 看 出 , 套 简 的 最 大 人 允许 长 度 实 际 上 可 以 从 分 图 (c) 得 到 简单 的 解释 . 其 中 灰色 
矩形 代表 的 套 简 实 际 上 处 于 最 为 困难 的 情况 . 只 要 这 里 能 够 滑动 过 去 , 其 他 地 方 是 不 成 
问题 的 . 于 是 5 的 最 大 允许 值 就 满足 


2 
这 就 提供 了 前 面 得 到 的 公式 5 = 各 这 个 套 简 的 左边 的 横 坐 标 就 是 前 面 解 得 的 


E3 
Z= 一 品 . 口 
注 “最 后 将 上 面 所 用 的 思路 再 重复 一 下 . 先是 从 极端 情况 ( 即 分 图 (b)) 求 出 套 简 的 
允许 长 度 g(z,e). 然后 对 于 所 有 z e [--10, 10] 求 其 最 小 值 , 得 到 


和 = zelcagaol js， 


这 就 是 在 整 条 曲线 上 的 套 简 的 最 大 允许 长 度 . 


习题 787 用 =-5 语言 正面 叙述 下 面 的 论断 : 函数 ftz) 在 某 一 个 数 集 ( 开 区 间 、 闭 
区 间 等 ) 上 连续 , 而 不 在 该 数 集 上 一 致 连续 ， 


解 记 该 数 集 为 X, 则 一 方面 对 于 每 个 点 zo s X 和 任意 的 > 0, 存在 5 > 0， 
使 得 当 z e On 无 时 成 立 |f(z) - flzo)| < si; 另 一 方面 , 又 存在 一 个 se > 0, 使 
得 对 任意 的 5 > 0, 存在 两 个 点 zx,z/ E X, 它们 满足 0 < lz' - zy| < 6, 同时 成 立 
lo) -lz >eo 口 

注 “前半 厦 即 是 在 一 般 数 集 上 的 连续 性 定义 , 后 半 题 即 是 要 正面 表述 了 在 X 上 为 
不 一 致 连续 , 这 只 要 对 一 致 连续 的 定义 用 对 偶 法 则 即 可 得 到 ,类 似 的 习题 在 前 面 已 经 见 
到 , 例如 习题 87, 668 等 . 

在 学 习 一 致 连续 性 这 样 的 精细 概念 时 ， 能够 随手 举 出 不 一 致 连续 的 例子 是 大 有 类 
助 的 .下面 就 是 最 常用 的 例子 之 一 . 

习题 788 证 明 , 函数 f(z) = 二 在 区 间 (0,1) 上 连续 , 但 在 这 个 区 间 上 不 是 一 致 连 
续 的 ， 

解 1 由 于 区 间 (0,1) 有 界 , 而 范 数 f(z) = 二 在 该 区 间 上 无 界 , 因此 用 命题 1.11(3) 
就 知道 在 (0,1) 上 不 一 致 连续 ， 口 

解 2 可 以 结合 ffz) = 二 的 图 像 来 理解 下 面 的 证 明 . 

用 反 证 法 ， 设 f(z) = 二 于 (0,1) 上 一 致 连续 , 则 对 于 so = 1 存在 5 > 0, 当 
zz E (0T 且 |z' 一 z| <5 时 ,就 成 立 人 

工 一 卫 


Ho-feoml=| 二 -十 |= -全 <e=1 
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现 对 于 正 整数 > 2 令 (在 附 图 中 取 m = 2) 
喜 二 二 NE 
下 六 2n 
这 时 有 
-oz= 击 . 
另 一 方面 对 于 ffz) = 于 则 有 
j()-f( 二 |= 几 -2 =m>2>1， 
可 见 只 要 取 足够 大 , 即使 得 
风 > 十 ， 
就 可 以 满足 lz 一 z"|= 下 <5, 但 lflc)-flzo 儿 =m>co= 
1, 从 而 引出 矛盾 口 


习题 788 的 附 图 


注 “这 个 例子 清楚 地 告诉 我 们 , 一 致 连续 是 一 种 非 局 部 性 质 ( 即 整体 性 质 ), 它 不 能 
由 函数 在 所 给 的 定义 域 中 处 处 连续 推出 . 因此 今后 在 谈论 一 个 函数 一 致 连续 或 不 一 至 
连续 时 , 必须 首先 说 明 是 在 哪 一 个 区 间 上 讨论 问题 . 

与 习题 788 中 的 函数 无 界 的 情况 不 同 , 习题 789 以 (0,1) 上 的 函数 f(z) = sin 为 
例 , 表明 有 界 开 区 间 上 的 有 界 连 续 函 数 也 可 以 是 不 一 致 连续 的 . 习题 790 则 以 及 上 的 函 
数 f(z) = sin z2 为 例 , 表明 无 界 区 间 上 的 连续 函数 也 可 以 是 不 一 致 连续 的 . 这 两 题 的 讨 
论 非常 相似 , 读者 可 以 参看 81.4.2 中 的 习题 299 和 298 的 图 像 ， 


习题 791 证 明 , 如 果 定义 在 区 间 [a, +co) 上 的 函数 f(z) 连续 , 且 存 在 有 限 的 极限 
，lim jz) 那么 了 在 这 区 间 上 是 一 致 连续 的 - 


解 记 J(+oo) = 4. 对 随意 给 定 的 = > 0, 存在 M > ao, 使 得 当 z > M 时 成 立 

J(z) -4| < 号 于 是 对 任意 的 z',z” > M, 就 有 @ 
lf(z) 一 zs 和] 一 4+z 一 4<e. 

在 区 间 [o, M] 上 用 康 托 尔 定理 , 对 上 述 同 一 个 s > 0, 存在 5 > 0, 使 得 当 z',z" < 
oa M] 时 , 只 要 满足 |z' - 2| < 6, 就 成 立 |f(z') - fl(z) < < 

留 下 的 问题 是 ”< M < z'" 时 如 何 才能 使 得 jj(z') - jz")| < e? 一 种 方法 是 利 
用 了 在 点 M 的 连续 性 . 对 上 述 给 定 的 = > 0, 存在 9 > 0, 使 得 对 于 rz e O5' (AM), 成 立 
jz) - JCM)I< 呈 . 于 是 当 m < M < zz 且 | 四 一 oz < 人 时 ,就 有 zz% e Or(M)， 
从 而 满足 |j(z) -jz 和 lfz) -AGO+IGOOD -zi1<e 
综合 以 上 就 知道 , 对 于 随意 给 定 的 es > 0, 存在 6 = min{6,6'} > 0, 使 得 当 
2 E [ao+oo) 且 lz 一 zz < 玉 时 ,成立 |j(z') - flz")| < = 这样 就 证 明了 在 
oa 二 co) 上 一 致 连续 ， 口 

@ 初学 者 在 这 里 容易 发 生 误解 ， 即 以 为 到 这 里 已 经 证 明了 了 在 [M, +co) 上 一 致 连续 . 其 实 这 里 的 M 是 

根据 = > 0 而 取 的 , 因此 [AM, +cc) 不 是 一 个 确定 的 区 间 . 
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习题 793 函数 f(z) = z2 在 下 列 区 间 上 是 一 致 连续 的 吗 ? 
(a) (一 0), 其 中 ! 是 任意 大 的 正 数 ; 
(b) 区 间 (一 co, +oo) 


解 (a) 对 给 定 的 ! > 0 来 说 , 可 直接 估计 z',z” e (一 ,7) 时 的 函数 值 之 差 如 下 : 
|z'2 一 2 一 和 一 2 十 2 乏 22|z/ 一 2 
因此 对 于 任意 给 定 的 s > 0, 只 要 取 5 = 走 就 足够 了 . 
人 {b) 车 设 f(z) = 2 于 及 上 一 致 连续 , 则 对 < = 1, 存在 6 > 0, 使 得 只 要 |z'-z"| < 人 
就 有 lz2 - z21 < 1， 
取 定 z = 地 十 号, 则 有 


和 .得 > (lol- .各 


1> lz2 一 22 一 lz 十 zj 一 克 | =|2z/ 士 豆 | : 羡 > 


于 是 得 到 
lz < 击 ( 妥 十 号)， 

这 与 lz'| 可 取 到 任意 大 的 正 数 相 矛 盾 . 可 见 f(z) = xz2 在 及 上 不 一 致 连续 ， 口 

注 这 里 又 会 遇 到 这 样 的 问题 , 即 如 何 判断 f(z) = z2 在 及 上 一 致 连续 或 不 一 致 连 
续 ? 如 本 题 所 示 , 要 想 证 明 它 在 及 上 一 致 连续 则 永远 不 会 成 功 . 如 前 所 说 , 在 缺乏 经 验 
时 , 遇 到 这 种 开放 题 , 若 判断 错误 , 则 就 做 不 出 来 了 . 

关于 无 界 区 间 上 的 函数 的 一 致 连续 性 没有 一 般 性 的 结果 , 但 有 一 个 必要 条 件 还 是 
很 有 用 的 . 这 就 是 当 了 在 R 上 一 致 连续 时 , 一 定 存在 非 负 常数 和 b 使 得 成 立 不 等 式 

lf(z)l< 和 alz|+b -oo<z<+oo. 

我 们 知道 线性 函数 y = az + 在 及 上 一 致 连续 , 于 是 上 述 结论 告诉 我 们 , 如 果 函 数 了 当 
|z| 趋 于 无 穷 大 时 的 增长 速度 超过 线性 函数 的 话 , 就 一 定 不 会 在 R 上 一 致 连续 @. 


习题 796 研究 f(z) = sinz 在 (0,r) 上 的 一 致 连续 性 . 


号 


解 补充 定义 J(0) = 1 j(r) = 0, 则 就 得 到 在 有 界 闭 区 间 [0,zx] 上 的 连续 函数 , 根 
据 康 托 尔 定理 , 延 拓 后 的 函数 在 [0, 可 上 一 致 连续 , 可 见 原来 的 函数 在 (0,r) 上 也 一 致 连 
续 ， 口 

注 这 里 包含 两 点 思想 . 一 是 利用 命题 1.11(2), 二 是 利用 强 有 力 的 康 托 尔 定理 . 这 
样 就 避免 了 直接 从 e-6 定义 去 进行 证 明 . 


习题 800 研究 f(z) = zsinz 在 0<z < +co 上 的 一 致 连续 性 . 


解 1 研究 了 在 可 以 无 限 接近 的 两 个 点 列 nr 十 二 和 nz (mn = 1 2,……) 上 的 函数 值 
之 差 . 写 出 


@ 这 个 结果 的 证 明 并 不 很 难 , 读者 可 以 一 试 . 见 [23] 的 第 五 章 第 一 组 参考 题 20， 在 该 书 中 还 收入 了 与 一 
致 连续 性 有 关 的 许多 其 他 习题 - 
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1 本 人 者 
17(or+ 亢 ) 一 nm = (nr+ 广 ) sin 区 一 下 工 十 元 细 帮 ， 


可 见 jim |7(nr+ 十 ) 一 (nm| = .于 是 只 要 取 0 < co < m 就 存在 N, 当 m > 时 , 两 
点 nr+ 贡 和 mx 之 间 的 距离 可 以 小 于 事先 指定 的 任意 小 的 正 数 , 但 |f(nr+ 十) 一 F(nzl 
却 大 于 co. 可 见 f(z) 在 [0, +co) 上 不 一 致 连续 ， 口 

解 2 (概要 ) 注意 到 在 [2nr, 2nr 十 上 有 f(2nr) = 0 和 (2nr 十 吕 ) = 2mn7 十 子 
因此 在 长 度 为 于 的 这 样 的 区 间 上 / 的 振幅 是 没有 上 界 的 . 

另 一 方面 , 若 / 在 [0, +co) 上 一 致 连续 , 则 利用 命题 1.11(3) 的 方法 可 以 证 明 | 诈 在 
[nm 2nz + 节 ] 上 存在 与 ， 无 关 的 上 界 , 引出 天 盾 ， 口 

注 “由 于 本 题 的 太 在 [0, +ce) 上 满足 |/(z)| < |z|, 但 却 不 一 致 连续 , 因此 在 习题 
793 的 注 中 提出 的 条 件 确实 只 是 必要 条 件 , 并 不 是 充分 条 件 . 


习题 801.2 证 明 , 如 果 函 数 f(z) 在 区 间 [o,cl 和 [c, 如 上 都 一 致 连续 , 那么 这 个 函 
数 在 两 个 区 间 的 并 [o,b 上 是 一 致 连续 的 . 


解 1 从 条 件 知道 了 在 点 处 同时 左 连续 和 右 连续 , 因此 7 在 [o, 引 上 处 处 连续 , 用 
康 托 尔 定理 即 得 所 求 的 结论 ， 口 


解 2 到 任 避 的 业 的 > 0, 存在 5 和 62, 使 得 当 z',z" es [ao 且 |z 一 zy| < 6: 时 成 
立 |f(z')-j(z")| < 三 ; 又 使 得 当 z',z" e [c 明 且 |z 一 zo| < 562 时 成 立 |j(z')--F(z2)| < 


la 


取 46 = min{fol,62}， 全 2 efia 电 且 |z' 一 z| <5 时 , 如 果 这 两 个 点 同时 在 


e 的 左 侧 或 右 侧 , 则 已 色 有 |7(z (oz)| < <. 如 果 zz” 处 于 点 e 的 两 侧 , 则 不 妨 设 
z' < c< z/, 于 是 就 有 
一 zj)lslz) 一 Acol+lAGc)- 7z)l< 三 学 加 三 6. 


因此 7 在 [, 引 上 一 致 连续 ， 口 

注 解 1 利 用 了 康 托 尔 定理 , 因此 极其 简单 .然而 解 2 仍 有 其 价值 . 因为 本 题 中 的 
两 个 闭 区 间 完 全 可 以 换 为 其 他 区 间 , 甚至 是 无 界 区间 , 例如 (-co,cl 和 [c, +co), 结论 仍 
然 成 立 . 这 时 解 2 仍然 有 效 , 但 解 1 失效 . 


习题 802(d) 对 = > 0, 求 5 = 65(e), 使 得 函数 f(z) = V5 在 区 间 [0,+co) 上 满足 
一 致 连续 的 条 件 . 


解 1 给 定 任意 的 = > 0. 
若 z',z" 中 至 少 有 一 个 大 于 1, 则 只 要 用 分 子 有 理化 的 方法 即 可 得 到 


5 可-= 紫 和 下- 中 
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因此 取 5; = = 就 可 以 使 得 当 jz” -- z'| < 6 时 , 成 立 |Vz7 - VE < e- 

车 z',z” e [0,]I, 则 可 用 康 托 尔 定理 , 存在 52, 使 得 当 lz" - z'| < 62 时 , 成 立 
|Vz -Vz<e. 

合并 以 上 讨论 , 只 要 到 5 = min{5i,62}, 就 使 得 对 于 任何 rz” < [0,+co), 只 要 
| 史 一 o| < 6 时 就 成 立 |Vz7" - Vz| < es， 口 

解 2 本 题 可 以 用 一 个 初等 不 等 式 解 决 . 

在 ob>0 时 , 将 下 式 两 边 平方 即 可 推出 不 等 式 

VaT5X 和 VE+YV， 

可 见 对 于 0 < zw 入 故 就 有 VE = V 玉 二 了 二 六 和 VE TV 二 了 也 就 是 0 和 

一 Vz ssVz7 二 坟 对 0<z 和 zx 可 作 同样 讨论 , 最 后 就 得 到 不 等 式 

IVz-VeTg VI 中 二 co 

因此 对 于 < > 0 取 5 = sz 即 可 ， 口 

注 “与 《习题 集 》 中 的 习题 799 比较 , 那里 要 求证 明 f(z) = VZ 在 [1,+oo) 上 一 致 
连续 . 本 题 的 结论 更 强 . 还 可 以 注意 到 , fj(z) = VZ 在 z = 0 处 非常 陡 . 学 过 切线 定义 和 
导数 的 读者 知道 j 的 图 像 在 点 (0,0) 处 有 垂直 切线 . 但 这 不 影响 的 一 致 连续 性 , 当然 
前 面 讨论 过 的 习题 786 中 的 函数 f(z) = 红 也 是 如 此 (参见 其 附 图 ). 


习题 804 证 明 , 在 区 间 (, 放 上 有 限 多 个 一 致 连续 函数 的 和 与 积 在 此 区 间 上 也 是 
一 致 连续 的 . 


解 1 只 给 出 后 半 题 的 证 明 . 又 只 要 讨论 两 个 函数 的 情况 就 足够 了 . 
设 /9 在 (ob 上 都 一 致 连续 , 则 根据 命 厦 1.11(3), 它们 都 在 该 区 间 上 有 界 , 即 存 
在 M > 0, 使 得 对 每 个 re (ab), 同时 成 立 |f(z)| < M 和 lg(z)| < M. 
又 对 任意 的 < > 0, 存在 5 > 0, 使 得 z', ze | < 5 时 , 同时 成 立 
lf -fl< 有 7，lolz) -oz0l< 5 
于 是 也 就 同时 成 立 所 要 求 满足 的 不 等 式 : 
lz)g(z) 一 Hz)g(z)E (zc)g(z) 一 Fa)g(z) 上 + )g(z) 一 ez gl) 
和 |9(z)| (cz) 一 7z 二 Fl9(z) 一 9(z)| 
<2M .5 =e 品 
解 2 设 前 半 题 的 结论 已 经 成 立 . 这 时 对 于 后 半 题 可 介绍 以 下 方法 : 对 于 乘积 形式 
的 许多 问题 , 除了 解 1 的 插 项 方法 之 外 , 还 有 下 面 的 一 种 方法 可 用 . 
首先 证 明 以 下 结论 : 设 F(z) 于 有 界 区 间 (ab 上 一 致 连续 , 则 Fz(z) 在 (oa, 为 上 也 
一 致 连续 . 
从 命题 1.11(3)，F(z) 在 (ao 上 有 界 , 即 存 在 M > 0, 使 得 当 z <e (ab) 时 
|F(z)| < M. 这 时 对 于 给 定 的 es > 0 和 zz es (a: 中 , 由 于 F(z) 在 (a, 世 上 一 致 连续 ， 
存在 6 > 0, 使 得 当 |z 一 z< 6 时 ,成 立 |F(z 一 Fz)l< 区 7 
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然后 从 

|F2(z0) 一 F2(z)| 一 |FGo) 一 FFGz)l EGGz ) 二 Fe) 和 2MIR(Gz ) 一 下 (| 
可 见 , 只 要 |z" -- z'| < 5, 也 就 使 得 |F2(z") - F2(z)]| < s. 

最 后 利用 下 列 恒等式 

jz)g(z) = 天 于 {[f(z)+g(zj- [fle) -9(z)j}， 

将 乘积 转换 为 和 差 与 平方 的 复合 , 从 而 只 要 反复 利用 前 半 题 和 刚才 证 明 的 结论 , 就 可 以 
推出 ftz)g(z) 在 (a,b) 上 一 致 连续 ， 口 

注 1 前 半 题 中 的 区 间 可 以 推广 为 无 界 情况 , 但 后 半 题 则 不 能 . 例如 前 面 的 习题 
793(b) 就 提供 了 一 个 反例 , 即 j(z) = g(z) = z 在 及 上 一 致 连续 , 但 它们 的 乘积 却 不 是 . 

注 2 ”本 题 当然 可 以 用 后 面 的 习题 806.2 的 结论 得 到 , 正 像 本 题 若 将 区 间 改 为 [o, 吕 ， 
则 用 康 托 尔 定理 即 可 . 然而 从 上 面 的 解 可 见 , 本 题 从 条 件 到 结论 是 比较 简单 的 , 只 要 用 
一 致 连续 性 定义 即 可 得 到 . 


习题 806,1 证 明 , 如 果 函 数 f(z) 在 有 限 区 间 (o, 上 一 致 连续 , 那么 极限 
全 
存在 , 这 个 定理 可 以 推广 到 无 限 区 间 (c, 已 吗 ? 


解 不 妨 只 证 明 第 一 个 极限 存在 . 

对 于 随意 给 定 的 s > 0, 存在 5 > 0, 当 z',z" e (oa 且 满 足 |z' -2 < 6 时 , 成 立 
1F(z') - F(z/)| < =. 由 于 这 对 于 (aa + 5) 中 的 任何 两 点 z', zy 成 立 , 因此 就 已 经 满足 
关于 单 侧 极限 > 一 a + 0 的 柯 西 收敛 准则 , 于 是 极限 4 = f(a + 0) 存在 . 

最 后 容易 看 到 这 里 的 结论 不 能 推广 到 无 限 区 间 上 . 例如 在 及 上 连续 的 周期 函数 必 
定 一 致 连续 , 如 sin zcosz 等 都 是 如 此 , 但 是 它们 在 z 一 士 co 时 不 收敛. 《习题 集 》 中 
没有 这 道 题 , 但 有 习题 802(e), 即 要 证 明 在 及 上 flz) = 2sinz - cosz 一 致 连续 ， 口 

注 “学 过 一 元 微 积 分 的 读者 都 知道 , 实数 系 的 几 个 基本 定理 都 彼此 等 价 , 但 其 中 的 
柯 西 收敛 准则 要 到 积分 和 级 数 中 才 起 重要 的 作用 . 本 题 可 以 说 是 连续 函数 理论 中 柯 西 
收敛 准 则 的 最 重要 应 用 了 . 下 面 对 本 题 的 结论 为 什么 成 立 作 一 点 解释 . 

与 此 有 直接 关系 的 就 是 函数 的 上 下 极限 , 以 及 与 此 有 关 的 习题 758 (参见 81.7.5 的 
最 后 一 题 ). 例如 仍然 观察 极限 过 程 > 一 a + 0 时 的 函数 7 的 性 态 . 这 时 上 下 极限 总 是 存 
在 的 , 即 有 


1= 各 ,1oD，Z=。 王 o7()， 
从 命题 1.11(3) 可 知 扩 有 界 ,,, 工 都 是 有 限 数 . 
用 反 证 法 . 若 ! < 元 , 则 极限 f(a + 0) 不 存在 . 任 取 (/, 研 ) 中 的 两 点 力 ,2, 使 得 
1<< 太 < 办 < 也 
则 习题 758 告诉 我 们 在 (e, 芒 内 存在 两 个 数列 zz 7 = 1,2,…… 使 得 一 方面 有 
区 一 0 和 到 一 o, 另 一 方面 却 对 一 切 正 整 数 m 有 
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f(zn) = 太 < za) = 力 
(这 里 利用 了 习题 758 的 注 中 提 到 的 更 强 的 结论 ). 这 明显 违反 了 在 (ao, b) 上 一 致 连续 
的 条 件 . 于 是 习题 758 的 结论 提供 了 本 题 的 另 一 个 证 明 , 只 是 长 了 一 点 , 不 如 用 柯 西 准 
则 简短 得 多 . 


习题 806.2 证 明 , 在 有 限 区 间 (a,) 上 定义 的 连续 函数 f(z), 可 以 连续 拓展 到 闭 区 
间 [co, 旭 的 充 要 条 件 是 : 函数 fF(z) 在 开 区 间 (oa, b) 上 一 致 连续 . 


解 充分 性 . 若 了 在 (ob) 上 一 致 连续 , 则 直接 用 上 一 个 小 题 就 知道 存在 4 = 
jla+0) 和 巨 = JU- 0). 于 是 可 以 定义 


4， Z=a 
Ftz) = jlz)，a<z< 必 
也， 马 一 肋 


这 就 是 所 要 的 延 拓 . 

必要 性 ， 如果 太 可 以 连续 延 拓 为 [名 上 的 连续 函数 忆 (z), 则 从 康 托 尔 定理 知道 
刀 在 [ww 中 上 一 致 连续 . 由 于 (cc [o, 臣 , 因此 下 也 在 (a,b) 上 一 致 连续 (参看 命题 
1.11(2)). 然而 在 (a,b) 上 F(z) = jc), 因此 这 就 是 说 /在 (a,b) 上 一 致 连续 ， 口 

注 ”类似 地 可 以 推导 出 在 (o, 如 和 [o,b) 上 的 连续 函数 矿 为 一 致 连续 的 充分 必要 条 
件 分 别 为 存在 极限 f(a + 0) 和 /4 - 0), 这 些 结果 和 康 托 尔 定理 一 起 就 彻底 回答 了 什么 
是 有 界 区 间 上 的 连续 函数 为 一 致 连续 的 充分 必要 条 件 . 但 对 于 无 界 区 间 的 情况 目前 还 
没有 看 到 与 此 相当 的 充分 必要 条 件 . 
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81.10 画 数 方程 (习题 809-820) 


内 容 简介 ”从 最 基本 的 函数 方程 ftz + 2 = jz) + fy) 开始 , 本 节 给 出 了 主要 的 
基本 初等 函数 满足 的 各 个 函数 方程 . 在 习题 中 主要 学 习 柯 西方 法 , 在 补 注 小 节 中 介绍 解 
函数 方程 的 微分 法 等 其 他 方法 . 

首先 要 说 一 下 什么 是 函数 方程 . 

我 们 最 早 接触 到 的 方程 都 是 以 求解 未 知 数 为 目的 的 . 将 方程 的 未 知 数 推广 为 未 知 
函数 或 未 知 函 数 类 就 是 函数 方程 . 由 于 微分 方程 和 积分 方程 也 都 是 求解 未 知 函 数 或 未 
知 函 数 类 的 函数 方程 , 而 且 都 已 经 发 展 成 为 专门 的 数学 分 支 , 因此 平时 所 说 的 函数 方程 
一 般 在 方程 中 都 不 含有 关于 未 知 函 数 的 微分 和 积分 运算 . 

函数 方程 起 源 很 旱 , 其 研究 也 已 经 取得 了 丰富 的 成 果 , 但 仍然 缺乏 系统 的 理论 . 在 

《习题 集 》 的 这 一 节 中 收入 的 习题 主要 都 是 基本 初等 函数 满足 的 函数 方程 . 需要 知道 
更 多 内 容 的 读者 可 以 参考 [21] 及 其 中 的 文献 . 


1.10.1” 柯 西 方法 (习题 809-820) 


求解 函数 方程 有 许多 方法 , 下 面 主要 介绍 柯 西 开创 的 方法 , 即 从 方程 先 求 出 自 变量 
为 有 理 数 时 的 函数 值 , 然后 通过 极限 得 到 完整 的 函数 表达 式 ， 即 函数 方程 的 解 ,下 面 的 
第 一 个 习题 中 的 函数 方程 经 常 称 为 柯 西方 程 , 

此 外 , 还 可 以 通过 变量 代 换 将 函数 方程 转化 为 柯 西方 程 或 者 已 经 解 出 的 其 他 函数 
方程 , 统称 之 为 归结 法 . 


习题 809 ( 柯 西方 程 ) 证 明 , 对 一 切实 数 > 和 满足 方程 
Jz+g 幼 =Jz)+J) 
的 唯一 连续 函数 f(z) (-co < z < +ece) 是 齐 次 线性 函数 
jf(z) = az7， 
其 中 ao = 71) 是 任意 常数 ， 


解 由 于 a(z+g) = ar+ay, 因此 jz) = az 是 方程 ftz+g] = jz) + jy) 的 解 . 

下 面 要 证 明 , 凡是 方程 的 连续 解 只 能 具有 jf(z) = az 的 形式 . 

设 函 数 f(z) 是 方程 的 连续 解 . 用 z =y = 0 代入 可 见 f(0) = 2J(0), 因此 /0) = 0. 

从 flz)+f(-z) = jz+(-7)) = (0) = 0 可见 j(-z) = 一 f(z), 即 f(z) 一 定 是 
奇 函数 , 因此 以 下 只 要 讨论 zx > 0 的 情况 . 

令 z=2 就 得 到 f(2z) = 2f(z). 用 数学 归纳 法 可 以 知道 对 于 正 整 数 m 有 

j(mz) = my(z). 

对 于 正 整数 m 从 flz) = jn .至 ) = njf( 亚 ) 得 到 于) = 十 J(z). 合并 以 上 结果 

就 得 到 
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放下) 一 mmf( 衬 ) 一 丈 j(T). 
令 z= 1 就 求 出 了 jf(z) 在 自 变 量 为 有 理 点 时 的 表达 式 为 
7( 卫 ) 过 孚 7 
由 于 /为 奇 函 数 , 因此 这 个 表达 式 对 于 mm 为 负 整数 的 情况 也 成 立 . 
注意 : 到 此 为 止 还 没有 利用 f 的 连续 性 . 
对 于 z 为 无 理 数 的 情况 , 取 有 理 数列 ra, m = 1, 2,……， 使 得 rw 一 ", 则 就 可 以 在 
fn) = rnf(D) 
两 边 令 n 一 oo, 并 利用 7 的 连续 性 , 即 可 得 到 
jz) = DZ， 
由 此 可 见 , 方程 的 连续 解 只 能 是 齐 次 线性 函数 类 flz)] = az, 其 中 w = (1)， 口 
注 在 本 题 中 , 函数 / 的 连续 性 条 件 等 价 于 7 在 某 一 点 处 连续 . 
实际 上 设 了 在 点 zo 处 连续 , 则 对 于 zi 夫 zo 就 可 以 如 下 证 明 7 在 点 zi 连续 . 
jz) = jz 一 zi)+Jc) 
=J(z 一 zi+zo) 一 f(zo) 十 J(zl). 
由 于 当 z 一 zl 时 有 z - zl + zo 一 zo, 因此 利用 7 在 点 zo 连续 , 就 得 到 
sim, jz) = 7 
接 下 来 的 两 个 习题 表明 , 习题 809 中 的 连续 性 条 件 还 可 以 改换 为 其 他 的 等 价 条 件 . 


习题 810 证 明 , 满足 方程 flz +2) = /(z) + F(y) 的 单调 函数 f(z) 是 齐 次 线性 的 . 


解 (概要 ) 首先 与 上 题 一 样 证 明 对 于 有 理 点 孔 都 成 立 /( 亚 ) = 1(D) , 玛 ， 然 后 
对 于 无 理 点 z 在 两 侧 用 两 个 单调 的 有 理 点 序列 趋 于 该 点 , 这 样 就 可 以 证 明 两 个 单 侧 极 
限 存在 且 相等 , 于 是 就 得 到 f(z) = f(1) .z. 细节 请 读者 完成 口 

注 可 以 证 明 区 间 上 的 单调 函数 的 不 连续 点 不 超过 可 列 个 《许多 数学 分 析 教 科 书 
中 都 有 这 个 定理 , 也 可 以 参考 23] 的 命题 5.5.2.) 又 因为 区 间 中 的 实数 全 体 为 不 可 列 集 
因此 单调 函数 一 定 有 连续 点 . 然后 用 习题 809 的 注 就 知道 处 处 连续 . 此 外 还 可 以 看 
出 , 单调 性 条 件 可 以 改 为 在 某 一 个 开 区 间 上 单调 . 


习题 811 证 明 , 如 果 函 数 太 满足 方程 ftz + 2) = jz) + jy), 且 在 任意 小 的 区 间 
(-e,s) 上 是 有 界 的 , 那么 它 是 齐 次 线性 的 . 


解 1 首先 如 前 两 个 习题 那样 证 明 对 于 有 理 点 骤 成 立 / 王 ) = 了) : 全， 然后 
定义 辅助 函数 
g(z) = flz) 一 Am， 
问题 只 是 要 证 明 9(z) = 0. 这 在 有 理 点 上 已 经 成 立 . 
利用 9 是 函数 方程 的 两 个 解 之 差 就 得 到 
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gz+3)=7z+ 攻 一 FL 二 切 
= [fo) 一 7 可 +[AG) -7G)g= gz)+g(h， 
即 9 也 满足 该 函数 方程 . 
从 9 的 定义 和 题 设 条 件 可 知 , 函数 9 在 (--s,s) 上 也 是 有 界 的 . 于 是 存在 M > 0, 使 
得 当 |z| < < 时 满足 |g(z)| < M. 
用 反 证 法 . 若 存在 某 个 无 理 点 ro 使 得 g(zo) = a 夭 0, 则 g(nzo) = na, 因此 g(z) 
在 (-co,+oco) 上 无 界 . 
另 一 方面 , 对 于 任意 一 个 无 理 点 z, 在 区 间 (z - sz 十 e) 中 取 一 个 有 理 点 r, 即使 得 
Zes<r<z+s 成 立 . 然后 令 zl = zx 一 r, 则 就 有 
一 E<II<e)， 
因此 |g(zi)j| < M. 但 这 时 有 
g(z) =g(zi+r)=g(zi)+g(r)=9g(za)， 
于 是 也 有 |9(z)| < M 成 立 . 这 表明 9 在 (-co, +ce) 上 有 界 , 引出 矛盾 ， 口 
解 2 根据 习题 809 的 注 , 只 要 能 够 证 明 / 在 点 zx = 0 连续 就 足够 了 . 
根据 题 意 存在 M > 0, 使 得 当 |z| < = 时 |/(z)| < MX. 
利用 习题 809 的 解 中 开始 部 分 的 推导 , 就 有 
lm-AOl=I(ol=IF( 二 :nzl= 寺 :lfnzh， 
于 是 对 于 任意 给 定 的 7 > 0, 只 要 取 定 一 个 正 整数 
兄 一 [0 +1> 和 


然后 取 5 = 二 ， 则 当 |z| < 5 时 , 就 有 mlz| < s, 因此 根据 了 在 (-e,s) 上 满足 |/(z)| < M 
的 条 件 , 即 有 
ljl= 立 :Hol< 下 < 尹 =m 

这 样 就 证 明了 Jimy flz) = 0 = 7(0), 因此 了 于 点 了 = 0 处 连续 ， 口 

注 1 从 解 1 容易 看 出 , 题 中 的 条 件 , 即 在 (-e,s) 上 函数 / 有 界 , 可 以 改换 为 在 任 
何 一 个 开 区 间 上 /有 界 . 证 明 方 法 相同 . 实际 上 在 引入 9 之 后 , 利用 9 仍然 满足 该 函数 
方程 , 在 解 1 中 的 主要 方法 就 是 对 于 任意 给 定 的 一 个 无 理 点 =, 在 开 区 间 (一 e,e) 内 找 一 
个 无 理 点 zl, 使 得 差 zx - zl = r e (--e,e) 是 一 个 有 理 数 . 如 果 将 开 区 间 (一 <,s) 改换 为 
任意 的 其 他 开 区 间 , 则 上 述 方 法 仍然 有 效 ， 

注 2 一 个 自然 的 问题 是 : 柯 西方 程 z 十 切 = f(z) + 7(y) 是 否 还 有 其 他 解 ? 

从 前 三 个 习题 可 见 , 如 果 有 其 他 解 , 则 这 个 函数 只 能 是 处 处 不 连续 , 在 任何 开 区 间 
上 不 单调 , 在 任何 开 区 间 上 无 界 , 而 且 不 连续 点 都 是 第 二 类 .这 是 性 质 很 奇特 的 函数 ， 
可 以 证 明 柯 西方 程 确实 存在 这 样 的 解 . 

由 于 该 函数 方程 的 任何 解 在 所 有 有 理 点 上 的 值 总 是 确定 的 ,因此 问题 在 于 如 何 定 
义 它 在 无 理 点 上 的 函数 值 . 这 时 必须 对 一 切 z,y 同时 满足 该 函数 方程 , 因此 这 很 不 容易 . 
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但 是 利用 比较 深刻 的 数学 工具 , 这 是 可 能 做 到 的 . 有 兴趣 的 读者 可 以 在 [22, 68-70 页 ] 
找到 答案 . 


习题 812 证 明 , 对 z 和 3 的 一 切 值 , 满足 方程 
flz+g= f(z)f(y) 
且 不 恒 等 于 0 的 唯一 的 连续 函数 f(z) (-co < z < +co) 是 指数 函数 f(z) = oz, 其 中 
a= (1) 是 正常 数 . 


解 1 ( 柯 西法 ) 首先 从 
JGz) 一 /( 条 十 要) = [/( 和 下 >0， 
可 见 满 足 该 函数 方程 的 解 一 定 非 负 . 又 若 有 jf(zo) = 0, 则 对 任意 >, 就 有 
jf(z) = jz 一 zo)+zo)= jz 一 zo)f(zo) = 0， 

可 见 如 果 解 有 零点 , 则 必定 恒 等 于 0. 由 此 可 见 , 除了 人 恒 等 于 0 的 解 之 外 , 其 他 解 一 定 是 
处 处 大 于 0 的 . 

以 下 还 是 用 柯 西 方法 . 

从 z=y=0 时 的 F(0+0)= j0) = [f(0)]2 和 (0) > 0 可 见 只 能 是 1(0) = 

从 y = -z 得 到 jlz+(-z)) = /0) = 1 = jz)/(-z), 即 有 j(-z) = 剖 : 
只 要 求 出 z > 0 时 的 太 的 表达 式 即 可 . 

从 z =% 得 到 f(2z) = [j(z)]?. 用 数学 归纳 法 可 以 证 明 fj(nz) = [f(z)j”, 其 中 为 
正 整数 . 

在 上 式 中 用 硅 代替 r, 就 可 得 到 J(z) = [7( 王 )", 即 有 7( 生 ) = [/(] 六 

合并 以 上 结果 吉他 也 


= Dr 后 
记 jj) = w 则 对 于 z = E@@Q 就 得 到 
7() on 
最 后 对 于 无 理 点 z 只 要 利用 连续 性 条 件 和 用 有 理 数 列 取 极限 的 方法 就 可 以 得 到 
(zc) 一 az， 口 
解 2 (归结 法 ) 用 变量 代 换 可 将 本 题 的 函数 方程 归结 为 习题 809 的 柯 西方 程 . 
如 解 1 的 开始 部 分 那样 证 明 不 恒 等 于 0 的 解 一 定 处 处 大 于 0 之 后 , 作 辅 助 函数 
F(z)=jnyj(z)， 


因此 


则 就 有 
FF(z+ 切 = 下 (z) 十 下 (yy)， 
然后 利用 已 在 民 上 连续 , 从 习题 809 知道 只 能 有 忆 (z) = Cz, 其 中 C = F(G) = lnf(1). 
这 样 就 得 到 
HoJ=erm) 三 scz= (ec)> 三 j 帮 D>*， 口 
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习题 813 证 明 , 在 区 闻 (0,s) 上 有 界 且 满 足 方程 fz 十 切 = fz)f(y) 的 不 恒 等 于 
0 的 函数 f(z) 是 指数 函数 . 


解 1 ( 柯 西法 ) 本 题 完全 可 以 仿照 习题 811 的 解 1 来 求解 , 请 读者 完成 . 这 是 一 个 
很 好 的 练习 ， 口 

解 2 (归结 法 ) 设法 将 本 题 归结 为 习题 811. 为 此 需要 做 以 下 准备 工作 . 如 前 所 述 ， 
所 求 的 解 / 处 处 大 于 0. 

这 时 对 于 ze (-e,0)) 有 0<z+s<e, 因此 

flz) = f(z+ 一 可 ) = flz+e 7(-e， 

可 见 从 了 在 (0,e) 上 有 界 即 可 推出 了 也 在 (一 =,s) 上 有 界 . 

又 从 flz)f(-z) = 7(0) = 1 知道 flz) = 了 元 因此 在 (0,s) 上 的 函数 不 仅 上 
方 有 界 , 而 且 其 下 确 界 大 于 0. 

然后 与 习题 812 的 解 2 一 样 定 义 辅助 函数 F(z) = ln f(z). 从 以 上 推导 可 见 一 于 
(0,e) 上 有 界 . 因此 从 习题 811 (及 其 注 ) 知道 环 连 续 , 以 下 已 经 没有 困难 ， 口 

注 这 里 要 克服 的 困难 是 : 由 于 lnz 一 -oo (z 一 0+), 因此 还 不 能 由 了 在 (0,e) 
上 有 界 直 接 推出 已 也 在 这 个 区 间 上 有 界 . 

习题 814-817 是 讨论 对 数 函 数 和 赛 函 数 满足 的 函数 方程 .它们 的 解法 可 以 仿照 习 
题 812 进行 . 


习题 818 ( 达 朗 贝尔 方程 ) 求 对 实数 = 和 2? 的 一 切 值 满足 方程 
Jz+ 攻 +Jz- 切 =27z)7) 
的 所 有 的 连续 函数 F(z) (-co < z < +oo). 


解 先 看 方程 是 否 有 恒 等 于 常 值 c 的 解 . 用 j = c 代入 得 到 2c = 2c, 可 见方 程 有 
恒 等 于 0 和 恒 等 于 ! 的 解 . 以 下 只 关心 求 其 他 解 f(z). 

设 f(zo) 尖 0, 在 方程 中 令 rz = zo, y = 0 代入 , 就 得 到 2f(zo) = 2f(zo)f(0), 可 见 
Jf(0) = 1 

又 在 方程 中 令 r = 0, 得 到 jg) + J(-) = 27(0)7(y), 即 是 

7(-2) = jy)， 

因此 解 了 一 定 是 偶 函 数 . 

由 于 j(0) = 1 利用 7 了 连续, 存在 c > 0, 使 得 j 在 [0,cl 上 处 处 大 于 0. 以 下 分 两 种 
情况 讨论 . 

(flo<1 取 9oe[0， 号 使 得 F(c) = cos6. 

这 时 在 方程 中 令 rz = y = < 代入 得 到 f(2c) +1= 2[f(o]j2, 即 有 

jf(2c) =2[f(ojj 2 一 1=2cos20 一 1 一 cos20. 

现在 用 数学 归纳 法 证 明 f(nc) = cosnb. 为 此 只 要 作 如 下 计算 即 可 完成 归纳 法 的 第 二 步 
证 明 : 
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Jpn+1l)o =27(nc)f(c) -An 一 Lo 

一 2cosmnbgcosb 一 cos(m 一 1)9 

一 cosnbgcosb 一 sinnbsing 一 cos( 人 十 1)0. 
;, 则 有 


fo +1=2[1( 生 下， 


在 方程 中 令 z-y = 全 


又 利用 /( 号 ) > 0, 就 得 到 


7 和) = /了 1 了 / sg 二 1 = cas 总 . 


然后 用 数学 归纳 法 可 知 对 于 正 整数 m, 有 /( 款 o) = cos 击 9 再 用 数学 归纳 法 即 可 证 
明 对 于 任何 正 整 数 mm 成立 


j( 各 9 一 cos 双 0. 
利用 7 的 连续 性 和 任何 > > 0 可 以 用 形式 为 鸡 的 分 数 无 限 逼近 , 并 利用 /和 余弦 函 
数 都 是 偶 函 数 , 这 样 就 得 到 对 一 切实 数 z 成 立 fcz) = cosbgz. 记 6/c = a, 并 改写 cz 为 
7, 就 得 到 
J(z) = cos a7. 

若 其 中 a = 0, 即 有 f(z) = 1, 则 又 得 到 前 面 所 说 的 恒 等 于 1 的 常 值 函数 . 

(2) j(c) > 1. 这 时 存在 9 > 0, 使 得 flc) = cosh6g， 以 下 的 证 明 与 (1) 类 似 , 从 
略 , 当然 这 时 需要 双 曲 余弦 函数 的 倍 角 和 半角 公式 最 后 得 到 解 f(z) = cosh az, 其 中 
Q=6/c. 

于 是 达 朗 贝尔 方程 的 连续 解 只 有 三 类 : (1) /lz) = 0,， (2) f(z) = cosaz，(3) 
j(z) = cosh az， 口 

下 面 是 正弦 函数 和 余弦 函数 满足 的 函数 方程 . 


习题 819 求 对 实数 > 和 ? 的 一 切 值 满足 方程 组 
J(z+a = jz)7G) 一 9(z)g()， 
g(z+g) = jz)gG) 十 fy)gtz)， 

及 条 件 
f(0O)=1 和 9(0)=0 
的 所 有 连续 有 界 函 数 f(z) 和 9g(z) (-co < z < +oo). 


解 1 观察 函数 方程 组 和 未 知 函 数 在 z = 0 处 应 当 满 足 的 条 件 , 可 见 余 弦 函 数 和 正 
弦 函 数 即 是 满足 条 件 的 解 . 虽然 我 们 还 不 知道 是 否 还 有 其 他 解 , 但 还 是 可 以 与 欧 拉 公式 
eiz = cosz 十 isinz @ 联 系 起 来 考虑 问题 . 

定义 实 自 变量 z 的 复 值 函数 (今后 简称 为 实 变 复 值 函数 ): 


@ 虽然 欧 拉 公式 是 复 分 析 中 的 内 容 ,但 也 有 许多 数学 分 析 教 科 书 中 对 欧 拉 公式 给 出 了 证 明 . 一 个 简明 扼要 
的 介绍 见 [17, 第 七 章 ]. 
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G(z) = flz) +ig(a， 
则 对 于 (lz) = cosaz 和 9g(z) = sin az 来 说 就 有 
CG(z +a = ein(z+a) = eiar .eiay = G(z) -G(y). 

由 此 启示 我 们 直接 利用 给 定 的 函数 方程 组 , 可 以 看 出 实 变 复 值 函数 G 满足 下 面 的 简单 
函数 方程 : 

G(z+g)= jz+ 妇 +ig(z 二 切 

= [fcz)j(y) -9g(z)g(g)] +i[f(z)9g(y) + Fo)s(z)] 
= [f(z)+ig(z)] [IfG)+ig(g] = G(z) G(W) 

它 与 习题 812 的 函数 方程 相同 . 与 该 题 一 样 可 知 , 若 G 于 某 一 点 为 0 就 一 定 处 处 为 0. 
又 根据 题 设 条 件 f(0) = 1, 9(0) = 0 得 到 G(0) = 1, 这 保证 了 G(z) 处 处 不 等 于 0. 

于 是 就 已 经 将 求解 两 个 未 知 函 数 的 函数 方程 组 问题 归结 为 求解 一 个 复 值 未 知 函 数 
的 函数 方程 问题 ， 

由 于 自 变量 z 仍然 为 实数 , 因此 柯 西方 法 仍然 有 效 . 于 是 在 习题 812 中 的 许多 中 间 
结果 的 证 明 在 这 里 仍然 有 效 . 这 样 就 对 于 正 整数 m "得 到 GOz) = [G(aj"，G( 蕾 z) = 
IG(ojl 亚 ， 又 对 于 正 束 数 mim 有 G( 亚 z) = [G(zjj 村 .再 利用 G(z)G(-z= G(O) = 1 
又 得 到 G(- 亚 z) = [G(zj 个. 在 以 上 两 式 中 令 z = 1 代入 , 就 可 以 合并 得 到 

G( 亚 )= [CC 
其 中 中 为 正 整 数 , m 取 一 切 整数 . 

利用 几 9 有 界 的 条 件 知 道 |G| 也 有 界 ， 0 IGG)| = 1 事实 上 , 如 
果 有 |G()| > 1, 则 对 正 整 数 mn 有 |G(m)| = |G(D)|”,， 因此 G 不 可 能 有 界 ， 又 如 果 有 
0<|IGO)|< 1 则 |G(-o 中 =1GGJI-”， 站 让 直下 

既然 有 1G(1)| = 1, 则 利用 复数 的 指数 形式 , 就 知道 存在 实数 w 使 得 G(1) = ein. 
于 是 已 经 对 于 所 有 有 理 点 re @ 得 到 函数 G 的 表达 式 : 

G) = GD)r = eie. 
对 于 无 理 点 z 可 以 用 有 理 点 列 rn 一 z. 由 于 几 9 连续 , 因此 G 也 连续 , 于 是 有 
G(z) = im G(r) = Jim em. 
另 一 方面 , 用 欧 拉 公式 就 有 
|eier - eiaz| = |eia| . |eie( -=) -1 < lcosa(rn 一 z) 一 1 上 +|sina(rn 一 z)| 一 0， 
于 是 就 对 于 一 切 得 到 G(z) = se*. 用 欧 拉 公式 写 出 
G(z) = cosaz 十 isin az， 
即 得 到 ff(z) = cosaz 和 9(z) = sin az, 其 中 o 取 任意 实数 即 得 到 方程 组 的 所 有 解 . 口 
解 2 根据 《习题 集 》 中 的 提示 , 考虑 函数 玉 (z) = PP(z) + g2(z). 
这 时 可 以 发 现 有 
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F(z+ 久 = 户 (z+ 切 二 gz 二 切 
=[f(z)f(g -9(z)g(g) 扫 十 [fc)gGy) 十 Fo)g(z) 
=[Pz)+gzj] [Po)+gg] 
一 下 (z)F(y)， 
又 从 题 设 条 件 知道 有 已 (0) = 1, 于 是 又 可 以 用 习题 812 的 结论 知道 有 已 (z) = az, 其 中 
a=F() > 0. 由 于 上访 9 有 界 , 因此 焉 也 有 界 , 从 而 只 能 是 a = 1, 即 得 到 
F(z) = 2(z) +g2(z) = 
再 在 方程 组 中 令 y = -z, 即 有 
1= fj(z)7( 一 z) 一 9(z)9( 一 2)， (1.50) 
0= jz)g(-z)+7(-z)g(z). (1.51) 
将 (1.50) 乘 以 f(-z) 与 (1.51) 乘 以 9g(-z) 相 加 , 得 到 
jf(-z) = jz)[72(-z) + 92(-z)] = jz)， 
即 /为 偶 函 数 ， 
又 将 (1.50) 乘 以 g(-z) 与 (1.51) 乘 以 f(-z) 相 减 , 则 得 到 
3(-z) = 一 9g(z)[92( 一 z) + (zj = 一 9g()， 
即 9 为 奇 函数 . 
在 题 设 的 方程 组 的 第 一 个 方程 中 将 y 改 为 - 并 与 原 方程 相 加 , 在 其 中 利用 /为 
偶 函 煞 和 9 为 奇 函 数 , 这 样 就 消去 了 9, 而 得 到 习题 818 的 达 朗 贝尔 方程 
jJ(z+ 切 +Jz 一 3)=27(z)7Oy). 
由 于 本 题 要 求解 / 满足 连续 有 界 条 件 , 因此 只 能 是 f(z) = cosaz. 从 j2(z) + 
9g2(z) 三 1 就 得 到 9(z) = 士 sinaz， 口 
注 题 设 中 的 条 件 f(0) = 1 和 9(0) = 0 可 以 减弱 为 尹 9 不 是 恒 等 于 0 的 解 . 
实际 上 从 方程 可 见 f(z) =0 和 9(z) = 0 是 解 . 除 此 之 外 , 在 方程 中 用 y = 0 代入 就 
得 到 
jf(z)f(0) -9g(z)g(0) = 7(z)， 
J(z)g(0) +g(z)7(0) = 9g(z). 
对 于 jf(z) 和 %(z) 不 同时 等 于 0 的 某 个 z, 将 上 述 方程 组 看 成 为 关于 未 知 量 
jJ(0),9(0) 的 线性 方程 组 , 则 其 系数 行列 式 f2(z) + 92(z) 敌 0. 于 是 即 可 解 出 fj(0) = 1 
和 9(0) = 0. 


习题 820 设 Ajf(z) = flz+Arzr)- lz) 及 A2jf(z) = AIAf(z)] 分 别 是 函数 的 
一 阶 和 二 阶 的 有 限 差分 . 

证 明 , 如 果 函 数 f(z) (一 co < z < +oo) 连续 , 且 A2f(z) = 0, 那么 这 个 函数 是 线性 
的 , 即 f(z) = az 十 六 其 中 必 和 是 常数 . 


解 1 (归结 法 ) 条 件 Azf(z) = 0 就 是 方程 
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flz+T2Az) 一 2f(z+Az)+fz)=0. (1.52) 
在 (1.52) 中 令 z = 0, 得 到 f(2Az) = 27(Az) - f(0). 将 其 中 的 Ar 改 记 为 z, 则 得 到 
J(2z) = 27(z) 一 0) (1.53)》 


在 (1.52) 中 令 z+ 2Az = 2u, z = 2u, 则 得 到 
Fa+ Fu) 一 21(e+ 可 
对 上 式 左边 的 每 一 项 用 (1.53), 就 得 到 
J 四 +fo = Je+o+TGO) 
再 将 上 式 中 的 wu 改 记 为 rz,yW 然后 定义 严 (z) = F(z) - F(0), 则 已 满足 的 函数 方程 为 
习题 809 的 柯 西方 程 : 


P(z+ 切 = Ptz) + FF. 
由 题 设 的 连续 性 条 件 知 斑 连 续 , 因此 得 到 F(z) = Crz, 其 中 C = F(1) = J(1) - 70). 
因此 最 后 得 到 
jz = [GD-AOjz+A(O)， 口 
解 2 ( 柯 西法 概要 ) 在 解 1 中 得 到 (1.53) 之 后 直接 用 柯 西方 法 也 是 可 行 的 . 先 用 数 
学 归纳 法 证 明 
Jonz) -70) = nlflz) - 7(O)， 
然后 证 明 
7(2z)- 7 = 圭 :Le)-AO) 
和 
/( 亚 可 -0)= 亚 .[f(lz) -7 
这 样 就 对 于 一 切 有 理 煞 亚 得 到 
/本 )-J(0)= 于 :GD -7 
最 后 利用 连续 性 取 极限 , 求 出 
fo) -Jo)=[G) -Alz 口 


1.10.2” 补 注 


上 一 小 节 中 的 方法 主要 是 柯 西法 和 归结 法 . 其 实 , 只 要 具备 一 点 最 基本 的 微分 和 积 
分 知识 之 后 , 就 可 以 使 用 求解 函数 方程 的 许多 新 方法 . 这 一 小 节 即 介绍 其 中 的 微分 法 ， 
其 余 方法 可 以 参看 [21]. 这 里 要 注意 , 微分 法 并 非 只 能 用 于 求 函数 方程 的 可 微 解 , 因为 
可 以 证 明 , 许多 函数 方程 的 连续 解 一 定 可 微 . 

对 于 还 没有 学 过 微分 和 积分 基本 知识 的 读者 来 说 , 在 第 一 次 阅读 时 可 以 跳 过 本 小 
节 , 在 具备 这 些 知 识 之 后 再 来 回顾 这 里 的 材料 . 此 外 , 若 其 中 涉及 二 阶 线性 常 系数 微分 
方程 时 , 虽然 也 可 以 直接 求解 , 但 为 简明 起 见 下 面 将 直接 利用 其 通 解 表 达 式 ， 这 在 任何 
一 本 常 微 分 方程 教科 书 中 都 可 以 找到 . 

还 是 从 习题 809 的 柯 西方 程 开始 . 
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1 用 微分 法 求 柯 西方 程 的 连续 解 
将 方程 flz + 嫌 = Fz) + fg) 的 两 边 对 y 在 [0,1] 上 积分 , 得 到 
[re+oa=y7 四 + 7 四 友 
对 于 左边 的 积分 作 变 量 代 换 + =- z + 2 就 可 以 将 上 述 等 式 改写 为 
j 四 = 六 7Od- rw 
由 于 右边 第 一 项 中 的 = 出 现在 积分 上 下 限 中 , 而 被 积 函 数 连续 , 因此 它 是 的 可 微 函 数 ， 
第 二 项 是 常数 , 这 样 就 证 明了 /可 微 ( 同 理 还 可 以 证 明 柯 西方 程 的 连续 解 一 定 无 限 次 
可 微 .) 两 边 求 导 就 得 到 
jz)=fz+D-7lz)=j0)， 
可 见 ffz) = f(1)z +b 又 因 Jj(0) = 0, 可 知 闷 = 0, 因此 柯 西方 程 的 解 即 齐 次 线性 函数 
f(z) = ar, 其 中 a = f()， 口 
注 在 证 明了 柯 西 方程 的 连续 解 必定 可 微 后 , 可 以 直接 在 函数 方程 两 边 对 z (或 由 
求 导 来 求解 


2. 用 微分 法 求 flz + y) = jc)7(y) 的 连续 解 


这 是 习题 812 的 函数 方程 已 知 除了 恒 等 于 0 的 解 之 外 , 其 他 解 f(z) 处 处 大 于 0， 
且 J(0) = 1 
与 柯 西方 程 的 情况 一 样 可 以 证 明 该 函数 方程 的 连续 解 一 定 可 微 ( 且 无 限 次 可 微 )， 
然后 对 7 求 导 得 到 P(z +2) = jz)j(). 令 = 0 代入 , 得 到 微分 方程 
yz) =7(0)7(z). 
改 记 7(0) = 上 并 将 上 述 方程 乘 以 e- 屏 , 就 得 到 
是 (reyJla)=0， 
于 是 e-t=jtz) 恒 等 于 一 个 常数 . 由 于 一 定 有 (0) = 1 因此 这 个 常数 只 能 是 1. 这样 训 
得 到 
Je)=e=o7， 


其 中 心 = ek， 口 


3. 用 微分 法 求 达 朗 贝 尔 方程 的 连续 解 


这 就 是 习题 818 的 函数 方程 
flz+ 人 +fz- 攻 =27(z)f(). 
如 前 所 说 , 该 方程 有 两 个 常 值 解 f(z) = 0 和 /(z) = 1. 又 已 经 知道 满足 该 方程 的 不 
恒 等 于 0 的 任何 解 F(z) 一 定 是 偶 函 数 , 是 (0) = 1. 
由 于 假设 连续 , 因此 存在 = > 0, 使 得 积分 上 fce) dz > 0. 在 函数 方程 两 边关 于 
4 从 0 积分 到 <, 就 有 
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[eraa+[ye-auw=21o rd 
对 左边 的 两 个 定 积分 分 别 作 变量 代 换 t+= z 十 y 和 t+= z - 2 就 可 以 将 上 述 等 式 改写 为 
= (rd+ 人 7 的 dt， 
HG) 下 7 总 ([7oa+[ rm 
于 是 从 / 连续 可 知 太 可 微 , 又 进而 知道 无穷 次 可 微 . 
以 下 还 是 从 达 朗 贝尔 方程 出 发 . 对 其 两 边 的 y 求 二 次 导数 , 得 到 
(zz 二 幼 十 太 (z 一 切 =27(z) 六 人) 
令 ! = 0 代入 , 得 到 关于 F(z) 的 二 阶 常 系数 线性 微分 方程 
fj(z) 一 疡 (0)7(z) =0. 
已 知 j(0) = 1. 由 于 /为 可 微 偶 函 数 时 ，j 必 是 奇 函 数 , 因此 户 (0) = 0. 这 样 就 得 
到 二 阶 方 程 的 初始 条 件 为 J(0) = 1 和 j(0) = 0. 
以 下 分 三 种 情况 讨论 . 
(1) j"(0) = 0, 则 j(z) = 0, 因此 了 是 线性 函数 ， 满 足 初始 条 件 的 解 只 能 是 
jf(z) 三 1. 
(2) jv(0) < 0. 记 大 = j(0), 并 作 自 变量 代 换 上 = V 二 rz. 记 g9() = 
记 9 关于 上 的 导数 为 %, 六 则 方程 P" - Ky = 0 就 变 成 为 
5+9=0， 
且 满足 初始 条 件 g(0) = 1 和 5(0) = 0. 
利用 常 微 分 方程 中 的 现成 结果 , 上 述 方程 的 通 解 是 
g() = Cacost 十 Co2sin 内 
用 g(0) = 和 5(0) = 0 就 可 以 确定 出 C; = 1 和 Cs = 0. 因此 解 g(t) = cost 于 是 得 到 
达 朗 贝尔 方程 的 解 为 


世 
(Rh)， 又 


jz) = 9g(V 二 Rz) = cos(V 一 KRc)、 
() 7(o) > 0 同样 记 大 = 7"(0)， 并 作 自 变量 代 换 + = VKz. 记 3(b) = 7(- 括 ) 又 
记 9 关于 上 的 导数 为 9, 六 则 方程 关 - Ky = 0 就 变 成 为 
5-9=0， 
且 满足 初始 条 件 9(0) = 工 和 5(0) = 0， 
上 述 方程 的 通 解 是 
9 的 一 Cie' + Coe 
用 g(0) = 1 和 5(0) = 0 就 可 以 确定 出 C4 = Co = 于- 因此 解 9() = cosht 于 是 得 到 
达 朗 贝尔 方程 的 解 为 
jz) = 9g(zVF) = cosh(Vkz)， 口 


4 用 微分 法 求解 习题 819 
这 里 也 有 两 种 解法 , 即 在 复数 域 中 或 在 实数 域 中 求解 . 下 面 对 前 者 只 作 概要 介绍 . 
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车 在 复数 域 中 , 则 如 前 面 的 解 1 那样 引入 实 变 复 值 函 数 G = 了 ig, 然后 仿照 习题 
812 做 下 去 即 可 . 只 是 这 里 需要 有 对 于 实 变 复 值 函数 进行 积分 和 求 导 等 运算 的 公式 . 这 
些 都 很 简单 , 例如 (了 十 ig)' = 户 +ig' 等 等 . 同样 对 于 实 变 复 值 函数 /有 

(ef)' = Per， 

这 只 要 用 欧 拉 公式 就 可 以 得 到 . 

具体 来 说 , 即 先 建立 G(z) 的 可 微 性 , 然后 从 G(z + = G(z)G(y) 对 y 求 导 , 再 令 
4 = 0 得 到 G'(z) = G'(0)G(z), 解 得 G(z) = ec (0=. 由 于 1G(z)| = 1 因此 存在 实数 
使 得 G/(0) = ia, 这 样 就 求 出 了 所 要 的 答案 . 

下 面 对 于 在 实数 域 中 如 何 用 微分 法 求解 作 介绍 . 

首先 将 两 个 方程 的 两 边 在 [0,sl 上 对 y 求 积 , 并 对 于 左边 的 积分 作 变 量 代 换 
Z+1= 凡 得 到 


并 you=ya roa-oeof sadu 


万 sod=yG oo 由 +eeo rd 
利用 f(0) = 1 和 少 9 连续 , 取 < > 0 使 得 
(roa) (fosom) xzo 

于 是 就 可 以 解 出 f(z) 和 9g(z), 并 从 表达 式 直 接 看 出 / 和 9 无 穷 次 可 微 . 

将 函数 方程 组 flz +2) = jz)j(y) 一 g(z)g(y),g(z 二 2) = 7(z)g(g) +J(Gy)o(z) 对 
2Z;3 分 别 求 导 得 到 

jz+ 切 = 帮 z)FG 一 9 = f(z)j(y) 一 9g(z)g(o)， 
gz+ 切 = 放 (z)g(O) 十 人 jz)g Gy) 十 六 (0)g(z)， 
然后 令 = 0 代入 , 并 记 9%'(0) = a, 这 样 就 得 到 j(z) = -ag(z) 和 gf(z) = af(z). 将 这 
两 个 等 式 合并 , 就 得 到 
j(z) = -azf(z)，g%(z) = -azg(z)， 
这 表明 f 和 9 满足 同一 个 二 阶 常 系数 线性 常 微分 方程 . 为 方便 起 见 另 记 为 
Fr"'(z) +a2F(z) = 0. (1.54) 
对 表达 式 fj2(z) + 92(z) 求 导 并 利用 上 面 的 结果 , 就 有 
[2+g 电 =2f7 二 299 一 21(-ag) 十 2g(aj)=0， 

又 利用 /(0) = 1 和 9(0) = 0, 可 见得 到 j2(z) + 9g2(z) = 1. 如 前 面 的 习题 189 的 解 2 中 
的 (1.50) 和 (1.51) 那样 知道 7 为 偶 函 数 , 9 为 奇 函数 . 于 是 户 为 奇 函 数 , 就 有 尹 (0) = 0. 

这 样 就 得 到 矿 的 初始 条 件 为 f(0) = 1 和 j(0) = 0, 9 的 初始 条 件 为 g(0) = 0 和 
9g/(0) = %. 

利用 二 阶 常 系数 线性 微分 方程 (1.54) 的 通 解 为 

下 (z) = Ca cosaz + Cosin az， 

其 中 Ci, Cs 为 待定 常数 , 就 可 以 用 上 和 9 的 初始 条 件 分 别 得 到 所 要 的 答案 : 


f(z) = cosarz，g(z) = sinaz， 口 


第 二 章 一 元 微分 学 


内 容 简介 ”这 一 章 是 一 元 函数 的 微分 学 , 其 中 包含 了 导数 与 微分 、 微 分 学 中 值 定 
理 、 泰 勒 公式 以 及 微分 学 在 函数 研究 中 的 多 方面 应 用 . 


82.1 显 函 教 的 导数 (习题 821-1033 ) 


内 容 简 介 ”本 节 的 习题 从 导数 的 定义 开始 , 包含 了 大 量 的 求 导数 的 计算 题 , 然后 还 
有 导数 在 理论 和 应 用 方面 的 习题 . 
下 面 按照 《习题 集 》 的 原 有 顺序 安排 分 成 几 个 小 节 . 


2.1.1 ， 导 数 的 定义 (习题 821-833) 


本 小 节 包 括 关 于 自 变量 和 因 变 量 的 增 量 、 导 数 与 平均 变化 率 的 关系 等 概念 , 同时 还 
要 求 按照 定义 具体 计算 一 些 导数 , 以 及 反 三 角 函数 等 的 导数 公式 的 推导 . 


习题 828 从 导数 定义 出 发 , 直接 求 下 列 函数 的 导数 : 
人 az bz 车; (d) Vi (e) ; 


(f) tan7; (g) cot ri (hj arcsinzi (i) arccosT; (j) arctan7. 


解 (只 给 出 部 分 答案 ) ”此 题 要 求 对 于 列 出 的 10 个 常用 函数 , 直接 推导 它们 的 导数 
计算 公式 . 其 中 第 一 行 的 5 个 题 都 是 寡 函 数 , 下 面 给 出 (e] 的 解答 . 

(e) 求 渡 的 导数 . 先 看 z > 0 的 情况 . 这 时 由 于 Az 一 0, 因此 当 Az 充分 小 时 
2 十 Az 与 同 号 , 于 是 差 商 为 

加 +Az- 江 1 
Arz We+Azj5+ MIz+Az)z+z5 

其 中 利用 了 函数 极限 定义 中 当 Az 一 0 时 不 允许 Az = 0, 因此 在 有 理化 分 子 后 可 以 约 
去 在 分 子 分 母 中 同时 出 现 的 Ar, 然后 就 容易 看 出 当 Az -一 0 时 差 商 的 极限 为 
b+Az- 演 -1 1 -各 


lim = 一 一 
Az 一 0 Arz 38z2 3 
对 于 z < 0 回顾 以 上 计算 过 程 , 可 见 答案 相同 . (这 与 82.1.4 的 习题 1027 的 内 容 一 致 , 即 
可 微 奇 函数 的 导 函 数 为 偶 函 数 .) 


让 有 E RN 1 
最 后 还 需要 考虑 在 z = 0 处 的 导数 . 这 时 的 差 商 一 开始 就 是 了 ， 可 见 导数 为 


十 co @. (建议 参看 附录 一 中 的 习题 277 中 的 守 函 数 y = 82 和 rz 的 图 像 .) 口 
@ 这 里 按照 习惯 将 (Az)2 简 记 为 Az2. 


198 第 二 章 ”一 元 币 分 学 


(人 求 tanz 的 导数 , 这 就 是 本 书 在 81.5.5 中 已 经 讲解 过 的 极限 计算 题 484. 

(g) 求 cot z 的 导数 . 这 就 是 81.5 中 的 极限 计算 题 485, 其 中 需要 余 切 函数 的 和 角 公 
式 , 推导 也 是 不 难 的 . 

(人 b) 求 arcsin r 的 导数 . 

解 在 我 国 的 多 数 教科 书 中 , 反 三 角 函 数 的 导数 公式 是 用 一 般 反 函数 求 导 公式 推 
出 的 . 本 题 要 求 作出 直接 推导 , 这 可 如 下 进行 . 

(D 先 考虑 |z| < ! 的 情况 . 问题 就 是 如 何 处 理 差 商 的 分 子 , 即 y 的 增 量 


Ay = arcsin(z 十 Arz) -arcsinz. 


计算 Ay 的 正弦 值 , 得 到 
sin(Ay) = (z+Az)VI 一 到-zVI 一 人 十 Az)7， 
其 中 sin(arcsin(z + Az)) = z+ Az 和 sin(arcsinz) = z 是 显然 的 , 而 在 计算 两 个 余弦 
cos(arcsin(z 十 Az)) = VI 二 (z 十 Azjz 和 cos(arcsinz) = VI 二 22 时 , 考虑 到 arcsinz 
的 取 值 范围 为 且 党 邓 )， 因此 其 中 的 根 号 前 均 取 正 号 . 
利用 y = arcsin z 为 连续 函数 , 因此 Ay 一 0 (Az 一 0). 于 是 就 保证 有 
arcsin(sin(Ay)) = Ay. 
这 里 可 以 参看 前 面 81.8.2 中 列 出 的 (1.46) 中 的 第 一 个 但 竺 z 也 就 是 
arcsin(sinz) 一 Z， 过 2 甩 了 拟 和 
于 是 就 得 到 y 的 增 量 的 表达 式 为 ; 
= arcsin[(z+Az)VI 二 zzVL-(z++Azj3]. 
若 将 上 式 方 括号 内 的 表达 式 记 为 由 则 当 Az 一 0 时 有 1 一 0， 然后 利用 等 价 关 系 
arcsinu ~ u (u 一 0), 就 可 以 计算 反正 弦 函 数 的 差 商 如 下 : 
im Ay -im 人 ER ZVI 一 (zZ 十 Az)5 
了 


Az-'0 Ar ”Ar 一 0 
==V1-z2+z im ED 人 
=V1--z2 = > 
ne vi tViT GTST 呈 < 本 人 TCR 
= V1 一 2z2 + 一 一 一 az- -二 
即 已 经 求 出 |z| < 1 时 有 (arcsin z)' 一 -7 
(2) 对 于 > = 士 ], 只 写 出 > = 1 情况 的 计算 . 这 时 Az < 0, 与 (1) 类 似 地 可 以 得 到 
Ay = arcsin(-V1- (1L+Az)j2) ~ -V=-2Az 一 Arzz (Arz 一 -0) 以 及 
Ay 、 一 v 一 2Az 一 Az” 
Arz Arz 2 
可 见 当 Az 一 -0 时 极限 为 +oo. 类 似 地 可 以 推导 得 到 这 也 是 z = -1 时 的 导数 值 . ( 建 
议 参看 81.8.2 的 习题 770 中 关于 反正 弦 函 数 的 讲解 与 附 图 .) ” 口 


人 和 人 分 别 是 直接 推导 反 余 弦 函 数 和 反正 切 函数 的 导数 公式 , 其 过 程 与 上 面 对 于 
反正 弦 函 数 的 做 法 类 似 , 其 中 所 需 的 工具 可 参考 81.8.2. 
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习题 832 已 知 函 数 ftz] 在 点 4 处 可 导 , 求 lim 了 2 二 7) ， 


忆 


分 析 可 导 和 可 微分 是 两 个 不 同 的 概念 , 将 它们 区 分 开 来 是 必要 的 . 对 于 一 元 函数 
来 说 , 可 以 证 明 可 导 等 价 于 可 微 , 但 并 不 能 说 它们 在 概念 上 就 相同 了 . 对 这 两 个 概念 的 
不 同和 它们 之 间 的 联系 的 清晰 了 解 , 对 于 今后 学 习 多 元 微分 学 也 是 必要 的 ， 

《习题 集 》 中 从 本 章 开始 就 将 可 导 称 为 可 微 , 而 微分 概念 要 到 后 面 的 82.4 中 才 引 
入 , 因此 造成 了 不 必要 的 混乱 . 为 此 本 书 在 82.4 之 前 只 用 可 导 的 说 法 . 

我 们 认为 对 本 题 内 容 的 正确 理解 应 当 是 按照 82.4 的 可 微 定 义 证 明 这 时 函数 一 定 可 
导 , 它 是 关于 微分 的 一 个 基本 命题 . ( 因 教 科 书 中 都 有 其 证 明 , 这 里 从 略 .) 否则 在 可 微 就 
是 可 导 的 定义 下 , 则 无 需 再 做 . 或 者 这 里 假定 读者 在 学 习 导数 的 定义 时 , 不 知道 可 以 将 
2 一 Q 看 成 为 增 量 Az, 于 是 引入 z 一 a = Az, 即 z = a + Arz, 就 得 到 结果 为 几 (a).， 口 


习题 833 证 明 , 如 果 函 数 jz) 可 导 , 且 7 为 正 整数 , 那么 


an[/(e+ 南 ) -7G] -7 


反之 , 如 果 对 于 函数 f(z) 存在 上 述 极限 , 那么 是 否 可 以 断定 这 个 函数 有 导数 ? 并 以 
狄 利克 雷 函 数 (见习 题 234 和 734) 为 例 加 以 讨论 . 


解 前 半 题 是 明显 的 ,二 一 0 只 是 Az 一 0 的 一 种 特殊 情况 ， 根 据 函数 极限 
的 海 涅 归结 原理 知道 ，lim f(z) = 4 的 充分 必要 条 件 就 是 对 每 一 个 数列 re - w， 
mo 天 a(znE 天 站 =12…) 成立 lim flzn) = 4 (这 在 《习题 集 》 的 81.5 的 开始 
的 说 明 词 中 有 , 只 不 过 没有 称 之 为 归结 原理 .) 

后 半 题 的 答案 是 “不 能 ". 以 是 中 提供 的 狄 利克 雷 函 数 x(z) 为 例 , 在 81.3.5 的 习题 
234 已 指出 它 以 任何 有 理 数 为 其 周期 . 当 z 为 有 理 数 时 , > + 二 一 定 是 有 理 数 ; 而 当 z 
为 无 理 数 时 , 则 > + 蒜 也 一 定 是 无 理 数 , 因 此 始终 有 X(z + 二 ) = Xx(z), 于 是 题 中 的 极 
限 只 能 是 0. 然而 x(z) 处 处 不 连续 ( 见 81.7.3 的 习题 734), 因此 处 处 不 可 导 ， 口 


2.1.2 “导数 的 计算 (习题 834-989) 


求 导 数 计算 是 高 等 数学 中 最 容易 、 同时 也 是 最 基本 的 一 项 技能 . 凡是 学 过 微 积 分 的 
人 都 明白 , 没有 部 练 的 导数 计算 本 领 , 就 谈 不 上 学 习 微 积分 中 其 他 任何 一 项 重要 的 计算 
技巧 . 求 导数 的 学 习 过 程 与 我 们 从 小 时 候 起 如 何 记 住 九 九 表 和 学 会 乘除 法 是 非常 类 似 
的 . 


Q 了 
c d 
(cz+d 


习题 844 证 明 公式 : ( 妇 二 ) 


解 1 由 题 设 可 知 c,d 不 能 同时 为 0. 对 分 式 求 导 就 得 到 
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az 十 4) 一 CCcz+d 一 caz+ 有 ad 一 乓 
cz 十 Q (cz 十 中 


几 

(ez 十 史 
解 2 这 道 题 也 是 本 节 求 导 计算 中 第 一 次 出 现 分 式 函数 的 情况 , 因此 顺便 指出 , 对 
分 式 函 数 的 导数 计算 有 两 种 方法 , 即 按照 公式 


全 -2 四 wu 
9): 


[o(z)j 
或 者 将 分 式 函 数 看 成 为 w(z) . 让 , 然后 用 乘积 函数 的 求 导 法 则 如 下 
(z) 
( 井 ) = (Go) 


1 -VE)  vG@) 
而 ) ”wz) PCcj 天 加 
建议 初学 者 对 这 两 种 方法 都 要 学 会 
对 本 题 用 后 一 个 公式 就 有 


十 DA _ 于 一 凶 
( 喇 二 ) 和 全 全 和 (全 个 朋 二 (cz 十 四 2 吕 
解 3 = 0 时 可 直接 验证 . 当 c 尖 0 时 可 利用 8$1.4.1 的 习题 251 提示 的 方法 , 即 先 
分 解 分 式 线性 函数 为 
人 bc 一 ad 
四 让 呈 | 
然后 求 导 即 可 ， 口 


习题 851 求 函 数 y = z + VZ+ 的 导数 


解 这 三 项 都 是 察 函 数 , 为 了 便于 用 公式 z4 = /Hz 1, 建议 按照 如 下 写法 求 导 , 这 
样 可 以 避免 计算 错误 . 


一 口 
3 六 z2 
习题 855 求 函 数 y = (1 + z)V2 十 2 弛 十 巧 的 导数 . 
解 读者 不 难 证 明 , 对 于 三 个 函数 乘积 的 求 导 公式 为 
(u(z)u(z)uw(z)) = ww(z)ulz)uw(z) 十 zw(z)w(z)w(z) 十 wz)uo(z)u'( 
可 以 推广 得 到 对 于 一 般 的 mn” 个 函数 乘积 的 求 导 公式 
于 是 有 


=V2+z23+z3+(1+z)， 


了 7 ,人 3 十 z3 


也 寺 5 3z2 

十 (1 十 z)V2+2z2. (0 

二 V3 二 元 风 5 二 机 2Z0 十 当 十 五 | Q 十 2)V2 十 玫 
V2 十 到 3 十 z3)2 

一 3z5 十 2z4 十 473 十 8z2 十 3z 十 6 


V2 二 Za(3 二 z3)2 人 
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习题 858 求 函 数 y 下士 35 的 导数 ， 


解 将 根 号 下 的 分 式 看 成 为 又 将 看 成 为 二 二 宇 ,其 中 "= za, 且 利 用 
drl+uy_ df 2 国人 
生 ( 坟 = 蕊 (2 -了 = (1 下” 
就 可 以 如 下 用 链 式 法 则 求 导 : 
1 六 
5 和 | G- 足 
有 alf1-232_ _ 2z2 .as/1+z3 
攀 [CE (后 到 ) 二 晶 
注 “关于 复合 函数 求 导 的 链 式 法 则 是 导数 计算 中 的 主要 工具 之 一 , 希望 初学 者 重 


视 它 的 使 用 . 如 本 题记 示 , 两 次 利用 链 式 法 则 就 很 容易 得 到 答案 . 所 谓 “ 链 式 法 则 ”的 意 
思 就 是 环 环 相 扣 , 可 多 次 应 用 . 


.3z2 
一 z3 


习题 884 求 函数 y = (久生 (下 (ae > 05 > 0) 的 导数 . 


了 
解 对 此 是 用 对 数 求 导 法 由 于 (tny)' = 世 ， 因 此 就 有 
多 =yny) =y[zim 全 +allnb 一 Inz)+binz 一 ina)] 


-ve 生生 + 
工 QQ 已 
本 
注 对 数 求 导 法 是 一 种 重要 的 计算 工具 . 这 里 指出 该 方法 使 用 中 的 几 点 注意 事项 : 
(1D) 在 对 可 导 函 数 f(z) 取 对 数 时 , 若 不 能 确定 其 大 于 0, 则 应 取 绝 对 值 后 再 取 对 数 ， 
然后 求 导 . 
(2) 由 于 (nlzl) = 二 ,因此 就 有 


lf = 手 全 


这 时 在 右边 不 出 现 绝对 值 号 , 因此 对 数 求 导 法 可 写 为 
jz) = Fo nlf(c) 
(3) 上 述 计算 在 F(z) 保 号 的 每 一 个 区 间 上 都 有 效 . 由 于 f(z) 可 导 必 定 连 续 , 因此 
在 f(z) 和 0 的 每 个 点 处 都 有 一 个 邻 域 , 使 得 f(z) 保 号 . 


习题 885 求 函 数 y = z*” + az +aa (a > 0) 的 导数 . 
解 直接 求 导 即 有 
多 = aaza -1+lna.aza -lar 十 (lnaj2.arao ， 口 


注 “对 于 wy 最 重要 的 是 要 正确 理解 它 的 意义 , 即 ax = al ), 而 不 是 (ob)* = ae. 
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1 mn 2 
2vab ”VE 一 

解 在 将 分 式 的 对 数 转 化 为 分 子 的 对 数 减 分 母 的 对 数 之 前 , 应 当先 注意 分 式 何 时 
大 于 0. 从 分 子 分 母 同 号 的 要 求 出 发 , 可 以 看 出 本 题 的 分 子 分 母 不 可 能 同时 小 于 0, 从 而 
只 能 同时 大 于 0. 由 此 即 可 确定 其 定义 域 为 |z| < 受 然后 可 计算 得 到 


多 = 5 [mn(vVa+zv 凡 一 In(vVa-zVb/ 
[ 全 一 v =- ER 
去 僻 VE+Hzv5 VE 一 zZV Q 一 572 
习题 921 求 函 数 y = arcsin(sin z) 的 导数 . 
解 1 直接 用 公式 计算 则 有 
cosz = -082 


FE 
V1-sin2z |cosz| 

在 cosz 0 处 成 立 . 由 此 可 见 在 使 得 cosz = 0 的 点 处 , 两 个 单 侧 导 数 不 相 等 , 因此 导 
数 不 存 在 (这 里 用 了 习题 1258.1 人 口 

解 2 从 反正 弦 函 数 的 定义 知道 在 -至 < 时 有 arcsin(sinz) = z, 在 
至 &z 区 于 时 利用 sinz = sin(r 一 z), 且 人 Z| 和 到 , 因此 有 arcsin(sin z) 一 开 一 z. 
然后 从 arcsin(sin z) 为 周期 2r 的 函数 就 得 到 y(z) 的 表达 式 为 
z 一 2Kr， (2Kk 一 去 )m<z< (2K+ 直 )m， 


习题 899 求 函 数 y = 的 导数 (a > 0,) > 0). 


一 sgn(cosz)， 


2 = arcsin(sinZ) 一 1 3 
-z 二 (2K 二 1D)K， (2K 十 调 ) 天 <z< (2 二 号) 
它 的 图 像 见 81.8.2 的 170 页 中 , 关于 公式 (1.46) 的 附 图 (a) (又 见 附录 一 的 习题 
318). 于 是 4 在 所 有 的 点 (2 十 二 jz 处 不 可 导 , 而 在 其 他 点 处 的 导数 为 
1 ， (CCK- 喜 )r<z< (2K+ 二 )r 
-1 CE+ 吉 )r<z< (2K+ 旦 )r， 口 
注 解 1 很 简短 , 解 2 则 对 为 什么 如 此 作出 了 解释 , 各 有 千秋 . 


习题 926 求 函数 y = arccot ( 22 开 士 cos2 ) 的 导数 ， 


SinZ 一 COST 


解 1 下 斥 用 全 2 六 风 汪 人 用 到 


1 


= [arcsin(sinz)]' = { 


1 十 Eee) 
sinZ 一 cosZ 


X 《cosz 一 sinz)(sinz 一 cosz) 一 (cosz 十 sinz)(sinz 十 cosZ) 
(sinz 一 cosZ)2 
即 在 y(z) 有 定义 处 的 导数 恒 等 于 1， 口 


解 2 利用 余 切 函 数 的 和 角 公 式 cot(z 二 切 = 2 ( 见 注 ) 和 


一]1， 
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Sin7 一 coSZ 1 一 cotz cotz 十 (一 1) 
因此 在 0< = 一 亚 < 时 就 有 y 一 z 一 下. 这 就 是 卫 r < = < 号 时 的 函数 表达 式 . 这 
里 利用 了 8$1.8.2 中 的 (1.49) 的 第 二 个 恒等式 , 即 
arccot(cotZ) 一 Z, 0< 工 < 区 
它 是 周期 r 的 函数 (其 图 像 见 171 页 的 附 图 (d)), 因此 就 得 到 函数 y 的 表达 式 为 ; 
y = arccot (于 2 二 Cos ) 一 一 (十 于)r， (十 寺 )r<z< 全 十 号 )m KE Z， 


而 在 所 有 点 (e+ 支 )r 处 没有 定义 , 这 样 就 得 到 与 解 1 相同 的 答案 ， 口 


sinz 十 cosz 1+cotz cotz' (1 一 1 SR 至)， 


cos(Z 十 人 coszrcosy 一 sin7siny cotzcoty 一 1 


sin(Z 十 幼 sinZcosy 十 co8ZSsiny coty 十 cotZ “ 
习题 961 求 函数 y = z +zz +zz (z> 0) 的 导数 . 
解 ”直接 求 导 , 并 对 后 两 项 用 对 数 求 导 法 得 到 

多 =1+zz(zlnz)'+zr (zzlnz)/ 


=1+zz(1+hz)+zr[(zz)inz+zz-] 


注 cot(z+ 切 = 


=1+zz(1+Inz)+z= zr[ 填 +Ilnz+ (nz)3， 口 
习题 963 求 函数 y = 3 的 导数 ， 
解 1 用 对 数 求 导 法 得 到 

多 =y(ng) = y( 二 mnz) 一 引 一 二 js 十 9 


= 2 二 -201 -Inz)， 口 
解 2 (对 数 求 导 法 的 另 一 种 形式 ) 将 宕 指 函 数 写成 指数 形式 后 求 导 得 到 
几 = (e 二 ms)' 一 e 二 ms . (- 志 nz 于 要 ) Se (1 -inz)， 口 


习题 972 引入 中 间 变 量 v = cos2 z, 求 函数 y = In(coszz + V1 十 cos17) 的 导数 . 
解 这 是 利用 链 式 法 则 的 有 效 方法 . 于 是 就 有 


欠 = [nu+VI+z2 儿 . (cos2z) 
au 一 cos2z 
1 | ] sin 27 
二 "一 an 22) 王 一 一 一 二 一 一口 
V1+42 lu=coszz 《 ) V1 十 cos4 了 


习题 977 求 下 列 函数 的 导数 , 并 作 这 些 函数 及 其 导 函 数 的 图 像 . 

(ay=lzli (by=zlzj (0y 一 Ilz|、. 

解 ”由 于 计算 很 简单 , 这 里 只 提供 它们 的 图 像 . 如 附 图 所 示 , 将 每 一 个 小 题 的 导 函 
数 图 像 列 在 其 函数 图 像 的 下 方 . 其 中 小 题 (a),(e) 的 函数 为 偶 函 数 , 其 导 函 数 为 奇 函数 ， 
小 题 (b) 的 函数 为 奇 函 数 , 其 导 函 数 为 偶 函 数 ， 口 
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习题 982 求 函数 


4 


-1 O| Tr 时 
~1 
(b) (o) 
习题 977 的 附 图 
arctanZ， lzl <1 
开 sgnz 十 开 寺 | lzl| > 1 


的 导数 , 并 作 函 数 及 其 导 函 数 的 图 像 . 


-2 -1 O 1 


习题 982 的 附 力 


解 如 附 图 所 示 , 在 -1,1]] 上 有 ? = 下 
其 中 在 z = 1 处 有 左 侧 导数 , 在 z = -1 处 有 右 侧 导 
数 , 它们 的 值 都 是 1/2. 

在 点 z= 1 处 y(z) 连续 ,在 z>1 时 有 ?4 = 霹 ， 
同时 可 以 直接 计算 出 点 z = 1 处 的 右 侧 导数 为 于 ,与 
该 点 的 堪 侧 导 数 相等 , 因此 存在 y(1) = 于 

在 > < -1 时 仍然 有 2 = 言 ,但 由 于 %(-1-0) = 
一 1 一 至 ， 而 与 y(-1) = 三 帮 不 相等 , 因此 y 在 点 
z = 1 处 左 侧 不 连续 , 从 而 在 该 点 不 可 导 . 

在 附 图 下 方 的 导 函 数 图 像 中 , 我 们 看 到 在 > 一 
-1 处 导数 不 存在 , 这 与 在 点 z = 1 处 存在 导数 且 导 
函数 在 该 处 连续 是 不 一 样 的 ， 口 


工 
2 


注 导 函 数 y(z) 在 点 1 和 点 -1 处 都 存在 极限 , 且 都 等 于 去 ， 但 由 于 y(z) 在 点 1 
处 连续 , 而 在 点 -1 处 不 连续 , 因此 结论 完全 不 同 . 这 恰好 为 一 元 微分 学 中 的 导数 极限 定 
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理 提供 了 两 个 例子 . 初学 者 可 以 在 学 习 了 82.6.4 的 习题 1258.1 之 后 再 回顾 这 里 的 说 明 . 
此 外 还 可 以 参看 [23] 上 册 的 命题 7.1.7 及 其 后 的 进一步 内 容 -. 
习题 987 证 明 , 求 ” 阶 行列 式 的 如 下 求 导 规则 : 
和 SS 人 人 人 人 0 避 ) 


二 Ag Ag Se - 立 joa He 让 j 


六 加 ja 四 四 必 @ 7 7 
解 先 复习 一 下 m 阶 行列 式 的 定义 . 根据 定义, 等 式 左边 就 是 
香味 CD Ja)j 加 下 


JI1I2…m 
其 中 的 和 式 共有 ml 项 , 每 一 项 是 从 每 行 每 列 中 各 取 一 个 元 的 乘积 , 在 乘积 的 n” 个 因子 
的 下 标 中 的 第 一 个 行 指标 按 从 小 到 大 自然 排列 , 第 二 个 列 指标 记 为 轧 ,j2，… ,jn, 它 是 
站 2，…, 寻 的 一 个 排列 . r(7i 因 加) 是 这 个 排列 的 逆序 数 , 即 发 生 较 大 的 数 排 在 较 小 
的 数 前 面 的 次 数 之 和 . 当 逆序 数 为 奇数 时 这 一 项 取 负 号 , 而 当 逆序 数 为 偶数 时 取 正 号 . 
ee 用 个 函数 乘积 的 求 导 法 则 ， 即 


时 (ui(z)u2(z z)) = 于 IT) 全 ) an(Z)， 


就 可 以 得 到 行列 式 的 导数 为 
量 叶 (07G7 Ja)japn(a) join 人 


帮 7 


= 立 ( 2 (-D7G52 Jr) (Ga)… -人 扣 )， 


一 1 下 力 7…7 


而 右边 就 是 双 个 行列 式 之 和 , 其 中 第 个 行列 式 是 将 原 行列 式 的 第 K 行 换 为 其 导 函 数 
所 得 到 的 ， 口 


2.1.3 ” 杂 题 (习题 990-1023) 


这 里 包含 了 有 关 导 数 的 多 种 类 型 的 习题 , 其 中 有 带 有 理论 性 质 的 习题 , 还 有 关于 单 
侧 导数 的 计算 题 . 与 上 一 小 节 不 同 , 这 里 的 多 数 习 题 不 是 单纯 套用 公式 的 计算 题 . 

前 面 的 习题 977 和 习题 979-983 中 除了 计算 函数 的 导 函 数 旋 之 外 , 还 要 求 作 出 
二 者 的 图 像 . 这 实际 上 就 是 提示 初学 者 , 要 注意 函数 及 其 导 函 数 的 图 像 之 间 的 联系 . 下 
面 的 习题 是 这 个 方向 上 的 一 般 化 . 

这 里 假定 读者 已 经 具有 关于 函数 的 极 值 点 和 极 值 的 知识 . 这 方面 的 习题 见 后 面 的 
82.11 和 82.13. 


习题 990 已 知 函 数 的 图 像 , 近似 地 作出 它 的 导 函 数 的 图 像 . 
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解 在 附 图 的 上 方 作出 了 已 知 函 数 
y = jz) 的 图 像 . 由 于 常 值 函数 的 导 函 数 
恒 等 于 0, 因此 若 将 y = f(z) 的 图 像 作 上 
下 平移 , 则 对 其 导 函 数 没有 影响 . 

根据 导数 的 几何 意义 , 在 /单调 递增 
的 区 间 上 y > 0, 而 在 了 单调 递 诚 的 区 间 
上 g < 0. 特别 在 y = f(z) 的 极 值 点 处 
jz) = 0. 

闭 读者 还 具有 函数 四 凸 性 的 知识 , 则 
就 可 以 根据 f(z) 的 图 像 四 凸 来 确定 导 函 
数 7(z) 为 单调 递减 (递增 ), 特别 是 的 图 
像 的 拐点 对 应 于 广 的 极 值 点 . 习题 990 的 附 图 

在 附 图 中 的 4 条 垂直 虚线 将 f(z) 的 极 值 点 (与 导数 为 0 的 一 个 拐点 ) 与 Pr(z) 的 零 
点 直接 相 联系 . 这 提示 我 们 将 /和 刀 的 图 像 作 附 图 中 那样 的 上 下 配置 是 很 有 好 处 的 . 

此 外 , 这 里 的 导 函 数 P(z) 的 数值 大 小 在 目前 并 不 重要 , 本 题 的 目的 只 是 确定 其 定 
性 方面 的 特征 . 因此 在 附 图 中 的 坐标 辅 都 没有 注 明 标 度 尺寸 的 大 小 ， 口 

注 “习题 990 很 有 意义 . 实际 上 它 是 在 导数 应 用 中 的 一 项 技能 . 当代 著名 数学 家 阿 
诺尔 德 在 "数学 的 基本 要 求 " 一 文中 列 出 了 对 物理 专业 学 生 的 最 低 限度 的 数学 的 一 百 个 
问题 @, 其 中 第 一 题 的 内 容 为 : 

“随手 画 出 一 条 曲线 , 试 画 出 其 导 函 数 和 原 函数 的 图 形 ,” 
它 的 前 半 题 就 是 这 里 的 习题 990. 


接 下 来 的 一 道 顾 是 数学 分 析 中 的 常用 例题. 


相 


2Z2 sin 业 ; Z 关 0， 
习题 991 证 明 , 函数 F(z) = 四 有 不 连续 的 导 函 数 . 
司 2=0 
解 如 附 图 的 分 图 (a) 所 示 , 用 粗 黑 曲线 画 出 的 fj(z) 的 图 像 夹 在 用 虚线 画 出 的 两 
条 抛物 线 y = 土 zz 之 间 . 为 清楚 起 见 在 分 图 (b) 中 将 原点 附近 的 图 像 加 以 放大 . (分 图 
(a) 中 的 直线 y = z 是 f(z) 当 z 一 co 时 的 斜 渐 近 线 .) 
在 z 关 0 时 可 以 用 求 导 公式 直接 得 到 
jz) = 2zsin 十 一 cos 去 . 
在 上 述 表 达 式 中 令 z 一 0, 可 见 不 存 在 极限 . 因此 z = 0 是 户 (z) 的 第 二 类 不 连续 点 . 
然而 在 点 z = 0 处 了 是 可 导 的 . 从 附 图 可 见 , 连接 点 (0,0) 和 (z,f(z)) (z 和 0) 的 
割 线 当 z 一 0 时 将 会 作 无 限 次 摆动 , 摆动 的 幅度 趋 于 0, 最 终 趋 于 具有 水 平 斜率 的 极限 
位 置 , 即 y = 0. 这 就 是 f(z) 的 图 像 被 一 对 抛物 线 y = 士 zz 夹 在 中 间 的 结果 . 
@ 该 文 及 其 所 附 的 一 百 个 题 见 数 学 译 林 , 第 11 卷 (1992), 第 4 期 , 352-358 页 . 
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习题 991 的 附 图 


在 分 析 上 可 以 如 下 计算 得 到 
7@- mm ye-yag - 


Az 一 0 


这 个 例子 表明 在 区 间 上 处 处 有 定义 的 导 函 数 可 以 有 售 - 芍 不 连续 点 9， 口 
下 面 的 两 个 习题 本 身 虽 然 很 简单 , 但 在 判定 函数 的 可 导 性 时 有 用 . 


习题 994 设 f(z) = (z - a)p(z), 其 中 函数 w(z) 在 点 z = a 处 连续 , 求 P'(a)， 


解 直接 按照 导数 的 定义 计算 如 下 : 
Jo) = m jz) 一 fa) Jim 人 一 op2(z) 


和 委 一 如 yQ 2 一 Q 


aimo Azrsin 下 一 二 =(0. 


二 Jim9(z) =P(a)， 口 


习题 995 设 p(z) 为 连续 函数 , 上 且 w(a) 关 0, 证 明 函 数 f(z) = lz -alp(z) 在 点 a 
处 没有 导数 . 
单 侧 导数 几 (o) 和 产 (a) 等 于 什么 ? 


解 对 于 出 现 |z - a| 的 问题 可 以 在 点 a 的 两 侧 分 别 研究 , 这 样 就 自然 要 去 计算 两 
个 单 侧 导数 


当 z >a 时 ,有 
四- 
而 当 > < a 时 则 有 
大 全 = 徊 = 二 二 四 = 一 (ao)， 


可 见 在 条 件 p(a) 条 0 时 商 个 单 全 导数 存在 而 不 相等 因此 /在 点 o 处 不 可 导 ， 口 


注 以 上 计算 实际 上 已 经 证 明 , 车 p(z) 于 点 a 处 连续 且 w(a) = 0, 则 jz) = 
lz 一 qp(z) 在 点 a 处 可 导 , 且 jP(a) = 0. 这 在 以 后 的 习题 中 也 有 用 . 


@ 若 导 函数 在 区 间 上 有 定义 , 则 它 不 可 能 有 第 一 类 不 连续 点 ， 见 本 书 在 82.6.5 中 的 命题 2.2. 
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zcos 亚 |， z3 天 0， 


习题 997 证 明 函 数 f(z) = 在 点 z= 0 的 任何 邻 域内 有 不 


0， 2 一 0 


可 导 的 点 , 但 在 这 一 点 上 是 可 导 的 . 


分 析 本 题 我 们 只 给 出 简要 的 分 
析 , 而 将 细节 留 给 读者 . 

如 习题 991 所 示 , 本 题 的 函数 F(z) 
被 抛物 线 y = z? 和 直线 y = 0 来 在 中 
间 , 仅仅 如 此 就 已 经 保证 /0) 存在 . 

从 flz) 的 表达 式 可 见 , 在 z 关 0 处 
求 导 时 ,困难 只 发 生 在 cos 亚 的 零点 处 ， 
习题 997 的 附 图 从 亚 = (十 喜 ) 天 可 知 这 样 的 点 是 


Th 一 


(ke 鸭 , 由 于 (cos 亚 】 = sm 亚 : 杞 在 这 些 点 处 不 等 于 0, 因此 函数 


大 十 Ti 
|eos 亚 | 在 这 些 点 处 的 性 态 与 |z - a| 在 点 处 相似 . 由 于 z? 在 这 些 点 处 不 等 于 0, 因 
此 如 习题 995 的 结论 所 示 , 这 些 点 都 是 /的 不 可 导 点 .( 附 图 中 明显 可 见 的 是 点 土 2 和 
士 2/3 等 .) 也 可 以 直接 计算 出 站 (zk) = 和 产 (zk) = -TXT 口 


汪 
习 是 998 证 明 函 数 ffz) ~ ， 工 为 有 理 数 ， 仅 当 z -0 时 有 导数 . 
0， >z 为 无 理 数 


分 析 在 点 z = 0 处 存在 导数 的 证 明 与 习题 991 和 997 是 类 似 的 . 至 于 z 0, 则 
容易 证 明 都 是 太 的 不 连续 点 (参见 81.7.3 的 习题 735), 从 而 一 定 不 可 导 ， 口 

注 ”以 上 两 个 习题 表明 函数 在 某 个 点 处 可 导 完 全 是 一 种 局 部 性 质 , 是 由 函数 在 该 
点 的 任意 小 邻 域 中 的 性 态 所 决定 的 , 而 与 其 他 点 处 函数 是 否 连续 以 及 是 否 可 导 都 没有 
关系 . 这 样 的 基本 性 质 我 们 已 经 遇 到 不 少 , 例如 函数 在 某 点 是 否 存在 极限 , 是 否 连续 都 
是 这 样 的 局 部 性 质 . 


习题 999 的 可 导 性 分 析 有 5 个 小 题 , 下 面 给 出 其 中 的 一 个 小 题 的 答案 . 
习题 999 (d) 研究 下 列 函 数 的 可 导 性 : y = arcsin(cos z). 


解 利用 cosz= sin( 椰 一 z) 和 81.8.2 中 正 弦 函数 的 反 函 数 恒等式 (1.46), 即 有 
至 -2 - 吾 < 至 ->< 和 到， 
这 样 就 得 到 在 区 间 [0, 可 上 的 函数 y(z) 的 表达 式 . 利用 cosz 为 周期 2r 的 偶 函 数 , 因此 
y(z) 也 是 周期 2r 的 偶 函 数 , 它 在 [一 交 ,如 上 的 表达 式 为 
y(z) = 至 一 lzl ze [-m 骆 . 


这 样 就 知道 除了 点 Er (Re Z) 之 外 y(z) 都 可 导 (参见 附录 一 的 习题 319 的 图 像 )， 口 


2 一 arcsin(sin( 子 一 2z)) = 
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二 开 
习题 1009.1 人 ?地 0 在。 = 0 处 连续 , 但 在 这 -点 
0， 


zz=0 


处 既 没有 左 导数 也 没有 右 导 数 . 


注 ， 这 个 习题 中 的 函数 是 数学 分 析 课 程 中 的 典型 例子 , 其 连续 性 的 讨论 见 81.7.2 的 
习题 680 的 解 . 读者 可 以 参见 该 习题 的 附 图 , 并 与 本 小 节 前 面 的 习题 991 作 比 较 . 其 解 
答 可 见 一 般 的 教科 书 , 从 略 . 


习题 1017 函数 y = z+ ysinz 的 图 像 在 哪些 
点 处 有 垂直 切线 ? 并 作 此 图 像 - 


解 ”有 垂直 切线 的 情况 发 生 在 函数 连续 但 差 商 
极限 ( 即 导数 ) 为 无 穷 大 的 场合 . 因此 正常 可 导 的 点 
处 都 不 会 有 垂直 切线 . 

从 y 的 表达 式 可 见 这 只 能 发 生 在 ysinz 等 于 0 
的 点 处 , 也 就 是 z = kr,，K E 也 的 所 有 点 . 如 附 图 所 
示 , 用 虚线 作出 了 y = z 和 y = 汪 的 图 像 ,而 代 
表 y = z+ %Ysinz 的 粗 黑 曲线 就 是 它们 的 大 加 ， 口 习题 1017 的 出 图 

注 ， 本 昕 直接 求 导 当然 很 容易 . 但 从 81.4 的 图 像 乔 加 运算 和 字 函 数 的 图 像 可 
见 , 不 作 具 体 计 算 也 可 以 解决 问题 . ( 纺 5 的 图 像 见 附录 一 的 习题 276, 277 等 .) 


习题 1019 如 果 函 数 f(z) 在 有 界 区 间 (oa, 中 上 可 导 ， 且 ,lim of(z) = co, 那么 是 
否 一 定 有 : 

人) .limo7Gz) = oo 

(b) ,Im lz)| = +oo? 


解 (a) 不 一 定 . 为 此 可 以 想象 当 = 从 点 a 的 右 侧 趋 于 。 时 ,函数 7 的 图 像 在 趋 于 
无 穷 大 的 同时 发 生 无 限 多 次 振动 ， 从 而 存在 导数 等 于 0 的 一 个 点 列 趋 于 即 可 . 

根据 这 样 的 构思 就 不 难 写 出 (例如 ) J(z) = 二 上 十 sin 地上 二， 它 的 导数 为 

jz) = -区 +eos 元 二 

于 是 只 要 取 zw > 4 满足 cos 二 二 = -1 即 可 . 容易 写 出 ze = 二 
呈 一 1.2, 它 就 是 满足 条 件 的 点 列 、 

人 b) 这 是 一 定 成 立 的 . 用 反 证 法 . 若 .Jim ,|7(z)| < +cc, 则 就 表明 普 ) 在 点 a 右 
全 邻近 有 界 , 这 时 就 可 以 推出 f(z) 也 在 点 a 右 侧 邻近 有 界 , 从 而 与 条 件 _ lin of(z) 一 
相 和 下 盾 . 


也 一 Q@ 


ES 
(2m 一 1)7 7 
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这 在 将 来 学 了 微分 中 值 定 理 之 后 就 很 容易 证 明 , 目前 可 证 明 如 下 . (所 用 的 方法 称 
为 勒 贝 格 方法 , 见 [23] 的 上 册 的 81, 94, 131 页 .) 

根据 反 证 法 假设 ， 有 .molj(z)l < +ooc, 因 
此 存在 M > 0 和 ec se (ob, 使 得 在 (cad 上 成 立 y 
| 广 z)| < 

从 |jP(ell < M 可 见 存在 5 > 0, 使 得 当 c- 5 < 
2Z<c 时 成 立 


Y 一 玉 2) 


|@=k| -ww 
严 一 C 


如 附 图 所 示 , 问题 是 要 将 不 等 式 推广 为 在 a < zc 
时 成 立 , 即 证 明 曲 线 y = jz) 的 这 一 段落 在 灰色 的 
三 角形 区 域内 , 它 的 上 下 边界 是 y = /(o) 干 M(z 一 o)， 习题 1019 的 附 图 
从 而 就 与 题 设 条 件 lim of(z) = co 相 矛 盾 . 


定义 数 集 
53={te(od| 在 上 < 和 zskc 上 成 立 |f(z)- fols Miz 一 ol)}. 
从 前 面 的 不 等 式 已 经 知道 在 一 5 < z < c 时 成立 |f(z) - fc)| < MIlz -中 . 将 其 中 的 
< 号 改 为 < 号 就 使 得 > = c 时 不 等 式 也 成 立 . 又 利用 矿 的 连续 性 , 可 见 zx = c -5 时 不 
等 式 仍然 成 立 . 于 是 [ec- 5,cl C 3. 
由 于 数 集 3 非 空 有 下 界 o, 因此 存在 下 确 界 
a=infS. 
只 要 证 明 ac = a 就 足以 保证 当 re (o,c] 时 成 立 |f(z) - je)| < MIz - c| 成 立 , 从 而 有 
ols lz) -Fol+lNGl<s Me-o+lroh 
即 六 在 点 o 右 侧 邻近 有 界 . 
用 反 证 法 , 设 a < a 则 从 |P(a)| < M 可 见 存 在 7 > 0, 使 得 当 w -ms<z 和 a 时 
成 立 不 等 式 
If(z) -als wz 一 al- 
又 由 a = inf 8 可 见 , 只 要 取 8 中 的 一 列 点 趋 于 a, 就 可 推出 成 立 |f(a) - /el < 
Ma -ce 于 是 当 a -7 和 zs<a 时 可 得 到 
Ifz) -Fol< le) -all+lf(a) 一 Fo)l 
和 M(dz-al+ia-oc=Mir 一 中 


这 表明 a - me 5, 从 而 与 w = inf 9 矛盾 口 


注 本 题 也 可 以 用 有 限 覆 盖 定 理 等 工具 解决 ， 这 方面 可 参考 [23] 的 83.5 和 例 厦 
5.2.2 和 5.2.3 等 . 
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2.1.4 ”应 用 题 (习题 1024-1033) 
第 二 章 的 大 量 内 容 均 涉及 导数 的 应 用 , 这 一 节 的 最 后 几 个 习题 就 是 这 方面 的 内 容 . 


习题 1024 推出 求 和 公式 : 
人 (a) 甩 一 1 二 2z 十 3z2 十 .十 man Qn 一 12 十 227 十 3272 十 .十 mn2znrli 
(b) Sn =sinz+sin2z 十 ,… 十 sinnz, Th = cosz 十 2cos2z 十 … 十 Lcosmz. 


解 ” 求 导数 运算 提供 了 求 和 的 新 方法 , 
(a) 容易 看 出 瑟 是 z 十 z2 十 … 十 Zn 的 导 函 数 , 而 Cn 是 Pu 的 导 函 数 , 因此 就 可 
以 在 z 关 1 时 计算 得 到 


ER 十 1 
Z 十 Z2 十 … 十 Zn 一 Z(1+Z 二 … 十 In) 二 这 = 二 下 三 下 2 


和 下 二 
然后 就 可 求 导 得 到 
_ zzntl\ 1- 人 (十 1)zn _ rn+l 
及 = (于 号 ) = 1=z + 


1 人 +bDzn+nazn 
本 (1 一) 
这 个 公式 在 > = 1 时 无 意义 , 但 其 在 > -1 时 的 极限 值 Za 1) 却 提供 了 r = 1 时 的 
正确 答案 . 其 实 只 要 在 到 ,的 原 表达 式 中 用 z = 1 代入 就 得 到 
1 十 2 十 3 十 .… 十 见 一 2 
(这 就 是 《习题 集 》 的 习题 1.) 
当然 也 可 直接 计算 其 极限 , 这 里 可 用 81.5.3 中 的 方法 (与 习题 424(a), 426 等 相似 ). 
令 z-1= 几 就 有 : 
， 1 一 (n+1)zn 十 nzntl 
避 (1 一 z)? 加 让 
1 一 @+DEL++ 2@ 二 二 辣 +nll 二 人 DT 


t 一 0 让 


1-- 


名 二 和 阅 二 Cs 


ER 2 IJ) 本 人 (mn 号 于 2 JJ) - 
然后 再 计算 CQn 如 下 : 
到 1 _(z- (mn 十 1)zn+l 十 mon+2 
-GPa ) 


_ 工 一 (nm 十 1)2zn 十 m(m 十 2)Zn+1 上 2 一 外 十 1)z" 十 nz"t2) 
本 (一 z)? (1 一 z 
_ 1+z 一 (十 1)2zn 十 (2n2 十 2n 一 1)zn+l 一 mnt 
(1 一 了 
与 妃 , 的 情况 类 似 , 这 个 公式 在 z 一 工时 的 极限 值 恰好 等 于 在 Q， 的 原 表达 式 中 用 
2Z=1 代 入 的 结果 , 即 (习题 2 中 的 ) 
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12+221..402- +Dn+D 


6 
(b) Sn 是 分 析 中 常见 的 和 式 , 对 于 它 的 计算 介绍 两 个 方法 . 
第 一 种 方法 是 用 半角 函数 2sin 号 乘 S 再 积 化 和 差 , 然后 可 用 裂 项 相 消 法 . 在 


2sin 寺 sinkz = cos(k 一 去 jz 一 cos(k+ 羡 )z 


中 取 天 = 2,…… ,m 并 将 它们 相 加 , 就 得 到 


2sin 呈 (sinz 十 sin27 十 … 十 sinmz) 


2 37 37z 57 2m 一 1 2m 十 1 
=(eos 可 -cas 本) 人 +(cos 本 -cos 本) 上 + 十 cos 2 一 Cos 


2 2 2 
一 cos 立 一 cos 姑 寺 Lv， 


2 
因此 在 sm 有 关 0 时 就 有 


cos 于 一 costn+ 二 jz sin 号 zsin 卫 二 1 
sinz 十 sin2z 十 '… 十 sinmz 一 -一 克 一 -一 克 
2sin 记 sin 可 


第 二 种 方法 是 用 欧 拉 公 式 ei* = cosz + isin z, 这 样 就 可 以 将 三 角 函 数 运算 转化 为 
复数 域 中 的 指数 运算 (参见 在 81.10.1 的 习题 819 的 解 1]). 具体 的 计算 如 下 : 


Sn =sinz 十 sin2z 十 … 二 sinmz = Im(l +eiz +ei2z 十 二 einz) 


ia+l。 _intl1 in 二 1 
1_ stDz 二 
一 Im 二 = Im 证 和 
2 


取 十 工 


ji 王 sin 卫 寺 上 z sin 妈 zsin 光 
人 2 加 2 2 
=JIm(e”)， 二 训 一 本 
2 ] 


利用 Th = 534, 即 可 计算 Th 如 下 : 
和 (= 1 >) 


2sin 瑟 4sim 可 2sin 总 
1 二 ] 二 和 1 了 
大 1 有 sin(m 十 元 )Z 当 sin( 了 .十 广 )zsin 部 十 cos 人 mn 十 斑 )z cos 了 
一 一 了 05 到 过 达 2 5 到 
4sin' 2sin 2 2sin 
1 
1.Ssin(m 十 序 ) | 
”26 有 4sin5 吾 ， 呈 
2 2 
吾 : 了 世 Z __ sinz 
习题 1026 利用 人 恒等式 cos 于 cos 地 …'cos 六 一 元 sam 要 推出 
芝 1 区 二 光 
3 二 可 tan 本 十 机 tan 玫 十 十 贡 tan 其 


的 求 和 公式 - 
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解 从 (jn| oos 释 |) = -去 tm 秋生 = 荆 2…… 站 可 见 ,只 要 对 恒等式 取 对 


数 后 求 导 即 可 得 到 Sn, 然而 对 于 乘积 形式 的 函数 f(z) = I 户 (z), 也 可 直接 求 导 得 到 


jlz) = 袜 koIro- 7O 王 和 人 


法 


此 就 有 
msin -2 
8 本 Eee .是 ( sinz ) 
Sin Z dz 2"sin 黄 
msin -2 
交 池 3 划 人 ( cosZ Sin 了 0 过 
Sin 7 2msin 条 22n sin2 区 2 


=-eotz+ 击 oot 划 . 口 


习题 1027 证 明 , 可 导 偶 函数 的 导数 是 奇 函 数 ; 可 导 奇 函数 的 导数 是 偶 函 数 . 并 作 
几何 解 释 . 


解 本题 的 结论 很 有 用 . 实际 上 在 前 面 已 经 见 过 符合 这 个 结论 的 不 少 例子 , 例如 习 
题 977 的 三 个 小 题 都 是 如 此 . 

对 于 可 导 偶 函 数 只 要 对 于 j(_z)  f(z) 求 导 就 得 到 

下 (-z) = 太 (z)， 
即 其 导 函 数 为 奇 函数 . 

从 图 像 来 看 (例如 抛物 线 y = z2), 当 jf(z) 的 图 像 关 于 y 轴 ( 即 直 线 zx = 0) 对 称 时 ， 
对 称 的 两 点 (zo, f(zo)) 和 (-zo, f(zo)) 上 的 切线 关于 y 轴 也 是 对 称 的 . 于 是 它们 的 斜 
率 , 也 就 是 fj(zo) 和 妃 (-zo), 恰好 符号 相反 而 绝对 值 相 同 . 因此 /(z) 为 奇 函数 

同样 , 对 于 可 导 奇 函数 刀 只 要 对 于 f(-z) = -/(z) 求 导 就 得 到 

一 PC 本 = -Po 即 记 a= Po 
即 其 导 函 数 为 偶 函 数 . 

从 图 像 来 看 (例如 三 次 抛物 线 y = z3), 当 f(z) 的 图 像 关 于 原点 为 中 心 对 称 时 ， 
对 称 的 两 点 (zo, f(zo)) 和 (-zo, -jJ(zo)) 处 的 切线 平行 , 即 具 有 相同 的 斜率 . 这 表明 
久 (zo) = 矿 (-zo), 因此 广 (z) 为 偶 函 数 ， 口 

习题 1032 设 Jlz)- 4 "SS 而 5(o) 为 曲线 y- fla), Oz 轴 

2z 一 2，2<2Z<+co， 
和 过 点 z(z > 0) 的 Oz 轴 的 垂 线 所 围 成 的 面积 . 给 出 函数 S(z) 的 解析 式 , 求 导 数 9'(z) 
并 作出 y = 5'(z) 的 图 像 . 


解 如 附 图 的 分 图 (a) 所 示 , 在 0 < zx 和 2 时 灰色 区 域 的 面积 S(z) = 二 2. 又 如 分 
图 b) 所 示 , 在 > 2 时 5(z) = 2+ 寺 (z 一 2 二 2z 一 2) 一 22 一 27 十 2. 在 z= 2 的 两 
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侧 上 述 两 个 表达 式 仍 然 适 用 , 它们 分 别提 供 了 3 (2) = 2 和 3S4 (2) = 2, 因此 S(z) 于 点 
Z 一 2 处 可 导 , 导数 值 为 2. 


迪 


到 本 2 
z+Az 
(b) (9) 
习题 1032 的 附 图 
由 此 可 见 , 对 于 分 段 表 示 的 函数 S(z) 求 导 , 得 到 
本 征 . 雪 肖 二 到 


9'(z) = 
2z 一 2，2<2Z< 十 oo， 

如 分 图 () 所 示 , S'(z) 与 f(z) 完全 相同 ， 口 

注 “ 一 个 不 能 回避 的 问题 就 是 , 为 什么 会 得 到 S'(z) = jz)? 它 有 一 般 性 意义 吗 ? 

对 于 本 题 中 的 简单 函数 这 可 以 直接 证 明 S'(z) = F(z) 如 下 . 

只 考虑 z > 2 的 情况 .如 分 图 (c) 中 那样 取 t = z 和 + = z + Ar, 图 中 只 画 出 
Az > 0 的 情况 , 但 以 下 计算 对 于 Arx < 0 仍然 成 立 . 于 是 AS = S(z+ Arz) - S(z) 就 是 
图 中 灰色 的 狭长 梯形 的 面积 . 用 梯形 面积 公式 得 到 

AS= 南 :Ar'[(2z 一 2)+(2Gz+Az)-2]]= Az(2z 一 2+An)， 
然后 就 有 
S'(z] = im 会 2 = Jimu(2z-2+Az)= 2z 一 2. 

这 就 是 9'(z) = ff(z), 而 且 没有 用 到 S(z) 的 表达 式 . 对 于 0 和 z< 和 2 的 证 明 是 类 似 的 . 

一 般 而 言 , 如 右 图 所 示 , 在 积分 学 中 的 面积 问题 
就 是 采取 类 似 的 方法 来 做 的 . 设 y = f(z) > 0 (a < | 0 
zz 斥 臣 则 为 了 计算 该 曲线 下 由 = wb 和 2 = 0 围 
成 的 曲 边 梯形 面积 , 引入 流动 坐标 z < [o, 中 , 将 图 中 
涂 以 灰色 的 面积 记 为 S(z), 则 在 7 为 连续 函数 的 条 
件 下 可 以 证 明成 立 S"(z) = fl(z). 

由 此 可 见 , 从 jF(z) 求 S(z) 是 求 导数 运算 的 逆 运 曲 边 梯形 示意 图 
算 . 所 要 求 的 曲 边 梯 形 的 面积 就 是 S( 避 . 

上 述 问题 对 于 已 经 学 过 积分 学 的 读者 来 说 是 容易 回答 的 ， 而 对 于 第 一 次 遇 到 这 样 
的 现象 的 读者 来 说 , 这 不 是 一 个 简单 问题 . 若 有 不 清楚 之 处 可 以 在 学 了 积分 学 后 再 回顾 
这 个 习题 . 
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习题 1033 函数 S(z) 是 由 圆 弧 y = Vaz 一 22, Oz 轴 以 及 过 点 DO 和 z (lz| < oa) 且 
垂直 Oz 轴 的 两 条 垂 线 所 围 成 的 面积 . 给 出 函数 S(z) 的 解析 式 , 求 导 数 S'(z) 并 作出 这 
导 函 数 的 图 像 . 


解 如 附 图 的 分 图 (a) 所 示 , 灰色 区 域 可 以 分 解 为 一 个 户 形 和 一 个 直角 三 角形 的 
并 , 图 中 只 画 出 0 和 z < a 的 情况 ， 0 ze [一 a,a] 同时 适用 的 面积 公式 为 
8S(z) = 三 到 2 arcsin 避 | 十 去 zlVa 一 Z2. 
将 S(z) 在 z > 0 时 求 导 得 到 


生生 本 | Er 
(z) 一 本 4 志 训 十 瑟 V -一斑 一 本 一 02 一 22， 


az 


而 在 z <0 时 则 从 S(-z) = S(z) 可 见 S'(-z) = --S'(z), 因此 可 以 合并 成 为 

S'(z) = sgn(z)Vaz -72, 0 < |z| 和 a. 
在 zx = 0 处 存在 两 个 单 侧 导数 为 9 (0) = a 和 5 (0) = --o, 因此 8'(0) 不 存在 . 在 分 图 
(b) 中 作出 了 S'(z) 的 图 像 ， 口 


(b) (9 
习题 1033 的 附 图 


注 这 里 对 于 z > 0 和 z < 0 时 的 不 同 表 达 式 作 一 点 解释 . 

如 前 所 说 , 由 y = J(z) 生成 的 曲 边 梯形 面积 S(z) 总 是 满足 8'(z) = jz), 但 这 是 
当 梯 形 的 变动 边 为 右边 界 而 言 的 . 这 时 如 果 f(z) > 0, 则 当 zx 增加 时 面积 S(z) 也 相应 
增加 , 因此 其 导数 S'(z) > 0. 习题 1032 中 就 是 如 此 . 

但 在 本 题 的 z < 0 时 , 如 分 图 (c) 所 示 , 曲 边 梯形 的 变动 边 是 左边 界 . 因此 若 负数 z 
增加 , 则 梯形 变 小 , 面积 S(z) 递减 , 因此 其 导数 S'(z) < 0. 这 就 是 本 题 的 分 图 (b) 中 在 
z<0 时 出 现 S'(z) = -f(z) 的 原因 . 

学 过 积分 学 的 读者 容易 看 出 , 前 者 相当 于 将 带 有 变动 上 限 z 的 定 积分 对 z 求 导 , 而 
后 者 相当 于 将 带 有 变动 下 限 z 的 定 积分 对 = 求 导 , 因此 结果 是 显然 的 . 
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82.2 反 函 数 用 参数 表示 的 函数 和 隐 冰 数 的 导数 (习题 1034-1054) 


内 容 简介 在 显 函数 的 导数 计算 的 基础 上 , 进一步 学 习 标题 中 所 说 的 三 种 函数 的 
导数 计算 . 对 于 其 中 涉及 的 理论 问题 , 即 函数 的 存在 性 , 将 在 今后 解决 . 


2.2.1 ” 反 函 数 的 导数 (习题 1034-1037) 


关于 反 函 数 的 导数 计算 公式 需要 作 一 些 解释 . 

设 函 数 y = jJ(z) (a < z < 日 可 导 , 且 导 数 处 处 不 等 于 0, 则 可 从 达 布 定理 ( 见 
82.6.5 的 命题 2.1) 知道 导 函 数 一 定 保 号 , 从 而 y = jz) 严格 单调 , 因此 存在 反 函 数 
z = 广 !(%) 在 数学 分 析 的 教科 书 中 都 给 出 了 反 函 数 可 导 的 证 明 , 并 推导 出 其 计算 公式 
为 

2 一 证. 

这 里 的 第 一 个 问题 是 如 何 正 确 理解 这 个 公式 . 由 于 y = jz) 是 z 的 函数 , 因此 公 
式 的 右边 就 是 -4 .然而 反 函 数 = = z(y) 中 自 变量 是 %, 因此 左边 r'(b) 是 y 的 函数 ， 
如 何 解释 两 边 的 不 同 ? 

实际 上 仔细 检查 教科 书 中 关于 反 函 数 求 导 公式 的 推导 就 可 以 发 现 , 右边 的 有 耐 
中 的 z 应 当 用 反 函 数 = = z(y) 代入 . 这 就 是 说 应 当 将 上 述 公式 看 成 为 


1 工 
全 一 阿 | -on 
即 右边 是 通过 复合 运算 而 成 为 自 变 量 y 的 函数 . 
举 教科 书 中 一 般 都 有 的 一 个 例题 . 对 于 正弦 函数 y = sinz, 将 其 定义 域 限 制 在 
广 和 台 上 , 则 就 满足 反 函 数 存 在 的 条 件 . 如 习题 770 所 示 , 即 可 得 到 单 值 连续 的 反正 
弦 函 数 , 记 为 z = arcsiny. 从 岂 = cosz 可 见 在 |z| < 到 时 , 也 就 是 Jy < 1 时 , 反正 弦 
函数 的 导数 为 


Zi(y) = (arcsingy) 
1 


1 工 
cos7 ja-arcsiny cos(arcsing) ”VT 5 ， 
由 于 z = arcsiny E (- 肥 ， 号)， 因此 cos(arcsiny) = VI- 好 的 根 号 前 取 正 号 . 
交换 z,y 的 位 置 就 得 到 导数 计算 基本 公式 中 的 


1 
arcsin z) = 一 一 -一 - 
) 工 一 2Z2 


练习 ”推导 其 余 几 个 反 三 角 函 数 的 求 导 公式 之 一 . 


习题 1034 证 明 , 由 方程 2 + 3y = z 确定 的 单 值 函 数 y = y(z) 存在 , 并 求 它 的 导 
数 必 . 
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解 由 于 z= 欠 +3y 右边 的 每 一 项 都 是 在 (一 co,+co) 上 的 严格 单调 递增 的 连续 函 
数 , 因此 z = z(y) 存在 具有 相同 单调 性 的 连续 反 函 数 y = y(z). 从 z( 人 ) =3y2+3 尖 0， 
因此 即 可 用 反 函 数 求 导 公式 得 到 
y 人 一 而 二 芋 
注 “如 前 所 说 , 最 后 答案 中 的 y = y(z), 即 是 由 方程 呈 + 3y = z 确定 的 反 函 数 . 然 
而 “确定 "与 “ 解 出 ”不 是 一 回 事 . 虽然 三 次 方程 存在 求 根 公式 , 但 其 中 出 现 复数 运算 , 使 
用 很 不 方便 . 因此 一 般 对 于 反 函 数 求 导 公 式 的 右边 就 让 它 保留 目前 的 形式 . 


习题 1037(a) 选 出 函数 y = 2z2 -- z4 的 各 支 单 值 连续 反 函 数 rz = z( 妇 , 求 它们 的 
导数 , 并 作 图 像 ， 


解 首先 作出 y = 2z? -- zs 的 图 像 . 如 附 图 的 分 图 (a) 所 示 , 该 函数 有 4 个 单调 区 
间 , 即 [1 +oo), [0,]1j, [-10],(-oo,1. 对 这 4 个 单调 区 间 分 别 用 反 函 数 定理 , 就 确定 了 
4 个 单调 连续 的 反 函 数 , 分 别 记 为 zi(y),i = 1,2;3,4. 

从 yY(z) = 47 -4z3 = 4z7(1 -- z2) 可 见 , 除了 z = 0, 士 1 这 三 个 点 之 外 , 都 可 以 用 反 
函数 求 导 公 式 得 到 


7 人- 7 -= 厅 ， 
与 习题 1034 类 似 , 虽然 对 本 题 可 以 解 出 > = zi() (; = 1,2,3,4) 的 显 表达 式 , 但 代入 后 
也 并 没有 带 来 什么 方便 . 反之 , 上 述 z'(y) 却 是 对 于 4 个 反 函 数 同 时 适用 的 表达 式 . 

最 后 就 是 如 何 作 出 以 上 4 个 反 函 数 的 导 函 数 汶 (%) (= 1, 2, 3,4) 的 图 像 . 

在 这 里 采用 参数 方程 的 观点 是 非常 自然 的 . 在 上 面 的 z'(y) 的 表达 式 中 我 们 只 看 到 
右边 是 z 的 函数 , 而 我 们 知道 这 里 的 > = z(y). 由 于 没有 合适 的 反 函 数 表 达 式 可 用 , 我 
们 不 如 就 以 > 为 参数 , 这 样 就 将 y 与 z"(y) 的 函数 关系 用 下 列 一 对 参数 方程 表 出 : 


= 2z 一 世 0) = 


它们 对 于 守 = 1 2, 3,4 同时 适用 @. 

于 是 按照 81.4.4 中 作 参 数 方程 表示 的 函数 图 像 的 方法 , 我 们 在 附 图 的 分 图 (c) 中 作 
出 了 z'(y) 作为 参数 z 的 函数 的 图 像 , 同时 再 利用 分 图 (a), 当 参 数 z 从 -oo 递增 到 +oo 
时 就 可 以 得 到 分 图 (d) 中 的 四 个 导 函 数 的 图 像 . 

例如 , 先 考察 zi(y) 的 图 像 . 从 分 图 (b) 可 见 zi(g) 的 定义 域 为 (一 co, 1], 其 值 域 为 
[L, +co), 于 是 可 取 参 数 z 从 1 到 +oo. 然后 从 分 图 (a),(c) 可 知 y 从 1 递减 到 -co, z'(9) 
从 -co 递增 到 0, 这 样 就 得 到 了 分 图 (d) 中 标 出 为 z4(y) 的 一 支 曲线 . 

按照 同样 的 方式 就 可 作出 其 他 三 支 导 函 数 的 曲线 . 在 分 图 (d) 中 还 利用 了 82.12 中 
的 方法 确定 了 z2(y) 和 z3(z) 的 极 值 点 , 使 得 图 像 更 为 准确 . (这些 计算 都 很 简单 , 建议 
读者 参看 下 一 小 节 和 82.12 后 自己 补足 .) “ 口 


@ 注意 符号 z 在 本 题 的 解 题 过 程 中 的 “角色 ?转换 : 在 开始 时 z 是 函数 y(z) 中 的 自 变量 ; 在 反 函 数 
z = zi(y) 中 它 是 因 变量 ; 而 在 反 函 数 的 导数 r:(y) 的 作 图 中 则 用 作为 参数 


TIE 
z(1 一 Z2) 
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习题 1037(a)] 的 附 图 
习题 1037 还 有 两 个 小 题 (bj,(c), 它们 的 解 题 过 程 与 小 题 (a) 是 类 似 的 ， 


2.2.2 ”用 参数 表示 的 函数 的 导数 (习题 1038-1047) 
习题 1038 设 z = -1 十 2 一刀 ,=2 一 3 十 纪 , 作 函 数 y = y(z) 的 草图 , 并 求 导数 
内 (z). 当 z=0 和 z= -1 时 , 内 (z) 等 于 多 少 ? 在 怎样 的 点 M(z,y) 上 导数 克 (z) = 0? 
解 ” 作 参数 方程 给 定 的 函数 的 草图 问题 在 本 书 的 81.4.4 小 节 中 已 经 作 过 介绍 , 请 参 
看 其 中 关于 习题 369(b),(g) 的 讲解 ,其 中 提出 的 基本 方法 就 是 先 分 别 作 z(i) 和 3(b) 的 
图 像 , 然后 合成 y(z) 的 草图 . 下 面 的 附 图 就 是 如 此 生成 的 
了 


(b) 
习题 1038 的 附 图 

如 分 图 (a) 与 (b) 所 示 , 当 参 数 上 从 -oo 单调 递增 趋 于 上 t = 1 时 , z(t) 单调 递增 趋 于 
0, 而 y(b) 则 是 先 增加 再 减少 趋 于 0, 这 样 就 在 分 图 (c) 上 产生 了 zx 从 -ce 趋 于 0 的 一 支 
曲线 , 然后 同样 可 以 看 出 当 七 从 1 单调 递增 趋 于 +oo 时 , z(D 和 8 人 分 别 严 格 单调 递减 
和 递增 , 从 而 y(z) 是 严格 单调 递减 函数 , 这 样 就 得 到 分 图 (c) 从 原点 出 发 的 第 二 支 曙 线 . 

列表 是 一 个 好 方法 . 如 果 已 经 具备 从 导数 符号 判定 函数 单调 性 的 知识 ( 见 82.7), 则 
不 难 作出 下 列表 格 : 
t | -oo | (-oo,-1) | -1 | (-11) | 1 | (1+oo) | +oo 
2 | 一 oo 一 4 | 和 0 AS 一 oo 
1 | 一 oo 4 人 0 十 oo 


利用 参数 方程 给 出 的 函数 的 求 导 法 则 就 有 
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1 有 2 
y@= 痊 = 有 3 芝 =- 和 40+ 纪 


其 中 上 = 1 时 分 子 沧 和 分 母 z! 都 等 于 0, 因此 不 能 确定 在 该 点 ( 即 原点 ) 邻近 是 否 存在 
4 = 9(z) 或 者 z = z(g. 这 从 分 图 (c) 中 也 能 直观 地 看 出 

参数 值 1 王 1 时 z() = y(1) = 0, z(1) =Y(D = 0, 导数 约 (0) 不 能 应 用 上 述 公式 
得 到 . 但 从 极限 角度 来 看 , 却 可 得 到 内 (0) = -3. 从 分 图 (c) 可 以 看 出 , 该 点 ( 即 原 点 ) 
是 函数 图 像 中 的 尖 点 , 参数 上 +< 1 和 + > 1 对 应 的 两 支 在 该 点 处 具有 相同 的 斜率 一 3. 

当 z = -1 时 从 z(b) 的 表达 式 可 见 对 应 于 上 = 0 和 + = 2, 相应 的 y(b 取 值 为 2 和 
4 于 是 从 导数 公式 可 以 求 出 尼 ( 一 1) 分 别 为 -过 和 一 号 . 

导数 W(z) = 0 的 点 只 要 从 导数 公式 可 见 一 定 对 应 于 上 = -1, 因此 将 它 代 入 z(] 和 
Y(b) 就 知道 这 个 点 是 M(-4,4)， 口 


习题 1046 求 下 列 函数 的 导数 几 (参数 为 正 数 ): z = arcsin 5 y = 
arccog 一 . 
1 十 友 


解 若 不 作 任何 分 析 就 求 导 , 则 得 到 


2 -各 
一 一 天 一 一 (一方 (1 十 刀 ) 2 .2 
dy 外- V1-1/(L+ 妇 ) 人 2 ) ) 本 
人 1 ES 宇 业 
1 VI 十 友 一 言 (1+ 约 2 2 
iT 河 1 十 妇 


如 果 到 这 里 产生 了 “为 什么 会 如 此 ”的 问题 , 则 回顾 题 中 的 z(t) 和 y(b) 之 后 , 就 会 发 
现 原来 只 不 过 是 y = z， 口 
注 以 上 只 考虑 + > 0. 否则 y = y(z) 就 是 y = |z|, yY(z) = sgnz (z 头 0). 
习题 1047 证 明 , 由 方程 组 
Z 一 2t 十 | 上， 
2 一 5t2 十 4t| 寺 
确定 的 函数 y = y(z) 当 上 t = 0 时 可 导 , 但 它 在 这 一 点 的 导数 不 能 用 通常 的 公式 求 得 . 


习题 1047 的 附 图 
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解 从 t&0 时 z= 上 和 t>0 时 z= 3b5 可 见 z=z 人 b 是 严格 单调 递增 的 连续 函 
数 , 因此 存在 具有 相同 单调 性 的 连续 反 函 数 上 = tz). 这 样 就 确定 了 函数 y = y(z) 存在 . 

由 于 (0) = 1 o4(0) = 3, 因此 z(b 在 + = 0 时 的 导数 不 存在 . 这 样 我 们 就 不 能 
用 y(z) = 人 来 计算 上 = 0 对 应 的 点 z = 0 处 的 导数 (但 这 里 要 指出 , 尽管 在 y 伯 
的 表达 式 中 出 现 | 直 , 直接 计算 上 = 0 处 的 两 个 单 侧 导 数 可 以 确定 存在 从 (0) = 0,) 

利用 z = z(b) 的 严格 单调 递增 关系 , 直接 计算 y = y(z) 在 z = 0 处 的 两 个 单 侧 
导数 (参看 附 图 的 右 分 图 ). 这 时 Ar = z - 0, 因此 对 于 z > 0 有 +t > 0. 于 是 z = 3 
4 = 9t2, z 一 +0 等 价 于 t+ 上 一 +0, 即 可 计算 得 到 


im -Ay - 吧 - 
二 3 三 出 
同样 对 于 z <0 有 + 上 < 0. 于 是 z = 二 = 妇 ， 人 0 过 从 于 0 即 可 计算 得 到 
lim 区 im 尼 0， 
AzzLoAzr 一 tc 太一 


这 样 就 证 明了 存在 几 (0) = 0. (更 简单 的 方法 是 分 别 讨论 t>0 和 t< 0 时 的 函数 
% = y(z), 发 现 表 达 式 均 为 y = z2?, 因此 给 (0) = 0.) 口 


2.2.3 ” 隐 函 数 的 导数 (习题 1048-1054) 


在 《习题 集 》 的 81.4 中 已 经 有 隐 函 数 的 作 图 题 (见习 题 370.1-370.2), 但 关于 隐 枯 
数 的 完整 内 容 要 到 多 元 微 积 分 中 学 习 ( 见 《 习 题 集 》 的 86.3), 因此 本 小 节 只 是 结合 习题 
的 讲解 对 隐 范 数 的 导数 计算 作 适 当 的 介绍 . 

从 方程 F(z,2) = 0 确定 隐 函 数 的 问题 与 反 函 数 的 存在 问题 相 类 似 : 从 > = z(y) 确 
定 反 函 数 y = y(z) 可 看 成 是 隐 函 数 的 特例 , 为 此 只 要 取 严 (z,y) = z -- z(y) 即 可 . 

从 多 元 微 积分 的 隐 函 数理 论 可 以 确定 在 一 定 条 件 下 存在 连续 可 导 的 隐 函 数 . 本 小 
节 的 习题 就 是 在 假定 隐 范 数 已 经 存在 且 可 导 的 情况 下 学 习 如 何 计算 其 导 函 数 ， 


习题 1048 求 由 方程 zz + 2zy -- 刀 = 2z 确定 的 隐 范 
数 y(z) 的 导数 屎 . 当 z= 2,y=4 时 , 及 当 z = 2,y = 0 时 ， 
导数 1 等 于 什么 ? 


解 将 方程 中 的 y 看 成 为 隐 函 数 y(z), 然后 对 方程 求 
导 , 得 到 
2z+2y 十 2zy -2yW = 2， 
从 中 解 出 /, 就 得 到 所 求 的 导 函 数 的 表达 式 为 
1 一 2 一 乡 
区 一 反 


y(z) = 

用 z=2， 当 = 于 用 z= 2y=0 代 

入 得 到 风 |。， = 一方 二 (天 见 附 图 ) 口 习题 1048 的 附 图 
0 
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注 “由 本 厦 的 方程 所 确定 的 点 的 全 体 是 二 次 曲线 中 的 双 井 线 , 它 是 从 直角 双 曲 线 
纪 = 1/z 加 以 旋转 再 平移 得 到 的 . 如 附 图 所 示 , 其 中 心 为 (于 , 于) 有 两 条 相互 正 交 的 渐 
近 线 . 

从 y(z) 的 表达 式 可 见 在 > = y 处 公式 不 成 立 . 将 这 个 条 件 与 方程 联 立 可 解 得 两 个 
点 (0, 0) 和 (1 0) 如 附 图 所 示 , 在 这 两 个 点 处 切线 垂直 , 因此 不 可 导 . 

容易 解释 在 这 两 个 点 的 任意 邻近 都 不 存在 唯一 的 隐 函 数 y = y(z)， 例 如 , 在 点 
(1 1 的 左 侧 邻 近 根本 没有 满足 方程 的 任何 点 , 而 在 其 右 侧 邻近 则 对 于 一 个 > 有 两 个 y 
与 之 对 应 . 对 于 点 (0, 0) 的 情况 也 是 类 似 的 . 

这 里 显示 出 隐 范 数 求 导 公 式 的 一 个 优点 ， 即 其 表达 式 有 效 的 范围 也 就 是 隐 条 数 存 
在 的 范围 . 如 图 所 示 , 除了 以 上 两 点 之 外 , 在 任何 其 他 满足 方程 的 点 的 邻近 , 一 定 存在 满 
足 条 件 的 隐 范 数 、 


习题 1053 求 由 arctan 世 = ln Vz2 十 太 2 (对 数 螺 线 ) 确定 的 隐 函 数 的 导数 内 


解 1 将 方程 中 的 y 看 成 为 yY(z), 然后 求 导 得 到 
UWz-y _ 1 2z 二 27 久 


1 
1+(y/z)2 2 2  zZ2+2， 


整理 后 就 得 到 
yz) = 于 二 “， 口 
解 2 用 极 坐标 可 以 将 方程 化 为 > = e9%. 这 时 可 以 用 p 为 参数 写 出 函数 方程 为 
2 一 rcos% 一 epcogsp，3 一 rsnp 一 esinw) 
于 是 将 问题 转化 为 用 参数 表示 的 函数 的 求 导 计算 . 这 样 就 有 


i(z) 一 yo _ egsinw 十 ep cosm sinp 十 cos% 
TPRTTT 


将 分 子 分 母 同 乘 以 > 就 得 到 与 解 1 相同 的 形式 ， 口 
注 “对 数 螺 线 的 图 像 见 附录 一 的 习题 371.1(d). 关于 隐 范 数 与 用 参数 方程 表示 的 函 
数 的 作 图 等 , 可 以 参看 本 书 前 面 的 81.4.4 和 81.4.5, 以 及 后 面 的 82.12.3. 
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82.3 导数 的 几何 意义 (习题 1055-1082 ) 


内 容 简介 本 节 的 习题 是 学 习 如 何 利用 由 导数 带 来 的 各 种 信息 , 其 中 包括 切线 的 
介 率 和 倾斜 角 、 切 线 方程 和 法 线 方程 、 切 线段 长 和 法 线段 长 、 次 切线 和 次 法 线 等. 

习题 1056 在 曲线 y = 2+z 一 22 上 哪些 点 处 的 切线 : 

(a) 与 Oz 轴 平 行 ; 

(b) 与 第 一 象限 的 角 平分 线 平行 ? 

解 ”利用 导数 y = 1- 2z 即 是 点 (z,y) 处 的 切线 的 斜 
率 , 因此 对 于 (a) 即 是 要 求 y = 0, 由 此 可 见 z = 去 , 从 而 
对 应 的 点 是 (到 ,2 卫 )， 

对 于 (bj, 即 要 求 W = 1, 可 见 = = 0, 对 应 的 点 是 
(0, 2)，( 在 附 图 中 作出 了 所 求 的 两 条 切线 ) 口 习题 1056 的 内 轩 


g 


习题 1057 证 明 , 抛物 线 
4y=az 一 zi 一 z2) (ae 关 0,zl <z2) 

与 Oz 轴 相 交 的 两 个 角 w 和 (0 < w < 吾 ,0<6< 至 ) 彼此 相等 . 

解 不 妨 只 讨论 ec > 0 的 情况 . 这 时 抛物 线 开 口 向 
上 , 与 Oz 轴 的 交点 的 横 坐 标 为 zi < za, 因此 只 要 求 出 
在 这 两 个 点 处 的 导数 值 就 可 以 决定 交角 ac 和 

从 允 = 2az 一 a(zl+zz) 可 知 , W(zi) = a(zl 一 zz) < 
0, yW(zaz) = a(zz -zl) > 0. 在 c>0 时 就 有 

有 = arctan(y' (zz)) = arctan(a(z2z 一 zl))， 

由 于 (zi) < 0, 因此 按照 题 设 要 求 ce (0， 要 ) 就 有 

Ga 三 一 arctan(W (zl)) 一 一 arctan(a(Zl 一 Z2))， 
习题 1057 的 附 图 因此 就 得 到 ac = 6， 口 


习题 1059 函数 y = z 和 四 = z+0.01sinl000rz 彼此 的 差 不 超 过 0.01. 问 这 两 
个 函数 的 导数 差 的 最 大 值 是 多 少 ? 并 作出 对 应 的 图 像 . 


解 从 人 匀 - 风 = 10rcos1000rz 可 见 导数 之 差 的 最 大 值 为 10r = 31.416. 

在 作 图 时 先 考虑 y(z) 和 2r(z) 的 图 像 . 由 于 y(z) = z 只 是 一 条 直线 , 而 如 (z) 的 图 
像 与 直线 y = z 在 1 方向 的 相差 不 超过 0.01, 这 样 的 差别 在 普通 标 度 的 坐标 系 中 是 很 
微小 的 . 例如 , 若 在 第 一 象限 中 以 (0,0), (1, 0), (1, 1), (0, 1) 为 顶点 的 单位 正方 形 中 作出 
y(z) 和 n(z) 的 图 像 , 则 后 者 几乎 也 就 是 从 (0,0) 到 (1,1) 的 同一 条 对 角 线 , 很 难 察觉 它 
们 之 间 的 差别 . 

为 此 我 们 采用 局 部 放大 的 方法 来 观察 这 两 个 函数 的 性 态 . 
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考虑 到 sin 1 000rez 的 周期 为 0 = 0.002, 在 附 图 的 分 图 (a) 中 观察 在 [0,0.05] 上 
的 y(z) 和 z(z). 前 者 当然 只 是 一 条 直线 , 后 者 则 是 上 述 直线 与 25 个 周期 的 正弦 函数 
的 图 像 的 蚕 加 . 在 分 图 (b) 中 作出 了 在 [0,0.01] 上 的 y(z) 和 (a), 后 者 是 5 个 周期 的 
正弦 函数 的 图 像 与 y = z 的 硬 加 

在 分 图 (c) 中 作出 了 y(c) 一 丰 (z) 在 一 个 周期 上 的 图 像 . 由 于 周期 长 为 0002, 而 导 
数 之 差 的 振动 范围 为 [10r, 10 对 , 因此 在 两 个 坐标 轴 中 采取 了 不 同 的 标 度 . 


小 结 ; 本 题 表 明 , 对 函数 作 微小 的 扰动 时 , 其 导数 的 扰动 可 以 很 大 ， 口 


习题 1059 的 附 图 


习题 1064(b) 求 曲 线 y = arcsin 径 r 在 点 z = 1 4 
处 的 左 切线 与 右 切 线 之 间 的 夹 角 . 本 


解 1 直接 计算 在 点 > = !1 两 侧 的 差 商 并 求 极限 . 对 于 
增 量 O 


A; 2 人 和 in 1 
司 IEAz]jz 一 习题 1064(b) 的 附 图 


计算 其 正弦 值 , 利用 arcsin 1 = 就 有 


la 


包 


1 2 


2(L+Az) ) __ 月 40+Az)2 
1+(1+Az) [L+(L+Az)3 
_ 有 4 一 (L++Az)?| 
1+(1+Az)” 
因此 也 有 Ay ~ --|Az|. 除 以 Az 后 即 可 求 出 多 (1) = -1 光 (1) = 1. 由 于 它们 互 成 负 
倒数 , 可 见 两 条 单 侧 切线 正 交 (参看 附 图 )， 口 
解 2 由 于 在 z > 0 时 除了 点 z = 1 之 外 都 可 以 写 出 导 函 数 的 公式 , 因此 只 要 利用 
单 侧 导数 极限 定理 就 可 以 求 出 两 个 单 侧 导数 @. 
在 z 关 1 时 用 链 式 法 则 求 导 得 到 
@ 参见 82.6.4 的 习题 1258.1. 


sin Ay = 一 cos 人 arcsin 


~-lAz| (Az 一 0)， 
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三 1 _ 201+z]-4z2 2 .1 一 
了 到 + 1 下 
- (=) 
然后 即 可 得 到 yY(1+0) = -1 和 W(1-0)=1 从 而 有 办 =-1 和 多 =1 口 


习题 1065 证 明 , 对 数 螺 线 > = ae (o 和 为 常数 ) 的 切线 与 切 点 向 径 所 成 的 夹 
角 为 常数 . 


解 ” 对 于 极 坐 标 表示 的 曲线 r = r(9), 切线 与 切 点 向 径 所 成 夹 角 B 的 正切 有 公式 
7(O) 

me] 

因此 对 于 对 数 螺 线 即 可 得 到 tan8 = -ae ~ 荆 ， 口 


ae 7 
注 在 极 坐标 中 研究 曲线 时 , 切线 的 位 置 一 般 不 用 它 与 极 
轴 的 交角 来 确定 , 而 是 用 切线 与 切 点 处 的 向 径 延 长 线 所 成 的 来 
角 来 确定 的 . 这 里 补充 其 正切 的 计算 公式 的 推导 . 
设 曲 线 方程 为 > = r(p), 则 变换 为 直角 坐标 的 曲线 方程 为 
Z=r(p)cosp 和?%=r(p)sinyp. 习题 1065 的 附 图 


于 是 切线 的 斜率 为 
中 二 多 -Te)sme+r(pjcosy 
2 (OO) 二 Zp Ti(p)cosp 一 r(Pp)sinp“ 
将 切线 的 倾斜 角 记 为 m 则 有 yW(z) = tana. 如 附 图 所 示 , 切线 与 向 径 延 长 线 所 成 的 角 
B 的 正切 是 


tan 有 = 


tan ac 一 tanw 


tan6 一 tan(a 一 ) 一 Ttanatan 信 


/ / 
7Zye 一 ze 和 
ZIp 二 We 


特别 可 看 出 ” = 0 是 切线 与 向 径 成 垂直 的 条 件 . 
习题 1066 求 曲线 y = azn 的 次 切线 长 , 由 此 写 出 作 这 条 曲 


线 的 切线 的 方法 . 2 
解 如 附 图 所 示 , 过 点 Mtz, 攻 的 切线 MT 在 Or 轴 上 的 投 才 


影 了 PP 即 是 次 切线 长 . 从 y = nazn-! 可 求 出 TP= 九 = 双 : 阶 OO 25FT 多 
图 中 给 出 了 y > 0 和 凡 > 0 时 的 作 切 线 方法 , 即 从 书 确 定点 了 T, 连 。 习题 1066 的 附 图 
接 TM 就 是 切线 口 

注 在 附 图 中 是 抛物 线 y = az2 的 情况 , O7 = TP. 作 抛物 线 切线 的 另 一 个 类 似 的 
方法 是 : 在 给 定点 M(z, 引 之 后 , 在 Oy 轴 的 负 半 轴 上 找 出 与 原点 的 距离 为 y 的 点 , 将 它 
与 点 M 连接 就 得 到 切线 . 这 种 方法 已 为 古 希 腊 人 所 知 ( 见 [11] 83.5.1 的 命题 33). 
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习题 1074 证 明 , 曲线 y = f(z) (jf(z) > 0) 和 yy = jz)sinaz 在 交点 处 彼此 相 切 ， 
其 中 F(z) 为 可 导 函 数 ， 


解 设 交 点 为 (zo, f(zo)), 则 必 有 sin azo = 1. 于 是 有 cosazo = 0. 这 时 两 条 曲线 

在 该 点 的 切线 斜率 分 别 为 P(zo) 和 
Usinoal| ER j(zo) sinazo + af(zo) cosazo = 久 (zo)， 
可 见 结论 成 立 . 口  “ “ 

注 读者 可 以 将 本 题 的 结论 推广 到 y = jz) sing(z), 其 中 g(z) 可 导 . 在 这 个 推广 
之 后 , 可 以 回顾 前 面 的 许多 习题 中 的 图 像 . 例如 82.1.3 中 的 习题 991 和 997 中 的 图 像 都 
是 如 此 , 此 外 , 在 81.4 中 的 大 量 习题 中 , 凡是 正弦 函数 或 余弦 函数 以 乘积 因子 出 现时 几 
乎 都 有 类 似 的 相 切 现象 . 


习题 1078 写 出 曲线 
_ 2 十 纪 _ 具 一 妇 
的 一 了 十 贡 ， 8 的 一 工 下 机 
在 点 : (a)jt = 0; (bjt = 1 (c) t = oo 处 的 切线 方程 和 法 线 方程 


解 “ 按 照 求 导 法 则 计算 得 到 
人 = 2 一 入 一 4 十 友 
了 2 二 2 一 4 一 拉 

在 上 = 0 时 点 (0,0) 处 的 交 = ll 因此 切线 方程 为 
4 = z, 法 线 方程 为 = -z. 

在 + = 工时 点 ( 呈 , 邯 ) 处 的 中 = 3, 因此 切线 方程 
为 ! 一 过 = 3(z 一 号 ) 即 y = 3 - 4 法 线 方程 为 
y 一 去 = -二 (- 羡 )， 即 y = -到 z+ 工 

在 t = oo 时 按照 极限 来 理解 仍然 得 到 点 (0,0), 其 中 
的 几 为 -1 因此 切线 方程 为 y = 一 z, 法 线 方程 为 y = z、 
(参见 附 图 .) 口 习题 1078 的 附 图 

注 为 清楚 起 见 在 附 图 中 作出 了 曲线 的 图 像 , 其 中 (0,0) 是 自 交点 , 用 虚线 表示 其 
浙 近 线 y = 37 + 入. 这 个 图 像 与 31.4.4 习题 370.1(b) ( 即 笛 卡 儿 时 形 线 ) 非常 相似 , 实 
际 上 两 者 只 相差 一 个 线性 变换 , 特别 是 本 题 的 参数 方程 可 以 改写 为 下 列 隐 函 数 方程 

人 + 网 +8C 一 罗 一 8 一 的) 一 0 


习题 1079 写 出 摆 线 
Z 一 alt 一 sin 鸭 ，23=a(l 一 cos 四 


在 任意 点 上 = 如 处 的 切线 方程 , 并 给 出 作 摆 线 的 切线 的 方法 . 
解 直接 求 导 得 到 
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只 在 寺 = 0, 2r 处 为 无 穷 大 , 即 有 平行 于 Oy 轴 的 垂直 切线 . 

取 定 如 e (0,2m), 则 过 点 M(z(to),y(to)) 的 切线 方程 为 

世 一 al(1l 一 costo) 一 cot 熏 Ex 一 a( 如 一 sinto)], 
整理 后 为 
Y 一 2a=(X 一 ato)cot 名， 

可 见 切 线 经 过 点 N(ato,2a) (参见 附 图 ). 

生成 摆 线 的 方法 之 一 就 是 让 一 个 圆 在 直线 上 滚动 , 这 时 其 圆周 上 的 一 个 定点 就 生 
成 摆 线 (也 因此 又 称 它 为 旋 轮 线 ). 利用 滚动 圆 就 可 以 从 上 述 计算 结果 作出 摆 线 的 切线 ， 

对 于 摆 线 上 的 点 M(z(to),y(to)), 如 图 
所 示 , 利用 滚动 圆 的 圆心 O'(ato,a) 与 点 M 
的 距离 为 o, 而 高 度 也 为 o, 就 可 从 点 M 确定 
点 O' 的 位 置 . 然后 过 O' 作出 滚动 圆 垂直 于 
Oz 轴 的 直径 , 就 得 到 点 N(ato,2a). 连接 点 
习题 1079 的 内 图 Mf, N 就 得 到 摆 线 过 点 M 的 切线 ， 口 


习题 1080 证 明 , 电 物 线 
2 一 a(ntan 专 +ecost， =asint(a>00<t<T) 
的 切线 长 为 常数 . 
解 从 z(r- 昌 = -zt 和 3%(r-t=2(t) 可 见 参数 方程 确定 的 函数 y = y(z) 为 偶 
函数 . 当 上 从 0 到 /2 时 z(b < 0, 而 当 上 从 /2 到 天 时 z(b) > 0@. 下 面 只 考虑 后 者 . 


计算 导数 得 到 了 
虹 - 基 -acost -tant 
dz 2 a( 志 5 一 sini 站 
于 是 经 过 点 (z(tb,y(b)) 的 切线 方程 为 
Y-asint=tant[X-a(intan 喜 +eosi|， OO 五 宛 2 
令 了 = 0 得 到 切线 与 Oz 轴 的 交点 为 X = aln tan 吉 . 人 和 且 


切线 在 Oz 轴 上 的 投影 ( 即 次 切线 长 ) 为 大 一 z 介 = 一 acost (到 <t < fi), 切 点 
的 高 度 是 asin 刀 因此 切线 长 为 e 是 个 常 值 , 在 附 图 中 作出 了 遇 物 线 在 两 个 点 Ma 和 M2 
处 到 Oz 轴 的 切线 , 它们 的 长 度 都 是 . 
如 果 想 象 了 是 在 人 行道 (Or 辅 ) 上 向 右 方 散 步 的 小 孩 , 同时 用 手 拖 着 一 辆 在 马路 
(y > 0) 上 的 玩具 小 车 M, 则 小 车 的 轨迹 就 是 图 中 的 电 物 线 (这 是 其 得 名 的 由 来 ). 小 车 
不 会 到 达 小 孩 散步 的 人 行道 , 但 会 与 它 越 来 越 近 ， 口 
人 这 里 需要 用 82.7.2 中 的 方法 或 其 他 方法 来 确定 z(b) 的 符号 
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82.4 函 教 的 微分 (习题 1083-1110 ) 


内 容 简介 ”微分 是 一 元 微分 学 中 的 重要 概念 , 本 节 主要 学 习 微分 的 计算 以 及 它 在 
近似 计算 等 方面 的 应 用 . 

由 于 微分 概念 的 重要 性 , 在 做 习题 之 前 , 适当 复习 一 下 它 的 意义 是 必要 的 . 

对 于 一 元 函数 来 说 导数 概念 比较 直观 ,从 变化 率 的 角度 很 容易 理解 导数 在 几何 上 
就 是 切线 的 斜率 . 然而 微分 概念 的 出 发 点 与 导数 完全 不 同 , 两 者 之 间 没 有 从 属 关系 . 

从 定义 来 看 , 函数 y = f(z) 可 微 的 意义 是 指 由 自 变 量 的 增 量 Az 引起 的 因 变 量 的 
增 量 Ay 能 够 分 解 为 与 Az 成 比例 的 一 次 项 和 高 次 项 o(Az) (Az 一 0), 其 中 的 一 次 项 
就 称 为 微分 , 记 为 dy 

由 此 可 见 , 微分 概念 面 对 的 问题 是 如 何 从 函数 的 增 量 Ay 中 取出 关于 Az 的 线性 
部 分 . 由 于 在 可 微 时 微分 中 的 比例 系数 就 是 导数 尹 (zo), 因此 计算 微分 一 般 比 直接 从 函 
数 表 达 式 计算 Ay 要 容易 得 多 . 在 尹 (zo) 头 0 时 有 

Ay~j(zo)Az =dy， 
因此 微分 dy 是 Ay 中 的 主要 部 分 (经 常 称 为 线性 主 部 ). 这 是 微分 用 于 近似 计算 的 依据 ， 

另 一 方面 , 微分 还 有 强烈 的 几何 意义 . 如 图 所 示 , y = f(z) 在 z = zo 处 可 微 已 经 
保证 了 曲线 在 点 (zo, f(zo)) 处 有 切线 . 这 条 切线 现在 可 以 写 为 dy = fj(zo) dz, 其 中 
dz = Az 是 自 变 量 的 增 量 . 只 要 将 dz 换 为 X - zo, 将 dy 换 为 了 -- yo, 就 得 到 平时 习 
惯 写 出 的 切线 方程 了 一 yo = j(zo)(X 一 zo). 

4 然而 还 有 更 多 的 信息 . 可 微 保 证 了 dy 是 Ay 
的 主要 部 分 . 如 附 图 所 示 , 在 Ay 与 dy 之 间 的 差 
不 仅 随 着 Arz 一 0 而 趋 于 0 (这 只 反映 了 连续 性 )， 
而 且 还 是 比 Azx 更 为 高 阶 的 无 穷 小 量 . 

在 这 样 的 意义 下 ，y = j(z) 在 点 zo 可 微 就 是 
该 函数 在 该 点 邻近 可 以 用 线性 函数 逼近 , 或 者 说 

了 在 相差 为 高 阶 无 穷 小 量 的 意义 上 可 以 线性 化 . 
O 0 zo 十 dz 工 几何 上 的 意义 就 是 切线 在 切 点 邻近 与 曲线 越 
微分 的 几何 意义 来 越 接近 , 以 致 于 在 很 多 问题 中 可 “以 直 代 曲 ”. 

从 映射 的 观点 来 看 , 实数 集合 及 是 一 维 空间 , 一 元 实 函数 是 从 一 维 到 一 维 的 映射 . 
今后 在 研究 从 mm 维 空间 到 mm 维 空间 的 一 般 映 射 时, 可 微 性 概念 就 是 用 线性 映射 来 逼近 
一 般 的 非 线 性 映射 , 这 样 的 推广 非常 自然 , 没有 任何 困难 . 然而 作为 变化 率 的 导数 是 差 
商 的 极限 , 差 商 只 能 是 两 个 数 相 除 , 它 的 推广 就 很 不 方便 . 例如 在 多 元 微分 学 中 将 导数 
推广 为 偏 导数 , 然而 偏 导 数 只 是 函数 在 一 个 方向 上 的 变化 率 , 而 可 微 则 要 求 在 一 个 邻 域 
内 可 线性 化 , 因此 可 微 比 可 偏 导 强 得 多 . 

一 般 认 为 , 微分 概念 以 及 与 之 相伴 的 线性 化 是 微分 学 中 最 为 本 质 的 思想 . 


还 需要 注意 , 一 元 函数 的 微分 dy = fj(z) dz 中 z 和 dz 是 意义 不 同 的 两 个 独立 变 
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量 , 因此 dy 是 二 元 函数 . 微分 的 计算 虽然 比较 容易 , 但 初学 者 需要 注意 每 种 类 型 习题 的 
意义 是 什么 . 

由 于 在 一 元 函数 中 可 微 和 可 导 等 价 , 因此 本 书 在 今后 对 于 一 元 函数 将 同时 使 用 可 
微 和 可 导 两 个 名 词 . 此 外 , 又 经 常 将 函数 存在 连续 的 导 函 数 称 为 函数 “连续 可 微 ” 


习题 1083 求 函 数 f(z) = z3 - 2z 二 1 的 Af(i) 和 df(), 并 对 两 者 作 比 较 , 其 中 
(al) Az=1 (bl)Az=0.1 (ce) Az = 0.01. 


解 ”一 方面 从 f(z) = z3 - 2z 十 1 直接 得 出 @ 
Aj(l) = flL+Az)-j()=3Az+3Azz+Az3 一 2Az 
= Az 十 3Az2 十 Arza3， 
另 一 方面 , 从 jz) = 3z2 -2 有 j(1) = 1, 因此 有 
djf(1) = jl)dz=dzr = Arz. 
这 样 就 可 以 将 具体 的 Az 代入 计算 并 列表 如 下 : 
Az | Af() =Az+3Az2+Azrs | df() = Arz 
5 二 
0.131 0.1 
0.010301 0.01 
可 以 看 出 , 随 着 Az 越 来 越 小 , 在 因 变量 增 量 Afj(1) 和 微分 df(1) 之 间 的 差 不 仅 变 小 ， 
而 且 这 些 差 值 与 Ar 之 比 也 越 来 越 小 , 即 相对 误差 也 趋 于 0: 


直下 03 0.000301 _ 
= 4 ， 旺 =031，20oL = 0.0301， 


这 就 是 人 /JE af) -0 (Ar 0) 的 具体 表现 。 口 


习题 1087 求 函 数 y = 寺 虽 | 开 二 和 | 的 微分 . 


aa Z 十 a 

解 1 按照 dy =yf(z)dz 只 要 如 下 计算 : 

二 志 浊 Z-al 1 | 

y= 赤 (m|z 二 |) dz 一 击 (nlz dl mlz+al) dz 
工 1 1 
二 站 (二 二 二 )a 
二 二 

解 2 利用 一 阶 微分 的 形式 不 变性 , 引入 中 间 变 量 习 一 

Yy= 盐 卫 | 于 是 可 以 如 下 计算 : 


-xu 高 区 () 


dz. 口 


研一 Q 二 工 一 
十 Q 了 


2 
2 则 有 


己 厂 < 这 二 0， 2a 过 1 
2a 了 =-a 和 5 忆 


@ 按照 习惯 , 今后 将 (Az)r 记 为 Azm, 将 (dz)” 记 为 dzn- 
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注 “一 阶 微分 的 形式 不 变性 是 微分 的 重要 性 质 , 在 多 元 微 积 分 中 有 很 多 应 用 . 虽然 
它 在 一 元 微分 学 的 计算 中 所 起 的 作用 不 大 , 但 如 解 2 所 示 的 计算 方法 含有 新 的 思想 . 


习题 1091 设 刀 ww 忆 是 关于 z 的 可 微 函 数 , 求 函数 y = wu 的 微分 . 
解 直接 计算 得 到 


dy = (uvw) dz = (wo 十 ao 十 ua ) dz， 
又 可 以 记 为 
dy=vudu 二 aa0dy 二 aud， 口 

注 这 里 不 加 证 明 地 介绍 多 元 微 积分 中 的 有 关 结 果 . 在 多 元 微 积分 中 引入 偏 导 数 

和 微分 等 概念 之 后 , 就 有 
day(uw, wu) 三 型 dz 十 型 d 十 龟 duw， (2.1) 

其 中 的 偏 导 数 记 名 就 是 将 自 变量 w 要 为 当时 2 对 导 的 导数 , 对 于 其 余 两 个 偏 导 
数 也 作 同 样 理解 “利用 这 时 的 微分 仍然 具有 形式 不 变性 ， 因此 www 为 z 的 可 微 函 数 时 
公式 (2.1) 仍然 成 立 . 习题 1091 的 答案 的 第 二 种 形式 就 是 (2.1) 的 一 个 特例 . 


习题 1094 设 wv 是 关于 z 的 可 微 函数 , 求 函数 y = arctan 攻 的 微分 ， 
解 1 直接 对 z 求 导 得 到 


三 运 芝 = 站 二 
二 二 位 ) dz 
这 
2 空 
= = 多 尝 dz 口 
解 2 利用 习题 1091 的 注 中 的 公式 , 则 有 
1 :汪汪 也 _ du 一 udy 
由 = (二 du 八 du] = 0 
钙 


若 将 其 中 的 du 和 dv 换 为 ww dz 和 dz 就 得 到 与 解 1 相同 的 结果 ， 口 


习题 1096 (a) 求 一 ES (za 一 2zs 一 z9). 


让 
解 1 本 题 的 意思 是 以 凡 = zs3 为 自 变 量 来 求 y 的 微分 . 由 于 y = - 2x2 - ua, 因 
此 就 有 
dy du 一 2u2 一 t3) | 
dz5 一 ED La 
三 全 - 血 -3u]| _ ,=1-4z3 一 3z5， 口 
解 2 由 于 导数 记号 型 在 引入 微分 概念 之 后 可 以 看 成 为 dy 除 以 dz, 又 利用 一 阶 
微分 的 形式 不 变性 , 因此 本 题 也 可 以 如 下 计算 : 
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dy d(za 一 276 一 Z9) 
dc) d(z) 
_ (3z2 一 12z5 一 9z8) dz 
世 3z2 dz 
习题 1097 设 肩 形 的 半径 尺 = 100 cm, 中 心 角 a = 60*, 在 下 列 情 形 下 , 这 个 扇形 
的 面积 分 别 改变 了 多 少 ? 
(a) 半径 忆 增 加 1 cm; (人 b) 中 心 角 a 减少 30/. 
分 别 给 出 精确 解 和 近似 解 . 
解 扇形 面积 3 = 去 下 ， 珊 “ 其 中 角 a 采用 度 为 单位 . 
(a) 中 心 角 a = 60* 固定 时 ， 
AS = 去 (1012 - 100?) 各 = 100.5: 可 = 105.243 cm2， 
用 微分 计算 则 为 


=1-4zs3 -- 3z6， 口 


dS = 忆 . 可 d 尽 104.720 cm2. 
(b) 半径 忌 = 100 cm 固定 时 ， 
AS= -5000r . 工 = -43.633 cm2， 

用 微分 计算 则 因 5 为 a 的 线性 函数 , 因此 同样 有 dS = AS 、 -43.633 cm2， 口 

注 (a) 表明 用 微分 计算 误差 一 般 要 比 用 函数 的 表达 式 计算 增 量 来 得 方便 ，(b) 则 
表明 对 于 线性 函数 来 说 因 变 量 增 量 与 微分 没有 差别 . 

习题 1098 单 摆 振动 的 周期 由 公式 了 = 2r 二 给 出 , 其 中 7 是 摆 的 长 度 , 9 = 9.8 
my/s2 是 自由 落体 的 加 速度 . 将 ! = 0.2 m 的 摆 改 变 多 少时 , 可 以 使 得 周期 了 增加 0.05 s? 

解 ”如 果 不 用 微分 法 , 则 可 以 先 按照 公式 计算 出 改变 前 的 了 = 0.898 s, 然后 将 了 加 
上 0.05 s, 再 计算 出 这 时 的 ! = 0.223 m, 因此 皖 长 应 当 增加 0.023 m, 即 2.3 cm. 

采用 微分 法 , 则 有 


d7T = -- 开 dl， 
V91 


然后 取 d7' = 0.05 s, 即 可 求 出 dl = 0.022 m, 即 2.2 cm 口 
习题 1099 用 微分 代替 函数 的 增 量 , 求 Y1.02 的 近似 值 . 
解 取 函 数 y= ,z=1 Arzr= 0.02, 则 从 微分 公式 
1 
业 - 别 页 业 
可 得 到 dy # 0.006 667, 因此 渡 .02 = 1.006667. 口 
注 “这 个 近似 值 有 几 位 是 精确 的 ? 用 计算 器 可 得 到 六.02 ~ 1.006 623, 其 中 的 数 


字 都 是 精确 的 . 可 见 上 述 用 微分 法 求 出 的 近似 值 1.006 6 的 每 一 位 数字 都 是 精确 的 ( 关 
于 精确 到 ” 位 数字 的 意义 见 81.1.5 开始 的 说 明 ). 
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这 里 当然 有 一 个 问题 , 即 有 什么 方法 可 以 用 来 估计 微分 代替 增 量 带 来 的 误差 是 多 
少 ? 这 在 学 习 了 8$2.10 的 泰 勤 公 式 之 后 即 可 解决 . 


习题 1104.1 证 明 近 似 公式 
Vaz+zsa+ 瘟 (a> 0)， 
其 中 lz| < a. ( 正 数 4 和 号 之 间 的 关系 4 < 已 , 就 是 说 4 相对 于 召 而 言 , 4 为 非常 小 
的 量 .) 
利用 这 个 公式 求 下 列 各 数 的 近似 值 , 并 与 数 表 作 比 较 . 
(a) V5; (b) V34; (ec) VI120. 
解 令 y = v5 在 点 = o2 处 取 Au = z, 则 有 y(a2) = a, 且 有 
工 
=- ( 55) de- 变 ， 
因此 就 得 到 所 要 的 近似 公式 . 
以 下 只 给 出 小 题 (a) 的 解 , 请 读者 完成 小 题 (b) 和 (c). 
(a) 若 取 a = 2, z = 1, 则 就 有 
V5=2+ 二 一 2.25. 
如 果 对 此 不 满足 , 则 还 可 以 取 a = 2.2, z = 0.16, 则 有 
V5 呈 2.2 十 2 一 2.236. 
用 计算 器 知道 有 V5 < 2.236 068. 因此 用 微分 法 得 到 的 2.236 中 的 数字 都 是 精确 的 ， 口 


习题 1106 正方 形 的 边 长 > = 2.4m 土 0.05 m, 计算 这 个 正方 形 的 面积 , 它 的 最 大 
的 绝对 误差 和 相对 误差 各 为 多 少 ? 


解 令 5= zzo = 2.4m, |Az| < 0.05 m. 如 不 用 微分 法 , 则 AS = (z+ Arz)? -- 
22 = 2zAz + Az2, 因此 绝对 误差 为 
IlASI<2x2.4x0.05 十 0.052 一 0.2425m2 ， 
而 相对 误差 为 
| 等 |< 束 委 -0092， 
即 约 为 4.296. 
用 微分 法 则 有 d5 = 2z dz, 即 得 到 绝对 误差 限 |4S| < 2 x 2.4 x 0.05 = 0.24 m2,， 以 


时 诺 d5 0.24 ”~ 
及 相对 误差 限 | 坚 | < 元 史 二 0.041667， 口 
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82.5 高 阶 导 数 和 微分 (习题 1111-1234 ) 


内 容 简介 “本 节 的 计算 题 要 比 前 几 节 的 一 阶 导数 和 一 阶 微分 的 计算 复杂 一 些 
于 半 阶 导数 的 计算 有 时 需要 特殊 的 技巧 , 对 于 高 阶 微分 的 计算 则 由 于 不 再 具有 形式 不 
变性 , 因此 需要 注意 是 中 除了 因 变 量 之 外 , 哪 一 个 变量 是 自 变量 . 
2.5.1 显 函 数 的 高 阶 导数 和 微分 的 计算 (习题 1111-1139) 

先 看 几 个 较 简单 的 习题 . 

习题 1118 求 函 数 y = In f(z) 的 二 阶 导数 , 其 中 设 /二 阶 可 导 . 

解 ”接连 两 次 求 导 得 到 


， Fa) 
jz) 

HG of 一 [Po 

-( 稚 ) - 忆 回 和 


习题 1120 设 y = esin* cos(sin z), 求 y(0), W(0)， (0). 
解 1 在 y 的 表达 式 中 令 r = 0 代入 , 得 到 3%(0) = 1. 


将 ! 对 z 求 导 得 到 
久 =esinzcosz.cos(sinz) 一 esinrsin(sinz) .cosz， (2.2) 
再 令 z = 0 代入 得 到 W(0) = 1 
将 多 对 z 求 导 得 到 


f = esinz cos2z .cos(sinz) 一 esinzsinz .cos(sinz) 


sin 并 2 


Re cos Z.sin(sinz) 


cos2z ,sin(sinz) 一 e 


十 esinz sin(sin z) - sinz 一 esinz cos(sinz) -cos2z 


sin sinz 


= --esnz sinz .cos(sinz) -2e 

令 z=0 代 入 即 有 (0) = 0 口 

解 2 在 得 到 y' 的 表达 式 (2.2) 之 后 的 计算 可 以 简化 . 

为 此 将 (2.2) 右边 的 第 一 项 写 为 yecos z, 则 对 它 再 次 求 导 得 到 

人 coszj| ,=yYGO)=3 
而 在 (2.2) 的 第 二 项 的 三 个 因子 中 , 第 二 个 因子 sin(sinz) 在 z = 0 时 为 0, 因此 只 需 对 
这 个 因子 求 导 并 令 z = 0 代入 即 可 , 这 就 是 
(-esins sin(sin z) cos 史 | 一 (一 esinz cos(sin z) cos2z) 呈 一 1 


可 见 (0) =1-1=0. 口 


cos27 ,sin(sinz) + esmnzsin(sinz) .sin z， 
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习题 1124 设 怀 = v(z) 和 ?2 = v(z) 为 二 阶 可 微 函 数 , 求 函 数 y = w 的 二 阶 导数 . 


解 用 对 数 求 导 法 , 即 有 
多 =3yny' =yonz)y = 人 lnzu 十 ,人 ) 
一 auilnuw 十 out la， 
然后 再 求 导 得 到 


，\2 ， 1 忆 
风 =s(winu+ 全 ) +a(onu+2u 世 十 好 一 熙 ) 


也 寻 


21772 wa 1 他 
一 (on2u 二 22 人 各 十 也 区 十 Wu 十 22 几 二 则 二 )， 口 
加 结 也 也 亿 


习题 1130 就 下 列 两 种 情形 , 对 函数 y = ez 求 d2y: 
(a) z 为 自 变量 ; ”(b) z 为 中 间 变量 . 


解 1 (a) 这 时 d2y = 风 : dz?, 因此 只 要 先 计 算出 
吃 = 寻 ， ea = 一人， 
就 得 到 d2y = er dz?. 
(人 b) 在 z 为 中 间 变 量 时 , 设 z = z(tj, 自 变量 为 也 则 就 有 d2y = 多 d 妇 . 因此 只 要 先 
计算 出 
外 =ezz'(， 玲 =ez[z'(b2 十 ez (tb)， 
然后 就 得 到 
d2y = ez[z'( 昌 ]2 dt2 + ez (bdt2， 口 
解 2 (a) 先 有 dy = ez dz, 然后 利用 z 为 自 变量 时 d2z = 0, 因此 就 得 到 
d2y = er dz2. 
(b) 利用 一 阶 微分 的 形式 不 变性 , 就 有 dy = er dz, 然后 再 计算 得 到 
d2y = d(er dz) = ez dz2 + er d2z， 口 
注 解 2 的 (b) 比较 简单 , 但 需要 注意 , 按照 定义 , 微分 d 总 是 对 于 最 终 的 自 变量 而 
言 的 . 若 在 其 中 令 z = z(b, dz = z( dt d2z = z(t) dt2, 则 得 到 的 答案 与 解 1(b) 完 
全 相同 . 只 是 解 2 的 形式 还 适用 于 z 是 多 个 自 变量 的 函数 等 情况 , 因此 更 为 一 般 . 
习题 1135 设 忆 和" 为 关于 变量 z 的 二 阶 可 微 函 数 , 对 函数 y = 求 d2y， 
解 利用 82.4 的 习题 1091 的 注 中 提出 的 公式 (2.1), 就 有 
dy = 二 du 一 蔓 tn 
然后 再 求 一 次 微分 , 这 时 除了 d(du) = dzu 和 d(du) = d2u 之 外 , 对 于 其 余 因子 仍然 可 
以 用 公式 (2.1), 于 是 得 到 
dy=- 辣 du du 十 d2u 十 (=- 证 du 十 du do 一 故 d2v 
2 2 


=- 筷 dudo+ 人 下 doz+ 工 du 一 和 do 口 
也 了 也 7 


注 最 后 的 结果 中 不 出 现 du2 项 , 这 是 因为 y 关于 尽 是 线性 函数 . 
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2.5.2 ” 非 显 函 数 的 高 阶 导数 和 微分 的 计算 (习题 1140-1150) 
习题 1140 对 以 参数 形式 r = 2 一刀,y = 3 一 纪 给 定 的 函数 y = y(z), 求 导数 


AH 


从 


解 ”一 阶 导数 的 计算 公式 见 82.2, 即 是 
认 三 下 -3 一 3 纪 


2 一 2 二 2 
由 于 必 和 > 仍然 是 通过 参数 + 发 生 函数 关系 , 因此 就 可 以 将 求 故 的 法 则 用 于 求 二 阶 导 
数 , 即 有 


3(1 十 奴 
人 


3 
Cj 三 
9 一 zf 一- 一-0， 
并 可 以 继续 做 下 去 得 到 
3 
ml 441- 记 -3 
5 


注 本题 的 函数 图 像 见 附录 二 的 习题 1532, 上 述 关 于 %: 的 计算 为 讨论 该 曲线 的 
凹凸 性 做 好 了 准备 


习题 1144 对 以 参数 形式 = 户 (,y = 妈 '( - j6) 给 定 的 函数 y = y(z), 求 时 
数 约 gg，( 其 中 设 三 阶 可 微 .) 


解 ”按照 公式 计算 得 到 
1 肿 _ 了 的 十 坟 内 一 瑚 四 


欠 = 共 = TO = 由 


人 


由- 的- -一 - 国 


人 
注 从 作 一 上 可 见 , 参数 就 是 曲线 y = y(z) 的 切线 斜率 . 这 个 变换 称 为 勒 让 德 变 
换 , 它 是 称 为 接触 变换 (或 切 触 变换 ) 的 一 大 类 变换 中 的 特例 . 可 以 看 出 , 有 
t 一 只， 的 = 地 的 -=z 双 一 岂 
因此 其 逆 变 换 具 有 相同 的 形式 (可 参见 [6] 的 第 一 卷 的 86.4 的 218 节 之 5))， 
下 一 个 习题 讨论 了 一 般 的 反 函 数 求 导 的 计算 方法 . 


习题 1145 设 函 数 y = f(z) 是 足够 多 次 可 微 的 函数 , 求 反 函 数 z = 广 !(y) 的 导数 
2 zc ZO (假设 这 些 导数 存在 ). 


解 “为 清楚 起 见 , 将 z,z" 等 记 为 zz 等 . 如 82.2 所 示 , zy 有 现成 的 公式 
区 = 茵 = = 7 (2.3) 
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其 中 写 出 了 几 个 表达 方式 , 特别 是 最 后 一 式 强调 在 7 加 中 的 z= 六 (9), 从 而 是 以 复 
合 函 数 的 形式 成 为 y 的 函数 . 在 这 样 理解 之 后 对 于 % 再 求 导 就 没有 困难 . 


在 (2.3) 的 基础 上 用 链 式 法 则 就 有 
dz do ra 1 7 
FT 


其 中 为 简明 起 见 没有 再 写 出 rz = 三 !(g), 但 只 有 记 住 这 一 点 才 知 道 在 上 述 计算 中 要 乘 
上 因子 一 _. 于 是 有 


7 (z) 
md(zy) dz j(z) ，3[f"(z)] 1 __ jz) 3) 
双 =- 和 = (人 [Foz  TPojj j 7 TFT 
0 -dzy) ,dz _ (= 7O(z) ，107(z)j(z) 1) . 1 
“ 各 和 [站 E(z) [Fo Ye) 
一 (GD) 107(z)J(z) 15[7"(z) 
LA(zi [zj [fo ” 


其 中 注意 每 次 对 z 求 导 后 还 要 乘 上 因子 名 -- 而 否则 就 不 能 得 到 正确 的 答案 , 因 
为 自 变量 是 而 不 是 z， 口 


习题 1146 对 于 由 z2 十 刀 = 25 确定 的 隐 函 数 y = y(z), 求 多 oo， ,在 点 
M(3,4) 处 的 W,W 和 多" 等 于 什么 ? 


解 将 方程 中 的 y 看 成 为 y(z), 然后 求 导 得 到 
2z + 2y(z)yW(z) = 0， 
于 是 可 解 出 得 到 (z) = = 
对 上 式 再 求 导 得 到 
1 zy(z) 25 


7 -9 
75z 


ie 
Ge)= TV (z) 一 六 J 


2 (z) 
再 用 z = 3, y(3) = 4 代入 得 到 
xyG3)= -全 3) =- 作 ， 


习题 1146 的 附 图 xB=- 口 


注 从 附 图 可 见 , 在 圆周 上 尖 0 的 任何 点 {z,2) 的 邻近 , 均 可 以 从 方程 解 出 两 个 
显 表达 式 g = V 允 二 到 和 4 = -V 殉 一 开 . 题 中 求 出 的 前 三 阶 导数 的 者 达 式 对 于 这 两 
个 显 表达 式 同时 适用 . 例如 图 中 标 出 的 两 个 点 (3, 4) 和 (3, -4), 分 别 具 有 香 率 为 -号 和 
半 的 切线 , 而 这 两 个 斜率 者 满足 Y(z) = -ET 

这 对 于 由 一 般 方程 确定 的 隐 函 数 也 成 立 , 即 由 方程 得 到 的 隐 函 数 导 数 公式 对 于 满 
足 方 程 的 各 个 隐 范 数 同时 有 效 . 
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2.5.3 ”应 用 是 (习题 1151-1155) 


习题 1151 设 函 数 f(z) 在 z 和 zo 时 有 定义 是 二 阶 可 微 . 系数 ,bp 和 应 当 怎样 选 
取 , 使 得 函数 


本 人 和 人 和 mm， 


az 一 zo)2 二 bz 一 zo) 十 c，Z> 7o 


是 二 阶 可 微 的 ? 


解 在 z>zo 时 的 二 次 函数 ( 记 为 g(z)) 可 以 将 其 定义 域 延 拓 到 z = zo, 而 且 这 时 
9 直到 其 二 阶 导 函 数 在 点 ro 处 都 是 连续 的 . 

根据 条 件 , 应 当 使 得 > > zo 时 的 二 次 函数 当 z 一 zo 十 0 时 的 函数 值 及 其 直到 其 二 
阶 导数 值 的 极限 与 在 点 zo 的 函数 值 及 其 直到 二 阶 导数 值 分 别 相等 , 也 就 是 

9g(zo 十 0) =c= jzo)， 
gzo+0) =5= 广 (zo)， 
gzo+0)=2a= 矿 (zo)， 
这 样 就 完全 确定 了 ac. 

由 于 ce 的 选择 保证 了 正在 点 zo 处 连续 , 根据 单 侧 导数 极限 定理 ( 即 习题 1258.1)， 
因此 从 4 的 选择 就 有 玉 (zo) = 已 (zo), 于 是 下 于 点 zo 处 可 微 . 同时 从 j 与 9 的 条 件 
又 推出 玉 于 点 zo 处 连续 , 于 是 可 以 再 次 用 单 侧 导 数 极限 定理 推出 太 '(zo) = 太 (zo)， 
即 保证 了 下 于 点 zo 处 二 阶 可 微 ， 口 

注 1 以 上 求解 可 以 不 用 导数 极限 定理 . 实际 上 从 c 确定 之 后 就 可 以 用 g(z) 的 表 
达 式 直接 计算 出 P'(zo) = 凡 而 在 cb 确定 之 后 可 以 直接 计算 出 玉 '(zo) = 2a. 

注 2 由 于 牛顿 力学 第 二 定律 , 力 与 加 速度 直接 有 关 , 因此 在 许多 工程 问题 中 的 各 
种 轨道 曲线 的 连接 点 处 , 不 仅 要 求 光滑 ( 即 一 阶 可 微 ), 而 且 还 要 求 二 阶 可 微 , 也 就 是 要 
求 曲 线 的 曲率 连续 过 渡 . (参见 82.14 的 习题 1591, 1610 等 .) 

接 下 来 的 习题 1152-1155 都 是 计算 点 运动 的 速度 与 加 速度 , 这 是 一 阶 导数 和 二 阶 导 
数 的 另 一 个 重要 的 应 用 领域 . 


2.5.4 高 阶 导数 与 微分 计算 ( 续 ) (习题 1156-1185) 


本 节 到 此 为 止 的 习题 多 数 只 是 计算 二 阶 或 三 阶 导 数 与 微分 ,而 下 面 所 计算 的 导数 
或 微分 的 阶 数 往往 比较 高 , 因此 需要 莱 布 尼 茨 公式 以 及 其 他 技巧 的 配合 . 


习题 1156 ! = z(2z - 1D)2(z + 3)3, 求 y(6) 和 387. 


解 由 于 y(z) 是 六 次 多 项 式 , 而 zs 项 的 系数 为 4, 可 见 V6) = 4.6! = 2880， 
VD = 0 口 


82.5 高 阶 导 教 和 微分 (习题 1111-1234) 


解 1 将 xz) 看 成 为 7 


3 国宝 一 台风 十 C2z[(1 一 本 下 十 C 21G 一 要 


2 8! 2z.8! 8! 
总 十 (2z7 


-9 


二 可 巴 +2z0 -z+( -zi 
四 

=-z5 

解 2 将 有 理 分 式 函数 分 解 为 多 项 式 与 真 分 式 之 和 后 求 导 较为 方便 . 先 作 分 解 : 
_22-1+1_ 
0 
然后 求 导 就 得 到 @ 
! 


-8L 
7 一 人- 太 ' 吕 


， 求 ya100). 


1 十 zZ 
习题 1160 ! = 三 
解 1 采用 上 题 的 分 解 方法 , 则 有 


3100) 一 (20 到 -0 -ao 
-om 人 -是 (- 吧 …(- 二 -加 0- 可 于 
-CDao(- 二 (二 -oja- 林 电 

_ 201 i -这 


1 


= 喜 G990(1 -= 动 二 二 0870- 汉 


(197I)(399 一 z) 中 
2t00(1 -zx)100VI 一 2 
解 2 直接 用 莱 布 尼 茨 公式 也 只 有 两 项 , 因此 就 有 


-本 二 
ao0) = (1+z)((1 一 z) 2)Qoo +100((1 一 z) 2)(99) 
_199 


= 刀 寺 (199ID(01 -az 全 + 3 (197I)(1 一 z 2 


_ (1990D(GL+z) 二 200(1970D(1 一 
200 z)100VI 一 z 
_ (1970)(399 一 z) 宇 
2i00(1 7)I00VI 一 了 
@ 这 里 利用 了 两 点 : (1) 求 导 (以 及 微分 ) 对 于 函数 为 线性 运算 ,， 即 (af + 9) = af + bg'，(2) 军 函 数 的 
导数 计算 较 容易 ,其 中 包括 多 项 式 和 z-1 在 内 - 
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习题 1164 y = 卫 三 , 求 9@). 


解 1 直接 用 妆 布 尼 蒋 公式 做 , 则 得 到 6 项 , 计算 似乎 较 繁复 , 是 否 有 其 他 方法 ? 
从 了 = 二 也 和 二 二，y/ = 2 了 写 - 3 …， 可 以 猎 测 本 题 的 y 的 呈 阶 导数 具有 下 列 
特殊 形式 : 


(om -analnzZ 十 加 
区 一 


实际 上 这 对 于 m = 0,1 已 经 正确 , 而 从 m 到 m 十 1 可 从 以 下 计算 得 到 证 实 : 


1 ( anlnz 二 加 \ 一 十 1)(anlnz 十 加 ) 十 an 
YY RATI 喇 RHZ ， 


这 同时 提供 了 两 个 系数 形成 的 数列 的 迭代 公式 : 
an+1 一 一 (十 1)an， b+l 王 一 (ma 十 1)bn 十 an 
于 是 就 可 以 从 ao = 1 和 bo = 0 开始 作 如 下 计算 : 


mn |ol[1[2|3|4|5 
ao |1| -1| 2。 |-6| 24 | -120 
如 |0| 1 |-3|31 |-50| 274 


即 有 Ja) ~ 二 120 in +274 口 
注 ”从 迭代 公式 不 难 求 出 数列 {an} 和 {bw} 的 通 项 为 
an = (一 1)"nl 中 三 0,12……， 
如 = (-Dn-inl. (1+ 亚 + 吉 二 + 二 )， 和 2 一 0. 
这 样 就 解决 了 对 任意 mn 的 VYm) 的 计算 问题 . ( 它 以 求 d"y 的 形式 出 现在 习题 1212 中 
解 2 (yo) 的 计算 公式 的 一 般 性 推导 ) 在 用 以 上 方法 得 到 了 yn) 的 一 般 公式 之 后 ， 
可 以 发 现 用 菜 布 尼 茨 公式 直接 证 明 它 也 是 容易 的 . 利用 大 为 正 整 数 时 有 
(nz)( = 人 =， (全 ) = (nz)(k+D， 
即 可 计算 如 下 : 
Ce 人， 


- 呆 cx (Dr 一 一 (一 De nma: (一 Dnml 


各 大 HT ZHI 
_ CD 中 f 喜 1 (-1Dnnl 
一 ZnTT ( 王 让) +nz， ZafI ， 
0 


其 中 最 后 利用 了 Ck(n 一 大 一 TI 一 二 01 一 工 口 
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cos 37 求 g. 


习题 1166 y = 沪 半 ， 
解 为 方便 起 见 , 在 用 葬 布 尼 茨 公式 计算 之 前 , 先 令 1 - 3z = 也 则 每 次 对 + 求 导 后 
乘 以 -3 就 是 对 z 求 导 , 于 是 可 计算 如 下 : 


= 二 
= 一 27[costt 一 1)t 3] 个 
及 


二 
了 


= -27sintt 一 1)t 本 -27.3(costt-D) (于 ) 3 


一 27.3( 一 sintt 一 1D)) (一 可 号 )( 一 生 ) 厂 到 一 27. costt 一 D(-- 生 ) 人 )( 一 二) 二 ) 人 三 量 
学 -27[snt-Dt 寺 十 cos 一 1 = ] 生 厂 总 (器 ) 半 | 
一 cos(t 一 DLL276 -二 上 28 上- 量 ] 十 sin(t 一 DLL27t- 坦 一 36f- 下 | 
= cos3z[-27(1 一 3a) -得 十 28(1 一 3z) - 晶 | 
- 言 _36(1_ 3z) 下. 口 


十 sin3z[27(1 一 3z) 
习题 1167 y! = sinzsin 2zsin 3z, 求 y10). 


解 “ 为 便于 利用 导数 运算 的 线性 性 质 , 先 用 积 化 和 差 公式 将 三 角 函 数 改 写 为 
2 = 去 (cosz 一 cos3z) sin 3z7 = 到 Gin2z +sin47 一 sin6z)， 
然后 求 导 得 到 


I0 = -28sin2z 一 218sin4z 十 28 .310sin6z， 口 


习题 1175 y = cosz . cosh z, 求 d6y. 


解 1 只 要 先 求 出 y6). 利用 cos z 逐次 求 导 具有 周期 4 的 规律 和 


(cosh zj(2") = cosh z， (coshz)(2n-0) = sinh z， 


即 可 用 菜 布 尼 茨 公式 求 得 
6 
1 = 束 CS(cosz)G-D(coshz)( 
k=0 


一 一 coszrcoshTz 一 6sinzsinhz 十 15coszrcoshzY 十 20sinzsinh7z 
一 15coszcoshzr 一 6sinzsinhz 十 cosZcoshZ 
=8sinzsinh z， 
于 是 得 到 dsy = 8sinzsinhzdzs. 口 
解 2 用 复数 方法 可 计算 如 下 : 
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Ra [人 本 4 ] (9) 
和 去 Re(eet 事 e+] (9) 
= 去 Re(G+bseor0s+(-1+seCatn) 
相 去 Re((V5e searD= 十 (va 过 )eeCit0e) 
总 4Re( 一 ie(l+bz 十 ieCit9n) 
=4[ersinz 十 e 一 (-smnzj]=8sinzsinhz， 
于 是 得 到 dsy = 8sin zsinh zdz5， 口 
注 在 81.10.1 的 习题 819 中 已 经 引入 了 复数 计算 方法 , 在 81.10.2 中 又 定义 了 实 变 
复 值 函 数 的 求 导 规则 . 由 于 这 种 方法 将 在 今后 经 常 使 用 , 我 们 在 这 里 作 一 个 简要 的 介绍 . 
设 f(z) 和 g(z) 是 某 个 区 间 上 的 实 函数 , 则 称 fj(z) + ig(z) 为 该 区 间 上 的 实 变 复 值 
函数 . 若 fF(z),g(z) 可 微 , 则 定义 
[LA(z) +ig(z) = 户 (z) 十 这 (2 
应 用 欧 拉 公式 eiz = cosz + isin z, 可 交 让 上 ` 述 定义 计算 得 到 
Ceay [ecosg(z) +ising(o 
= [efe) cosg(z)j] +ifef<) sing( 
= [ef@oj(z)eosg(z) 一 efe)sing(z).g(z] 
+ierejyr(zjsingla) + cosgta .ga 
下 OH+igGleroret， 
特别 是 对 于 实数 ,8 有 
(eeripjzy = (wa 十 ig)ela+ia)z， 
这 样 就 证 明了 平时 熟知 的 指数 函数 求 导 公式 (ev()) = w(z) ev(z) 对 于 w(z) 为 实 变 复 
值 函数 的 情况 也 成 立 , 特别 是 公式 (ez*)' = ae 对 于 a 为 复数 的 情况 也 成 立 , 
如 82.1.4 的 习题 1024(b) 所 示 , 用 复数 计算 方法 往往 可 以 将 三 角 函 数 的 运算 转换 为 
指数 函数 的 运算 , 从 而 可 能 (但 不 一 定 ) 带 来 方便 . 
常用 的 还 有 下 面 的 棣 莫 弗 公式 : 
(cosz +isinz)” = cosmnz 二 isinmz. 


它 与 欧 拉 公 式 cosz + isinz = ei 的 关系 是 明显 的 , 即 是 (ei)” = ein"z. 


习题 1179 设 > 为 某 个 自 变 量 的 函数 , y = f(z), 求 42y qd3y 和 d4y- 


解 这 里 只 要 注意 , 一 般 来 说 这 时 对 于 > 1 的 dkz 关 0@. 
从 dy = 也 (z)dz 出 发 ,利用 一 阶 微分 的 不 变性 和 d(dkz) = dt+lz 即 可 计算 得 到 : 
@ 若 z 为 其 他 自 变量 的 线性 函数 , 则 对 于 大 > 1 仍然 有 dkz = 0 
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d2y = 上 户 (z) dz2 + P(z) d2z， 
dagy = j%(z)dzs +3j"(z)dzd2z + 包 (z)daz， 
dy = j0(z)dzt+6j(z)dzzdzz 十 4f(z)dzdaz 十 37J(z)(d2zz)2 十 记 (z)d4tz， 口 


习题 1180 在 z 不 假设 为 自 变量 时 , 通过 对 变量 zx 和 y 的 逐次 微分 来 表示 函数 
= jz) 的 导数 凡 和 


解 由 一 阶 微分 的 形式 不 变性 , 已 有 ? = 到. 从 
dy=yYdz 
出 发 再 微分 一 次 得 到 
d27y = dz2 十 久 d2z， 
并 将 = 人形 代入 , 即 可 解 出 


对 于 d2y 再 微分 一 次 得 到 
dg =z dz3 十 3W dzd2z 十 Wd3z， 
然后 将 % 和 %" 的 前 述 表 达 式 代入 后 即 可 解 出 
和 = day ”3d2yd2z 水 3dy(dzz)” dydsz 
dz3 dz dz5 ae 
习题 1181-1185 均 与 齐 次 线性 常 微分 方程 有 关 , 即 验证 含有 几 个 任意 常数 的 表达 式 
满足 某 一 个 微分 方程 . 
看 其 中 的 第 一 题 . 


口 


习题 1181 证 明 , 函数 
2 = Clcosz 十 Casinz 


(Ci 和 C2 为 任意 常数 ) 满足 方程 必 十 y = 0. 


解 内 +%= 0 是 线性 齐 次 常 微分 方程 , 它 的 任何 两 个 解 的 线性 组 合 仍然 是 该 方程 
的 解 , 因此 只 要 验证 cosz 和 sin z 分 别 是 方程 的 解 就 足够 了 , 而 从 (cos z)" = - cosz 和 
(sinz)”= 一 sinz 就 知道 这 是 正确 的 口 

用 微分 方程 的 术语 , 题 中 的 表达 式 就 是 微分 方程 的 通 解 . 接 下 来 的 3 个 习题 也 是 给 
出 了 二 阶 齐 次 线性 常 微分 方程 的 通 解 , 每 个 表达 式 含有 两 个 任意 常数 ,最 后 一 个 习题 
1185 是 四 阶 齐 次 线性 常 微分 方程 VC9 + = 0 的 通 解 , 含有 4 个 任意 常数 . 此 题 若 用 欧 
拉 公 式 在 复数 域 里 做 将 比较 容易 . 


2.5.5 7m 阶 导数 与 微分 计算 (习题 1186-1234) 
这 里 的 习题 都 涉及 计算 某 个 函数 的 阶 导数 或 m 阶 微分 , 所 用 的 基本 公式 是 


242 第 二 章 ”一 元 微分 学 


I (az)( = arlnma(a > 0); (ez)o) = er， 
II (sinz)on) = sin(z 十 汪 
JI，(cos z)oo = cos(z 十 鞭 )， 
IV. (zm)O) =mm(m 一 1 (m 一 于 十 1)zm 一 草 区 


V amw= CD 


前 面 已 经 看 到 , 其 中 最 后 一 个 公式 在 习题 1164 的 解 2 中 起 重要 作用 . 
下 面 几 个 习题 与 前 面 的 某 些 题 有 密切 联系 , 对 它们 只 写 出 简单 分 析 ( 即 提示 ) 


习题 1187 设 P(z) = aozn + aizn-1 十 … 十 an, 求 PC)(z). 
分 析 “参见 习题 1156 中 对 于 一 个 六 次 多 项 式 求 其 六 阶 和 七 阶 导数 ， 口 
习题 1188 对 函数 y 一 人 求 y. 


分 析 当 ?m= IL 时 就 是 82.1.2 的 习题 844. 回顾 那里 的 三 个 解法 , 可 以 发 现 其 中 的 
解 3 特别 适合 用 于 计算 一 般 的 m 阶 导数 ， 口 


习题 1189 对 函数 y = 求 y)， 


1 
Z(1 一 Z) 
分 析 ”回顾 习题 1159, 显然 在 分 解 为 简单 分 式 后 再 求 导 就 方便 得 多 口 
习题 1195 对 函数 y = sin3z 求 y. 


解 ”本 题 与 其 前 后 的 不 少 习题 属于 同一 类 型 , 即 y(z) 是 正弦 和 余弦 函数 所 成 的 多 
项 式 , 此 时 一 般 宣化 为 倍 角 函数 的 代数 和 之 后 再 求 导 为 好 @. 
先 利用 三 角 恒 等 式 作 如 下 变换 : 


sin3z 一 sinz . 


革 
2 


一 去 sinz 一 到 Gin3z 一 sinz) 


(1 一 cos27) 


一 号 sinz 一 于 sin 3z， 
然后 求 导 得 到 
Vim) 一 羡 sin(z+ 到 ) 一 于 sin(3z 十 到 ) 口 
这 里 能 够 熟练 应 用 有 关 的 三 角 恒 等 式 是 重要 的 . 下 一 题 也 是 如 此 . 


习题 1201 对 函数 y = sin4z + costz 求 ym). 
凶 与 此 类 似 的 是 习题 1167 , 其 中 对 于 y = sin zsin 2 sin 3z 计算 其 10 阶 导数 . 
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解 ”可 以 如 下 变换 函数 为 
8 = (sin2z + cos2z)2 一 2sin2zcos2z 
=1- 赤 sin22z=1- 支 Geos4z)= 旦 + 到 cos4m， 
然后 求 导 得 到 yn) = 4n-1cos(4z 十 等 和 | 

如 下 所 示 , 用 复数 方法 可 以 一 举 求 出 习题 1206 和 1207 的 答案 . 
习题 1206 对 函数 y = er cosz 求 yY). 
解 令 F(z) =ercosz+iezsinz = e+0z, 则 就 有 

Fn) = (ez cosz)tn) +i(ezsinz)o 

= (1+ined+Dr = [V2(cos 十 isin 至 )mectro= 


二 和 生 (os 全 +isin zi ) (ez cosz 十 iez sin z). 

取 其 实 部 就 得 到 

(es cosz)(n) 一 2 呈 er(cos 三 cosz 一 sin 王 sinz)= 一 2 本 er costz 十 一 
若 取 虚 部 则 就 得 到 

(er sinz)jo) = 2 呈 er(cos 马 sinz+sin 2 cosZ) 一 2 生 er sin(z 十 一). 
后 者 就 是 习题 1207 的 答案 ， 口 

注 这 两 个 题 以 及 前 面 的 许多 题 在 有 了 答案 之 后 往往 也 可 以 用 数学 归纳 法 来 证 明 ， 

它 的 缺点 是 要 事先 能 够 猜 出 正确 答案 是 什么 后 才 可 以 做 . 


习题 1215 先 将 函数 f(z) = sin2p z (p 为 正 整数 ) 化 为 三 角 多 项 式 


卫 
= > 4kcos2kz， 
大 =0 
然后 求 foo(z). 
解 用 欧 拉 公式 sinz = 58 - ,就 有 


iz _e-i\2p lyp 如 
0 (wj”- 攻 多 C 儿 emk(-1DJ2p-keriGp- 
k=0 


2 
二 CD” 开 号 (一 D)2p-kei2z(k-， 
人 


人 大 一 卫 的 项 单独 所 出， 而 将 上 = 0,1,…,p 一 1 的 项 分 别 与 大 = 2p,2p 一 
“…,P 十 工 的 项 再 次 用 欧 拉 公式 合并 ， 风 训 得 到 所 求 的 三 角 多 项 式 : 
一 1 


winuapz 二 (9 


7 (ei2zOp -月 +erizzCp- 有 )] 


了 

1 长 有 

= 琵 C2 十 5 》 (-D*C8 cos 2Kkz. 
K=1 
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然后 就 可 求 导 得 到 


人 sin2 zj = 2" 21 》 (一 DC 和 5 cos(2kzr 十 学 . 口 
RiI 


二 灿 1 1 本 
习题 1217 利用 恒等式 = 二 - 二) 证明 


zZ2+1 2\z 一 i 
( 坏 1 旋 到 已 二 sin[(n 十 1) arccot 吕 . 
T2 十 1) 2 
解 将 复数 > 十 i 写 为 三 角形 式 ( 即 极 坐标 形式 ): 
z+i=r(cosg+ising)， 
其 中 r = Vz2 二 IT, b= arccotz, 则 又 有 z 一 i=r(cos6-ising). 于 是 可 以 用 棣 莫 弗 
式 作 如 下 计算 : 
人 
Z2 十 1 四 EECiFrTr 全 二 iT 
一 本 .[(z+int 一 (一 D"+] 
本 oh sin(m 十 1)0 


_l)ynnl 
三 人 'sin{(n 二 1) arccotz]， 口 


(z2 二 1) 


六 


习题 1218 求 函数 f(z) = arctanz 的 冯 阶 导数 . 
解 由 (arctanz)' = 一 二 > 与 上 题 的 结论 就 得 到 


1 十 T2 
Cn-1) _1yn-Lf，_1TN 
(arctan z)C) 一 (二 ) 人 二 = 人 nt arccotZ)， 口 


(z2 十 1) 2 

下 面 是 求 函数 了 在 点 z = 0 处 的 所 有 阶 导数 的 练习 题 . 

习题 1220(b) 求 函数 ftz) = arctanz 的 fm)(0). 

解 1 在 习题 1218 中 已 经 求 出 了 的 所 有 阶 导 函 数 , 令 > = 0 代入 就 得 到 


,一 (-U"-in 一 llsin 2 


(arctanz)c) 


= 


于 是 得 到 


0 一 2K， 
(arctanz)() 一 并 
(-1*(2k)5 m 一 2 十 1. 口 


解 2 求 高 阶 导 函 数 的 一 般 表 达 式 往往 相当 困难 , 因此 不 通过 高 阶 导 函 数 的 计算 而 
直接 计算 在 某 一 个 点 上 的 所 有 高 阶 导数 的 方法 是 有 意义 的 . 下 面 介绍 的 方法 可 以 解决 
许多 类 似 的 问题 . 
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对 jf(z) = arctanz 求 导 得 到 户 (z) = - 和 ; 将 它 改 写 为 
(z2 十 1)P(z) = 1 
然后 求 导 就 得 到 
(z2+1)jf"(z)+2zF(z)=0 
于 是 得 到 疡 0) = 1 /(0) = 0 
又 对 于 (z? + 1)jP(z) = 1 用 莱 布 尼 茨 公式 求 两 边 的 (n” - 1) 阶 导数 , 在 风 _ > 3 时 得 
到 
{z2 十 1)f)(z) 十 CL_I2zje-0(z) 十 C2_12fn-2)(z) =0. 
令 z= 0 代入 得 到 
fm(0) = -@ 一 D 一 2 2(0)， 
利用 ./(0) = 0 可 推出 f(29(0) = 0 对 所 有 正 整数 上 成立, 又 从 P(0) = 1 可 推出 
J(0) = -2 15)(0) = 45……， 从 而 可 以 归纳 得 到 
fkrD(0) = (-DX(2k)!， 口 


习题 1223 设 /(z) = (z - a)"p(z), 其 中 函数 P(z) 在 点 a 的 邻 域 内 有 (m -1) 阶 
连续 导数 , 求 fo)(a). (” = 1 即 82.1.3 的 习题 994.) 


解 用 菜 布 尼 茨 公式 计算 的 m - 1 阶 导 函 数 , 并 整理 成 以 下 形式 : 
Ju(z) = 一 aeo(z)+(z 一 oj2P(z)， 


其 中 
Pz) = C3. 恬 w + + 一 an-2poD(o) 
在 点 的 信 城 内 连续 在 上 起 中 用 = 一 a 代入 可 见 fo-5a) 0 因此 就 有 
加 =- 四 国 赤 四 


二 RS 人 口 


2n in 工 
习题 1224 证 明 , 函数 /(z) 二 “ 吕 本 ， 王 基 0，(n 为 正 整数 ) 在 点 z = 0 处 
0 


Z=0 


有 直到 呈 阶 的 导数 , 而 没有 (nm” + 1) 阶 导数 . 


解 =1 时 即 82.1.3 的 习题 991. 
从 (uu) = wu 十 ua' 出 发 , 又 考虑 到 
(sa 二 ) = -十 cos 二 ， (cos 十 ) = 二 Sin 二 ， 
就 可 以 看 出 , 对 于 f(z) 的 阶 数 上 < ? 的 所 有 导 函 数 , 当 z 关 0 时 都 是 形式 为 zsin 寺 
与 za cos 二 的 若干 项 之 和 , 其 中 P, 4 都 是 不 小 于 2 的 正 整 数 . 我 们 猜测 f(z) 在 z 尖 0 
处 直到 普 阶 的 大 阶 导 函 数 (k = 1,2,… ,m) 具有 以 下 形式 : 


J(z) = mr [Pt(z)sin 二 +QGk(z)eos 二 ]， 人 
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其 中 发 (z) 和 Q@k(z) 为 多 项 式 , 且 在 及 (0) 和 Q@k(0) 中 恰 有 一 个 为 0, 而 另 一 个 等 于 士 1 
这 是 因为 对 sin 十 或 cos 去 的 天 次 求 导 使 得 z2n 的 次 数 恰好 降低 2k, 而 且 这 样 的 项 是 
唯一 的 . 

用 数学 归纳 法 来 证 明 这 个 猜测 对 于 大 = 1,2,…… ,za 成 立 . 对 于 大 = 1 有 

JP(z) = 2nz2n-1sin 二 一 z2n -2cos 去 = z2n-2(2nzsin 去 一 cos 二 )， 

即 有 瑟 (z) = 2nz, Qi(z) = -1 所 猜测 的 (*) 成 立 . 

现 设 大 = 1,2…… ,m (mm 区 中 一 1) 时 (*) 为 真 , 则 对 于 大 十 1 就 有 

JIk+D(z) 一 { 人 zx[Po) sin 去 十 Qu(z) cos 2 


= (2n 一 28)z2n ak-1[Pk(z)sin 二 十 Qk(z)cos 坊 


上 az) + 全 全)sn 二 + (On) - 卫 公 )oos 3 
于 是 有 

及 +i(z) = (2 一 2k)zPk(z) +z2Pt(z) +Qk(z)， 

Qk+i(z) = (2 一 26)zQk(z) 十 2Qk(z) 一 及 (7)， 
可 见 有 及 +1(0) = Qk(0) 和 Qk+l(0) = 及 (0). 因此 猜测 (*) 对 大 = 1 2,，…… ,mn 成立. 

由 (*) 的 形式 可 见 对 于 大 < 对 均 有 lim JW(z) = 0. 从 大 = 1 开始 ， 用 双 俐 导数 极 
限定 理 (参见 $2.6.4 的 习题 1258.1) 递 推 ， 哉 知道 ff(z) 在 点 z = 0 存在 直到 (mn - 1) 阶 的 
导数 , 且 均 等 于 0. 

当 大 = 双 时 情况 有 所 不 同 . 
一 方面 从 fn-5(0) = 0 和 (*+) 在 大 =m 一 1 的 形式 出 发 , 写 出 差 商 


= 人 -op ec 


即 可 见 当 z 一 0 时 得 到 fm(0) = 0. 
另 一 方面 , 当 大 = 对 时 从 (*) 可 见 有 
VD) = 已 (zs 二 +Qn(zeos 去 ， 

Ptz) 和 Qu(z) 都 是 多 项 式 , 且 在 已 (0),Qn(0) 中 有 一 个 为 0, 而 另 一 个 为 上 1 这 表 
明 在 > 关 0 时 的 fm(z) 的 表达 式 中 , 存在 唯一 的 一 项 具有 以 下 形式 : 士 sn 十 或 者 
士 cos 十. 于 是 当 z -0 时 其 他 项 均 趋 于 0, 而 上 述 系数 为 二 1 的 项 在 +1 到 -1 之 间作 
无 限 次 振动 . 因此 z = 0 是 7 (z) 的 第 二 类 不 连续 点 . 从 而 f(z) 不 可 能 在 > = 0 处 存 
在 人 m+lT) 阶 导数 ， 口 


下 面 是 在 数学 分 析 中 的 一 个 重要 例题 . 它 说 明 一 个 非常 值 函 数 可 以 在 某 个 点 上 的 
任何 阶 导数 等 于 0. 
习题 1225 证 明 , 函数 f(z) = | 


1 
站 
过 0， 在 点 z = 0 处 无 限 次 可 微 , 并 作 
0， 和 过 兴 


此 函数 的 图 像 . 
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解 以 下 计算 中 反复 用 到 的 关键 事实 是 极限 ,lm = 0, 其 中 a 为 任何 实数 
(这 可 以 从 3l.2.2 的 习题 60 导出 ) 
先 计算 P(0). 按 定义 计算 并 作 代 换 y = 1/z, 就 有 
7 加 = 四 了 = 们 


于 
二 .ez 环 = lim -=0. 
0 也 2 一 co e 


一 lim 
在 = 关 0 时 可 求 出 导 函 数 表 达 趟 P(z) -- -和 .e 过， 于 是 可 再 按 定 义 计算 
PrO = 加 了 四 四 = 加 壮 2 
然后 再 求 = 尖 0 时 的 二 阶 导 函数 表达 式 , 如 此 继续 下 去 , 可 以 归纳 地 看 出 函数 / 的 ， 阶 
导 函 数 在 了 关 0 时 具有 以 下 形式 : 
JamO@= 户 全)e 吉 ， 
其 中 的 及 (是 y 的 多 项 式 . 对 于 这 个 结论 可 以 用 数学 归纳 法 作出 证 明 , 从 略 ，( 这 里 可 
不 必 关心 多 项 式 忆 (y) 的 次 数 与 m 的 关系 .) 
在 这 个 表达 式 的 基础 上 , 可 以 用 数学 归纳 法 来 证 明 所 要 的 结论 , 即 对 于 每 一 个 正 束 
数 几 有 /oo)(0) = 0 成 立 ， 
在 = 12 时 已 经 成 立 . 设 在 岂 = 类 时 已 有 /0(0) = 0, 则 对 于 = 大 十 1 可 以 利 
用 请 = 大 和 z 关 0 时 f((z) 的 上 述 表 达 式 作 以 下 计算 : 
JonO=- 关 生 四 -0O -四 各 加 


z 一 0 


= 四 去 请 (二 ).。 喜 -0 
Z 一 0 了 人 
下 面 附 图 中 的 分 图 (a) 是 本 题 的 f(z) 的 图 像 , 分 图 (b) 则 用 于 解释 j 的 一 个 应 用 , 将 在 
注 中 作 说 明 . 


习题 1225 的 附 图 


先 看 分 图 (a), 其 中 的 函数 图 像 随 着 > 接近 原点 而 变 得 非常 平坦 , 例如 可 以 计算 出 
jJ(L/2) = 0.02, JU1/3) = 0.0001 等 . 在 81.5 的 函数 极限 中 我 们 将 z" > 1) 当 z 一 0 
时 称 为 ” 阶 无 穷 小 量 , z?" 的 图 像 在 原点 附近 随 着 ” 增加 越 来 越 平 坦 (参见 附录 一 的 习 
题 274(a)(b)). 由 于 这 里 对 所 有 m” 都 成 立 


瑟 坷 = o(z?)] (z 一 0)， 
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也 就 是 说 当 z ,0 时 e- 喜 是 比 所 有 z" 更 为 高 阶 的 无 穷 小 量 , 这 就 是 这 个 函数 图 像 在 
2z = 0 附近 极其 平坦 的 意义 ， 口 

注 “如 前 所 说 , 本 题 的 厂 提 供 了 在 某 一 点 的 所 有 阶 导 数 都 等 于 0 的 非 平 凡 例子 , 这 
在 数学 分 析 的 许多 问题 中 有 用 . 这 里 还 可 指出 , 这 样 的 函数 还 可 用 于 将 两 段 曲 线 按照 无 
限 次 可 微 的 要 求 连接 起 来 . ($2.5.3 的 习题 1151 即 是 二 次 可 微 连接 .) 

如 分 图 (b) 所 示 , 其 中 将 直线 段 {(z,0) | = < 0} 和 直线 段 {(z,1) | z > 1} 用 一 条 无 
限 次 可 微 的 曲线 连接 起 来 , 而 且 还 要 求 在 连接 处 无 限 次 可 微 . 这 可 以 用 本 题 的 函数 实现 . 
具体 来 说 , 即 先 定义 

人 zs&0， 
g(z) = 1 


e zzZ>0， 


然后 再 定义 


吉 gz) 
/= 7G+90 可 
可 以 看 出 , 当 z 和 0 时 hz) = 0, 当 z> 1 时 jz) = 1, 而 当 z 从 0 递增 到 1 时 , g(1-z) 


从 9(1) > 0 递减 到 0, 因此 h(z) 从 0 递增 到 1 
下 一 个 习题 给 出 了 复合 函数 1(p(z)) 的 高 阶 导数 的 一 般 形式 . 
习题 1229 设 y = fu),v = 二 其 中 fu) 和 w(z) 为 风 阶 可 微 函数 . 证 明 
器 =- 羡 4eyeaw 
其 中 系数 4k(z) ( = 1 … ,nm) 与 函数 7 加 无 关 . 


解 用 数学 归纳 法 . 对 于 = 1 从 链 式 法 则 即 有 3 = 广 (p(z)w/(z), 可 见 成 立 @， 
现在 假设 对 于 时 结论 已 经 成 立 , 则 对 于 + 1 就 有 


下 寺 - 生 ( 旦 ) -时 ( 立 woroeej 


= Le)J(p(o)+Ak(zjFsD(e(o)wro)， 
大 一 工 


于 十 1 
将 最 后 一 式 写 成 为 >, Bk(z)7((u) 的 形式 , 其 中 已 (z) = 省 (z), 对 于 2 和 大 入 史 


有 友人 z) = 发 Ca) 上 各 -icjwr(a), 最 后 Baiitz) = 如 (zjwr(a), 它们 都 与 fu) 无 关 . 
这 样 就 完成 了 数学 归纳 法 的 证 明 . 口 
注 由 证 明 可 见 , 题 中 的 4k(z) (k = 1,…: ,m) 与 m 有 关 , 因此 写 为 hk(z) (k = 
' ,m) 更 为 合理 . 本 题 的 要 点 在 于 证 明 这 些 系数 完全 由 wp(z) 和 了 所 决定 . 在 接 下 来 
的 习题 1230 和 1231 中 分 别 要 计算 flz2) 和 er 的 m 阶 导数 , 后 者 是 flu) = e-“ 和 
尽 = 2z2 的 复合 , 因此 这 两 个 习题 中 的 系数 相同 . 具体 计算 从 略 . 
他 这 里 与 习题 中 的 公式 一 样 , 在 写 为 尹 (ujw'(z) 时 其 中 的 v 应 当 理解 为 v = P(z). 
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习题 1232.2 (a) 证 明 公 式 
生 人 lnz) 三 m(mnz 十 和 志 ) (z>0). 
有 1 


解 直接 用 莱 布 尼 茨 公式 就 得 到 
(zlnz)jtm) 一 > Ck(zn)o- 有 (lnz)( 
=0 


三 列 到 5 二 2 (里 on] 人 富生 =) 
一 nnz+2 ct 站 全 ] 


最 后 对 于 上 式 右边 的 第 二 项 利用 关于 二 项 式 系数 的 一 个 恒等式 


大人 《 CD w 1 
立 C 三 二 (2.4) 
就 得 到 所 要 的 结果 ， 口 人 

注 “关于 二 项 式 系数 有 许多 恒等式 , 例如 可 以 参看 [5] 的 82.8, (2.4) 是 其 中 的 第 19 
个 恒等式 . 在 二 项 式 系数 方面 更 新 的 资料 可 以 参看 [12] 的 81.2.6. 

对 于 (2.4) 除了 可 以 用 数学 归纳 法 证 明之 外 , 下 面 给 出 用 积分 工具 的 一 个 证 明 . 

写 出 恒等式 

1+( -可 +(1 一 ao2+ 十 (1 一 zj- 一 二 忆 打 


- 羡 csC (-D 1zk-1， 
然后 在 等 式 两 边关 于 z 在 [0,]] 上 上 可 分 妈 和 所 来 的 


二 和 未 k1_1k-1 工 
十 -+ 二 = 三 csC 天 


= 去 HL-(-z) 


习题 1232.2 (b) 证 明 公式 
(az) (mp)l 


[Cn(z)sinz - Sn(z) cosz]， 


dz \ 7 THT 
其 中 
Cn(z) =1 一 看 +- .+(-D" 志 可 
Su)=z- 要 + 十 (CD 2 


解 直接 用 莱 布 尼 欧 公式 写 出 
2m 
(时 =) ”=- 2ojeiaw (二 ) 


k=0 
刀 
一 > C 条 (sin z)(2 全) 十 3 C3 -1(sin Z)Ck-D (全 ) 


大 =0 天 =1 


(2m 一 有 


(2m 一 2 (2n 一 2k 二 1) 
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_ 1 (1)8Rl 
利用 sinz 和 cosz 的 逐次 导数 出 现 周期 为 4 的 循环 现象 , 又 有 (二 ) ”一 Ni ,分 


别处 理 以 上 两 个 和 式 , 就 可 以 得 到 
效 ceinajeo( 工 


K=0 


27)! 2m 一 2 有 )! 要 
-之 CN 5 3 CDtsinz 人 三 人 .Dr 2K 


(2n 2 


_Cm)l j TSEE- 
= 2 un 1 


一 1fei 了 (2m 一 2k+1) 
y C3K (sin z)(2k (二 ) 
天 一 1 

媳 

人 Cn ntDL 
=- 本 -TUR-TIT (-1)* Teos7 (1 2K+1 
K=1 
(2n)! 2k-1 
一 LO con》 1 了 售 = 口 


习题 1233 设 岂 一 表 示 微 分 算 子 @, 且 J(D) = 》 忆 (z)DX 为 微分 符号 多 项 
式 , 其 中 及 Go) 人 一 01，…，, 则 为 的 某 些 连续 函数 证 盯 ， 
J(DJfeeulzjj = eeF(D+ ua 
其 中 为 常数 . 


解 由 于 jf(D) 是 D# (k = 0,1,……,m) 的 线性 组 合 , 因此 只 要 对 每 一 个 上 = 
0,1…… ,由 证 明 
Dk{fexeu(z)} = ex<(D + 和 )ku(z). 
而 这 只 要 直接 用 莱 布 尼 茨 公式 就 可 得 到 证 明 : 
Dk{exsu(z)} = Akexzu(z) + CMS-Ieeu'(z) 十 :十 CRexeauto(z) 
= elz(D+X)su(z)， 口 


习题 1234 证 明 , 如 果 在 方程 yakztgt) = 0 中 , 设 > = e+, 其 中 上 为 自 变量 , 那 


么 这 个 方程 有 形式 : 3 
> akrDOD-D…(D-k+Dy=0， 


上 =0 


d 
其 中 了 = 二 


@ 在 数学 中 经 常 将 从 函数 映 到 函数 的 映射 称 为 算 子 ， 微 分 算 子 刀 就 是 从 f(z) 到 j(z) 的 映射 ， Dxf(z) 
就 是 f(6) (z) 的 一 种 记 法 . 
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解 只 要 对 每 一 个 天 = 1,2,…… 水 证 明 
DID 一 1)…(D 一 丰 +1Dy= zky 的 . 
用 数学 归纳 法 . 当天 = 1 时 有 
Dy = 重 yGe9 一 ety2(e 一 Z80. 
现 设 大 时 结论 已 经 成 立 , 则 当 大 十 1 时 有 
DID-D…D-Ny=DD-D…D-kR+I{COD 一 有 外 
= DCD-D1D…(D 一 k+Dfz 允 一 二 } 
=DD-1:…(D-Kk+lfzz 罗 -DOD-D: CD-E+Dy 
一 玖 (0 一 Egg 
一 zk(zgkktD 十 包罗 ) - kzkgy( = zk+HgktD)， 口 
注 “本 题 方 程 的 和 式 中 当 = 0 时 应 当 理 解 为 即 是 aoy. 在 上 式 推导 中 的 最 后 一 式 
是 从 前 一 式 用 莱 布 尼 欧 公式 得 到 的 . 
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82.6 罗 尔 定理 . 拉 格 朗 日 定理 和 柯 西 定理 (习题 1235-1267 ) 


内 容 简 介 ”这 是 微分 学 中 的 三 个 基本 定理 . 它们 都 可 以 称 为 中 值 定理 , 即将 函数 在 
有 限 区 间 上 的 增 量 与 区 间 内 某 个 点 ( 即 所 谓 中 值 ) 处 的 导数 相 联系 , 从 而 突破 了 导数 概 
念 本 身 的 局 部 性 , 为 微分 学 的 应 用 提供 了 有 力 的 工具 . 


为 方便 起 见 , 将 习题 分 几 个 小 节 来 叙述 . 


2.6.1 ” 罗 尔 定理 (习题 1235-1243) 


罗 尔 定理 的 几何 意义 是 很 清楚 的 , 即 在 函数 y = /7(z) 的 图 像 中 , 在 连接 高 度 ( 指 ?9 
值 ) 相同 的 两 点 的 光滑 曲线 段 中 , 一 定 会 在 某 点 处 有 水 平 切线 . 

也 可 以 从 运动 学 上 来 解释 罗 尔 定理 , 即 当 质 点 从 某 个 起 点 作 直 线 运动 时 , 如 果 在 此 
后 会 回 到 出 发 点 的 话 , 则 在 其 间 一 定 有 某 个 时 刻 的 朋 时 速度 为 0. 

下 面 的 第 一 个 习题 表面 上 只 是 罗 尔 定理 的 两 次 平凡 应 用 , 然而 可 以 引申 出 许多 一 
般 性 的 结论 和 方法 . (参见 其 附 图 .) 


习题 1235 用 函数 
flz)=(-Dzc-2z 一 3) 
来 验证 罗 尔 定理 的 正确 性 . 


解 利用 jl) = fj(2) = J(3) = 0 和 7 处 处 可 
导 , 就 可 以 在 闭 区 间 [1,2] 和 [2, 3] 上 分 别 两 次 应 用 罗 
尔 定理 , 从 而 知道 一 定 存在 e (12) 和 避 o < (2,3)， 
使 得 满足 


j() = 7(ca) = 0. 习题 1235 的 附 图 


为 验证 这 个 结论 , 只 要 写 出 f(z) = z3 -- 6z2 + llz -- 6, 求 导 得 到 P(z) = 3z2 
12z+ 11, 从 Pr(1) = 2, 1/(2) = -1, j(3) = 2, 即 可 从 连续 函数 的 零点 存在 定理 知道 前 
述 扣 和 6 是 存在 的 ， 口 

注 我 们 来 讨论 一 下 本 题 有 哪些 方面 可 以 推广 ? 

从 附 图 可 见 本 题 有 明显 的 几何 意义 , 而 且 很 容易 推广 到 有 闭 干 个 实 根 的 可 微 函 数 
上 , 知道 在 任何 两 个 相 异 实 根 之 闻 一 定 有 导 函 数 的 零点 . 

由 于 本 题 的 函数 处 处 二 阶 可 微 , 因此 又 可 以 对 于 区 间 [@a ,ea] 上 的 导 函 数 灵 再 用 罗 
尔 定理 , 就 知道 存在 点 me (6i,e) c (1,3), 使 得 成 立 j(7) = 0. 在 82.8 学 习 了 四 凸 性 
知识 后 还 会 知道 点 (, j(7)) 是 的 图 像 的 一 个 拐点 . 

对 于 三 次 多 项 式 的 上 述 结论 自然 可 以 推广 到 一 般 的 多 项 式 上 去 . 下 面 的 习题 1240 
就 是 如 此 . 该 题 中 设 一 个 次 多 项 式 的 所 有 根 都 是 实数 , 要 求证 明 它 的 逐次 导 函 数 ( 它 
们 当然 都 是 多 项 式 ) 的 根 也 都 是 实数 , 本 题 只 是 该 题 中 m = 3 且 无 重 根 情 况 的 一 个 特例 . 
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此 外 , 在 一 定 的 条 件 下 对 j 多 次 使 用 罗 和 尔 定理 , 以 及 对 户 再 使 用 罗 尔 定理 等 等 , 这 
些 方法 都 很 有 用 , 在 下 面 许多 习题 中 将 会 反复 使 用 . 
下 一 个 习题 也 很 容易 , 但 同样 可 以 说 明 不 少 重要 问题 . 
习 古 1236 当 zl = -1 和 za = 1 时 , 函数 
jJ(z) =1 一 多 zz 
的 值 为 0, 但 是 当 -1 入 zz 和 1 时 , fj(z) 关 0. 试 解释 这 与 罗 尔 定理 的 表面 上 的 矛盾 . 
解 人 从 导 函 数 表 达 式 
权 ( 人 三 -3 二 了 关 0， 
和 六 (0) = +oco, 天 (0) = -co, 可 知 户 (z) 在 (-1,1) 内 
无 零点 , 罗 尔 定理 的 结论 不 成 立 . 原因 也 是 清楚 的 , 对 照 
“” 罗 和 尔 定理 的 条 件 , 除了 fj(-1) = j(1) 和 jz) 在 [-1, 
上 连续 之 外 , f(z) 在 点 > = 0 不 可 导 , 违反 了 /必须 在 
(-1,1) 内 处 处 具有 有 限 导数 的 条 件 ， 口 


习题 1236 的 附 图 


注 ”此 题 说 明 罗 尔 定理 中 的 可 导 条 件 的 重要 性 , 哪怕 只 在 一 个 点 上 违反 了 条 件 , 定 
理 的 结论 就 可 能 不 成 立 . 实际 上 对 罗 尔 定理 还 可 以 举 出 针对 其 他 条 件 的 例子 ,说 明 只 要 

有 某 一 个 条 件 不 满足 时 , 定理 的 结论 就 不 一 定 成 立 . 

此 外 , 初学 者 要 知道 这 也 是 数学 中 普遍 遵守 的 惯例 , 即 去 除 一 切 多 余 的 条 件 . 换 言 
之 , 在 数学 中 的 一 个 定理 的 每 一 个 条 件 都 是 不 可 或 缺 的 , 只 要 有 一 个 条 件 不 成 立 , 就 一 
定 能 够 举 出 使 得 定理 结论 不 成 立 的 例子 . 这 就 称 为 反例 . 一 般 来 说 , 在 习题 中 也 是 如 此 . 
如 果 你 在 解答 一 个 习题 中 有 某 个 条 件 没有 用 到 , 则 在 大 多 数 情 况 下 你 的 解答 可 能 是 错 
误 的 , 当然 也 不 排除 或 者 这 道 题 本 身 就 有 错 , 或 者 出 题 的 人 考虑 不 周 也 是 可 能 的 ， 

以 下 是 罗 和 尔 定理 的 一 些 推广 . 


习题 1237 设 函 数 ffz) 在 有 限 区 间或 无 限 区 间 (ab 内 的 每 一 点 处 有 有 限 导数 
fr(z), 且 
_lim ua) = lm yta)， 


证 明 产 (c) = 0, 其 中 c 为 区 间 (a,b) 内 的 某 个 点 . 


解 从 可 微 条 件 可 知 f(z) 在 (中 上 连续 . 

车 ob 都 是 有 限 实数 , 则 只 要 将 f(z) 按照 fa+ 0) = 7 人 -0) = 4 的 条 件 , 补充 定 
义 F(a) = fb) = 4 ( 即 连续 延 拓 ), 就 可 以 在 fo, 中 上 用 罗 和 尔 定理 得 到 所 要 的 结论 . 

余下 还 有 有 三 种 可 能 的 区 间 , 即 设 w,! 中 至 少 有 一 个 是 非 有 限 数 时 得 到 的 (一 cc, 咏 ， 
(oa, +co) 和 (-oo, +oo). 它们 的 证 明 大 同 小 异 , 因此 下 面 只 对 于 (一 oo, 如 给 出 证 明 . 

若 了 在 该 区 间 上 为 常 值 函 数 , 则 任意 取 区 间 内 的 点 c 都 满足 f(c) = 0 的 要 求 . 否 
则 , 记 4= -oo) = fj 一 0), 则 了 必定 能 够 取 到 异 于 4 的 值 . 不 妨 设 存在 de (-oo, 妇 
使 得 F(d) > 4 (对 于 fd) < 4 情况 的 证 明 是 类 似 的 .) 
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任 取 忆 < (4, jd)), 我 们 将 证 明 存 在 cl e (-co,d) 和 ca e ( 避 帮 ,使 得 成 立 
Ja) = fca) = 也. 

这 在 几何 上 是 很 直观 的 , 即 是 说 水 平 直线 y = 妃 一 定 和 2 = jf(z) 的 几何 图 像 有 交点 ， 
而 且 可 取 到 其 横 坐 标 分 别 在 点 & 两 侧 的 两 个 交点 . 

为 证 明 cl 的 存在 性 , 取 = = 吾 - 4, 则 从 f(-co) = 4 可 知 存在 Mi < 几 使 得 当 
z 委 Mi 时 成 立 

flz) -4 <-4 二 4- 忆 < jz)-4< 孔 -4 

于 是 有 (Mi) < 五， 在 有 界 闭 区 间 [Mi,dj 上 用 连续 函数 的 介 值 定理 ,知道 存在 
cl E (Mi,d), 使 得 成 立 fcl) = 吾 . 

为 证 明 cs 的 存在 性 , 对 于 点 儿 补 充 定义 7(b) = 4, 则 f(z) 在 点 5 处 左 连续 . 在 邮 , 引 
上 用 连续 函数 的 介 值 定理 , 可 见 存在 cz e (d, 中 , 使 得 f(cz) = 已. 

最 后 , 在 区 间 {ci,cz] 上 用 罗 和 尔 定 理 就 得 到 本 题 所 要 求 的 ce (ccz) c (-co, 中 ,使 
得 je) =0. 口 


习题 1238 设 (1) 函数 f(z) 在 闭 区 间 [zo,zn] 上 有 定义 , 且 有 连续 的 (n" - 1) 阶 导 
数 fo-D(z);i (2) F(z) 在 开 区 间 (ozn) 内 有 郊 阶 导数 fj")(z); (3) 满足 等 式 
jf(zo) = (zi) =…= jzn) (zo<z<…<zn)， 
证 明 , 在 开 区 间 (zo, rn) 内 至 少 存在 一 点 6 使 得 foo 人 5) = 0. 


分 析 车 m = 1, 则 就 是 罗 和 尔 定理 . 若 = 2, 则 与 习题 1235 类 似 , 如 该 题 后 的 注 中 
所 示 , 从 j 的 三 个 零点 即 可 推出 二 阶 导 函数 在 某 一 点 处 为 0. 用 类 似 的 方法 即 可 证 明 本 
题 . 请 读者 写 出 详细 的 证 明 过 程 ， 口 

下 一 题 是 罗 和 尔 定理 的 另 一 种 推广 


习题 1239 设 (1) 函数 f(z) 在 闭 区 间 [o, 避 上 有 定义 , 且 有 连续 的 (p + 9) 阶 导数 
Je+9(z); (2) jz) 在 开 区 间 (oa 妇 内 有 (p+g + 1) 阶 导数 je+s+l(z); (3) 满足 等 式 
ja) = ja =…=j@(a) =0，f = 天 四 = 一 OO=0， 
证 明 , 在 这 种 情况 下 有 
Jp+q+l(c) = 0， 
其 中 c 为 开 区 间 (o, b) 内 的 某 一 点 . 


解 分 两 步 来 做 , 先 讨论 p = 4 的 情况 , 然后 讨论 了 关 4 的 情况 . 

(D) 设 p = % 对 9 用 数学 归纳 法 . 

经 过 试探 , 发 现 为 了 顺利 完成 数学 归纳 法 的 第 二 步 , 需要 提出 比 结论 更 强 的 命题 ， 
即 在 fa) = P(a) = …= fo)(a)=0 和 上)=PO=…= GO()=0 的 条 件 下 , 存 
在 g+1 个 点 cG=12 :9+lao<c<c<:…<coH<b 使 得 (9+I) 阶 的 导 
函数 fo+D(z) 在 这 4 十 1 个 点 上 等 于 0. 

如 果 这 个 命题 成 立 , 则 只 要 对 le+0(z) 用 习题 1238 的 结论 , 就 知道 存在 c, 使 得 
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[fle+D(zjl) = ja+l(c) = 0. 

现在 来 证 明 这 个 命题. 

车 p=4= 0 则 p+9g+1 一 1 从 条 件 f(a) = 7(b) = 0 推出 存在 某 个 点 。, 使 得 
妃 (c) = 0, 这 就 是 罗 尔 定理 . 因此 命题 成 立 . 

现在 设 p = 4 = 大 时 命 顾 已 经 成 立 , 则 对 于 p = g = 大 二 1 可 推导 如 下 . 

首先 从 归纳 假设 , 存在 a < cl < … < ck+l < 5 使 得 fk+tl(lci) = 0 (i = 
1 …… ,大 十 1), 然后 再 利用 条 件 fk+l)(a] = kt) = 0, 在 大 十 2 个 区 间 

[eel], [ccz]，…… ,[ce+i, 

上 分 别 用 罗 和 尔 定理 , 就 可 以 得 到 太 二 2 个 点 , 使 得 fk+3)(z) 在 这 六 十 2 个 点 上 为 0. 这 样 
就 完成 了 数学 归纳 法 的 证 明 . 如 前 所 说 , 这 个 命题 加 上 习题 1238 就 可 以 完成 了 = 4 情况 
的 证 明 . 

(2) 对 于 pz,4 不 相等 的 情况 , 不 妨 只 讨论 p > 9, 并 记 了 一 9 一 

利用 在 (1) 中 已 经 证 明 的 命题 , 在 (o,b) 内 存在 9 十 1 个 点 , 使 得 fco+b(z) 在 这 4 二 1 
个 点 上 等 于 0. 

利用 条 件 fs+D(a) = 0, 将 a 作为 最 左边 的 点 加 入 到 上 述 g + 1 个 点 中 , 就 可 以 对 
这 4+2 个 点 形成 的 g + 1 个 区 间 分 别 用 罗 尔 定理 , 推出 在 (, 儿 ) 内 存在 g 十 1 个 点 , 使 
得 fo+2)(z) 在 这 4 + 1 个 点 上 等 于 0. 

若 q+1 < zi 则 又 可 利用 fs+2)(a) = 0 推出 在 (c,b) 内 存在 9 + 1 个 点 , 使 得 
Jat+3)(z) 在 这 4 +1 个 点 上 等 于 0. 

如 此 继续 进行 下 去 , 就 推出 在 (a,b 内 存在 9 十 1 个 点 , 使 得 fo+D(z) 在 这 q+1 个 
点 上 等 于 0. 

最 后 对 于 导 函 数 ftp+l)(z) 利用 习题 1238 的 结论 , 就 知道 存在 o, 使 得 

[Fe+D(z)]() [ = fp+a+l(c) = 0， 口 


注 这 里 如 果 不 利用 习题 1238 的 结论 而 直接 使 用 数学 归纳 法 就 很 困难 . 而 为 了 能 
够 利用 它 又 需要 将 数学 归纳 法 要 证 明 的 命题 适当 加 强 , 这 在 数学 中 是 常见 的 . 


习题 1240 证 明 , 如 果实 系数 ok (k = 0,1,.… ,m) 的 多 项 式 
忆 (z) = aozm" +alzn-1+…+an (ao 夭 0) 
的 所 有 根 都 是 实数 , 那么 它 的 逐次 导数 P'(z), Pv(z),…… , Pt" -0(z) 也 仅 有 实数 根 . 


解 设 已 (z) = 0 的 相 异 实 根 为 zi,zz,… ,zk, 其 中 zi 为 mi 重 根 ,i = 1,2…… ,人 
则 ma +na 十 …+mnk =m, 且 多 项 式 可 在 实数 域内 因 式 分 解 为 
忆 (z) =ao(z 一 ZI)mm(z 一 Z2)na mV(zZ 一 ZEJnx， 


于 是 有 
上 大 
已 (z) =a》 mc -za 开工 [人 -nn)”， 
1 了 1 
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本 全 汪 全 和 向 全] 生 人 区 总 
除 此 之 外 , 若 设 zl < zz < … < zk, 则 在 区 间 [zizi+i] (= 1 一 1) 上 用 罗 
尔 定理 ， 总 但 亿 晤 帮 娄 Pi(z) 在 这 上 要 之 则 的 天 一 工 个 根 . 人 


2 -0+e-D=2m-ete-a=ara 


由 于 肪 (z) 是 一 1 次 多 项 式 , 因此 它 的 根 全 为 实数 

依 此 类 推 可 知 多 项 式 已 ,(z) 的 直到 (n -- 1) 阶 的 所 有 导 函 数 都 只 有 实 根 ， 口 

习题 1241-1243 都 是 罗 尔 定理 的 应 用 , 即 证 明 勒 让 德 多 项 式 、 切 比 雪 夫 - 拉 盖 尔 多 
项 式 和 切 比 雪夫 - 埃 尔 米 特 多 项 式 的 所 有 根 都 是 实 根 . (在 8$2.5 的 习题 1227，1228 和 
1231 中 已 经 分 别 指出 它们 满足 相应 的 二 阶 常 微分 方程 .) 下 面 解答 其 中 的 第 一 题 . 


习题 1241 证 明 , 勒 让 德 多 项 式 


忆 PoO= 到 晤 芭 -0 
的 所 有 根 都 是 实数, 且 包 含 于 开 区 间 (1,1) 内 . 


解 1 由 于 本 题 只 讨论 该 多 项 式 的 根 , 因此 前 面 的 系数 不 必 管 它 . 

从 多 项 式 (z2 - 1)" 为 2n 次 , 且 其 根 士 1 分 别 为 几 重 根 , 因此 从 习题 1240 就 推出 
它 的 普 阶 导 函 数 的 所 有 根 也 都 是 实数 . 又 因为 士 1 已 经 不 再 是 Pu(z) 的 根 , 因此 所 有 实 
根 都 在 区 间 (-1, 1) 内 ， 口 


解 2 记 pn(z) = (z2? 一 1)”, 则 在 [一 1,1] 上 根据 罗 尔 定理 知道 zi(z) 在 (-1,1) 内 有 
根 . 由 于 它 是 2n 一 1 次 多 项 式 , 而 士 1 分 别 是 它 的 一 1 重 根 , 因此 从 2(n 一 1)+1 = 2n 一 1 
知道 在 (一 1, 1) 内 只 有 一 个 单 根 . (当然 可 以 直接 求 导 得 到 四 (z) = n(z2 - 1)"-1 .2z, 知 
道 这 个 单 根 就 是 > = 0， 

同 理 推出 史 (z) 在 (-20) 和 (0,1) 人 全 

用 数学 归纳 法 可 以 如 下 证 明 pt(z) (k = 1 …… ,m) 在 (--1,1) 内 恰 有 大 个 单 根 . 

从 上 已 知 这 对 于 郊 = 1, 2 成立. 若 对 于 1 入 大 < mn 加 帮 (-11) 内 有 大 个 
单 根 , 记 为 zl < za < …: < zk, 则 用 罗 尔 定理 知道 在 区 间 

(bza), (zza)… (zh1) 

内 pk+D(z) 分 别 有 大 十 1 个 根 . 由 于 士 1 分 别 是 2n 一 K 一 1 次 多 项 式 zt 5(z) 的 m 一 一 1 
重 根 , 而 


2 一 上 一 TD+K+1=2n 一 一 1， 
因此 在 (一 1, 1) 内 的 上 述 + 1 个 根 都 是 单 根 . 数学 归纳 法 证 明 完毕 . 
于 是 天 一 盖 时 的 m 次 多 项 式 FPC)(z) 在 (-1,1) 内 有 郊 个 实数 根 , 且 都 是 单 根 ， 口 
注 “第 二 个 解法 不 需要 习题 1240 的 结论 , 而 且 证 明了 所 有 实 根 都 是 单 根 . 
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2.6.2” 拉 格 朗 日 中 值 定理 (习题 1244-1251) 


拉 格 朗 日 中 值 定理 将 函数 的 自 变 量 的 增 量 和 因 变 量 的 增 量 与 导数 相 联系 ,是 微分 
学 中 最 为 核心 的 内 容 , 因此 也 称 为 微分 (学 ) 中 值 定 理 . 

作为 罗 尔 定理 的 推广 , 拉 格 朗 日 定理 同样 有 明显 的 几何 意义 , 即 在 满足 条 件 时 的 曲 
线 y = fj(z) 上 任意 两 点 的 连接 线 ( 即 曲线 上 的 一 条 弦 ) 必定 和 曲线 段 在 这 两 点 之 间 的 
某 一 点 的 切线 平行 . 从 运动 学 上 看 , 这 就 是 质点 作 直 线 运 动 时 , 它 在 一 段 时 间 上 的 平均 
速度 必定 与 该 段 时 间 内 某 个 时 刻 的 退 时 速度 相等 . 

下 面 的 第 一 题 虽 然 简单 , 但 也 很 有 意思 . 


习题 1244 在 曲线 y = za 上 求 一 点 , 使 得 过 这 一 点 的 切 
线 与 连接 点 4(-1, -1) 和 巨 (2,8) 的 弦 平 行 . 


解 如 附 图 所 示 , 先 计 算出 连接 点 4, 召 的 弦 的 斜率 为 
-22)-yCD) -8-(CD -3 
5 可 了 ， 
然后 求 出 Y(z) = 3z2 并 求解 方程 
3 
这 样 就 得 到 z = 士 l, 对 应 的 曲线 上 的 点 是 4(-1,-1) 和 
CD， 口 
注 本 题 表明 与 曲线 的 弦 平 行 的 切线 可 以 不 止 一 条 , 同 
时 至 少 有 一 条 切线 的 切 点 满足 拉 格 朗 日 中 值 定理 的 中 值 点 
e (ab) 的 要 求 , 在 这 里 就 是 点 C, 它 的 横 坐 标 1 e (一 1, 2). 习题 1244 的 附 图 


rr 


中 值 定理 本 身 对 于 “中 值 ?除了 其 存在 性 之 外 , 并 未 给 出 更 多 的 信息 . 在 
fj 一 ao)= 广 E 一 o) 
中 有 a < < 而 在 另 一 种 写法 的 
jlz+Az)-(z)= jz+bAz)Az 

中 有 0 < 9 < 1 以 下 的 若干 习题 表明 , 在 很 多 情况 下 中 值 5 或 9 是 可 以 计算 或 研究 的 . 

习题 1246.1(a) 求 函数 6 = b(z,Az), 使 得 

jz+Azr)- flz)=Azjtz+bAzr) (0<0<1)， 

其 中 f(z) = az2 +bz+c(a 关 0). 

解 直接 计算 函数 的 增 量 

(a(zAz)2 二 bz 二 Az) 十 cj-(az2 +bz+o=2azAz+aAz2+bAzr 
=Az(2az 十 二 aAz)， 

与 e) = 2az+ 比较, 即 可 见 9= 寺 ， 口 

注 “本 古 与 下 面 的 习题 1246.3 可 以 说 是 互 为 逆 命 是 . 


258 第 二 章 ”一 元 微分 学 


在 新 版 的 《习题 集 》 中 增加 了 如 下 的 两 个 证 明 题 , 即 在 中 值 满足 一 定 条 件 的 情况 
下 可 以 确定 函数 只 能 是 线性 函数 或 二 次 函数 . 

习题 1246.2 设 jz) e Ct0(-co,+eo), 且 对 任意 的 > 和 户 都 有 恒等式 

f(z+ 门 -fz) = pf(z)， 

证 明 flz) = az+ 忆 其 中 a 和 "是 常数 . 

解 固定 某 一 个 zo, 并 取 疡 = z - zo, 则 就 得 到 

j(zo+(z-zo))- F(zo) = (z 一 zo)P(zo)， 
束 理 后 就 可 看 出 /为 线性 函数 : 
J(z) = JP(zojz+ [flzo) 一 zof(zo)l， 口 
习题 1246.3 设 f(z) es CC)(-oo,+eco), 且 对 任意 的 zx 和 户 都 有 恒等式 
jz+ 月 一 Je)= hf(z+ 秀 )， 

证 明 f(z) = ar? + bz +c 其 中 b 和" 是 常数 . 


解 利用 / 为 二 阶 可 微 , 将 题 中 的 恒等式 对 户 求 时 , 得 到 
7Ge+ 月 -7 人 e+ 全 + 条 7(e+ 便 ) 
然后 将 z 十 半 重 记 为 r, 将 分 重 记 为 刀 就 得 到 
广 (+ 月 一 Fe) = yo， 
利用 上 一 题 的 结果 , 可 见 存在 常数 o,b 使 得 P(z) = az 十 为 了 由 此 证 明 了 是 二 次 三 项 
式 ,可 以 定义 辅助 函数 
Fe) = 坦 oz2 + 如 一， 
然后 就 有 fo) 一 0 可见 为 革 数 , 因此 /为 二 次 三 项 式 ， 口 


习题 1249 设 f(z) 一 7(0) = zj CE(z))， 其 中 0< 5(z) < z. 证 明 , 如 果 
= zsin(lnz)，z> 0， 
0， Z=0, 
那么 函数 上 = 上 (z) 在 任意 小 的 区 间 (0, =) 内 是 不 连续 的 , 其 中 < > 0. 
解 1 先 注意 到 有 /"(z) = sin(lnz) + cos(lnz) = V5sin( 下 十 Inz). 
用 反 证 法 ， 设 对 于 某 个 es > 0 在 区 间 (0,s) 上 存在 连续 函数 5(z)， 满足 条 件 
0 < 5(z) < z, 同时 成 立 


=1@ -sntna= Jeto)=v5 sin( 玫 十 nt(z) (25) 


由 于 lnz 一 一 oo 一 +0), 可 见 连续 函数 Int(z) 在 (0,s) 上 的 值 域 包含 了 区 间 
(-oo,mg(e)), 因此 一 定 存在 无 穷 多 个 负 整 数 上 使 得 mt(z) 取 到 2kr 十 于 但 这 时 
(2.5) 的 右边 为 V3, 而 左边 的 sin(ln z) 小 于 1, 引出 矛盾 口 
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注 解 1 似乎 很 简单 , 但 很 不 清楚 它 是 如 何 来 的 , 说 明了 什么 . 在 看 懂 之 后 也 不 一 
定 明白 本 题 究竟 是 什么 意思 - 为 此 先 作 一 些 分 析 , 然后 给 出 另 一 个 解法 . 它 也 许 比较 长 ， 
但 可 能 会 告诉 我 们 更 多 的 内 容 . 

首先 观察 题 意 . 从 flz) - 7(0) = zF(E(z)) 和 0 < Etz) < z 可 见 ， 6(z) 是 在 区 间 
[0o,z] 上 对 7 用 拉 格 朗 日 中 值 定理 得 到 的 中 值 (之 一 ). 

从 中 值 定理 知道 , 在 [0, z] 内 的 中 值 与 区 间 端 点 有 关 , 但 对 每 一 个 x > 0 不 一 定 只 
有 一 个 . 从 下 面 的 解法 会 知道 , 在 本 昕 中 对 每 一 个 z > 0 存在 无 穷 多 个 < 

由 此 可 见 , 问题 在 于 是 否 存在 一 个 连续 函数 5(z), 使 得 它 满足 中 值 定理 给 出 的 等 式 
7(z) -7(0) = z7(G(z))， 换言之 , 函数 5(z) 是 从 与 z 对 应 的 无 穷 多 个 中 值 中 挑选 出 来 
的 单 值 函数 , 上 且 要 求 它 在 z = 0 右 侧 的 一 个 任意 小 区 间 上 连续 . 可 能 吗 ? 

解 2 当 z 从 0 单调 递增 趋 于 +co 时 , ln z 从 -co 单调 递增 趋 于 +oo， 由 此 可 见 是 
中 的 函数 f(z) 的 行为 与 函数 


zsin 工 ， 多 六 和 
9(z) = 开 
0 2 一 0 


的 图 像 是 类 似 的 ( 见 81.7.2 的 习题 680 的 附 图 ), 即 在 =2Z 和 2%= -2z 之 间作 无 限 次 摆 
动 , 只 不 过 g(z) 在 z > 可 之 后 就 不 再 摆动 而 趋 于 水 平 渐 近 线 y = 1, 而 本 题 的 jz) 却 
是 在 (0, +co) 上 始终 在 y = 士 z 之 间 摆 动 . 

这 从 f(z) 的 表达 式 也 直接 可 以 看 出 , 即 在 区 间 [0， ] 上 连接 点 (0,0) 和 (z, ffz)) 的 
弦 的 斜率 为 


一 sin(lnz), 


因此 无 论 是 > 一 0 还 是 = 一 +co 曲线 总 是 在 -1 到 +1 之 间作 无 限 次 摆动 。 这 决定 了 
5(z) 必须 满足 


jz) 一 80) 
全 


上 (GD))1 < 1 
另 一 方面 , 在 " > 0 时 直接 计算 得 到 /的 导 函 数 为 
j(z) = sin(ln z) + cos(In z) = Vsin( 下 十 Inz)， 
因此 其 导数 值 在 -V5 到 V3 之 间 摆 动 . 然而 满足 拉 格 朗 日 中 值 定理 的 5(z) 则 必须 在 导 
函数 的 络 对 值 不 大 于 !1 的 范围 中 来 挑选 , 下 面 会 看 到 , 集合 
3S={z>0|Ifol<1I 

是 无 穷 多 个 彼此 分 隔 开 的 闭 区 间 的 并 集 . 这 就 决定 了 在 > -0 的 右 侧 无 论 多 么 小 的 邻 
域 上 要 挑选 出 连续 的 5(z) 是 不 可 能 的 . 

下 面 用 大 的 表达 式 计算 集合 S. 为 了 使 得 IV3sin( 至 二 Inz)j| < 1 成立, 先 从 

(2 十 1 一 亚 < 于 +inzs(2K+Dr+ 于 


解 出 
再 从 


ak = exp(2kr 十 瑟 ) 系 z 和 exp[(25 十 1]) 台 一 梭 ， (2.6) 


260 第 二 章 “ 一 元 徽 分 学 


2kr 一 至 < 至 +lnz<2kr+ 于 


解 出 
ck 一 exp[2kr 一 引 | 入 了 所 exp(2kr) 一 dk， (2.7) 
其 中 居 取 所 有 的 整数 . 可 直接 看 出 f(ak) = ak, 户 (ak) = 1 jck) = 一 ck j(ck) = 一 1， 
于 是 得 到 


上 ea 
3S={fz>0|lzllsl= LU (ceakufonoh]). 


大 一 一 co 
由 于 对 任何 整数 大 都 有 


全 QI 人 


= 验 =- 人 刁 = 蚂 忆 4.8105， 
ck 


人 

因此 不 妨 对 于 人 = 0 来 观察 区 间 fco,dol 和 foo to] 多国 

取 端 点 的 近似 值 后 , 这 两 个 区 间 近 
似 为 [0.2079,1] 和 [4.8105,23.1407], 因 
此 只 能 看 清楚 点 do 和 区 间 [ao,bo]. 在 
这 个 区 间 上 对 应 的 曲线 段 的 任何 切线 的 
斜率 都 在 -1 到 1 之 间 . 而 在 两 个 区 间 
之 间 的 (do,ao) 对 应 的 曲线 段 的 任何 切 % 
线 的 斜率 的 绝对 值 都 大 于 1. 习题 1249 的 附 图 

小 结 ” 由 于 中 值 5 处 的 导数 绝对 值 不 能 超过 1, 而 集合 3 = {z > 0 | |j'(z)l < 二 
是 无 穷 多 个 彼此 分 隔 开 的 闭 区 间 的 并 , 在 z = 0 的 右 侧 任 意 邻 近 都 有 无 穷 多 个 这 样 的 闭 
区 间 , 因此 不 可 能 在 与 z > 0 对 应 的 无 穷 多 个 中 值 中 挑选 出 关于 z 的 连续 函数 E(z)， 口 


习题 1250 设 函 数 /(z) 在 区 间 (oa, 内 有 连续 的 导 函 数 户 (z), 对 (ab 内 的 所 有 
的 点 旨 , 是 否 可 以 找到 这 个 区 间 内 的 另外 两 个 点 zx: 和 za, 使 得 
j(z2) 一 jzl) = je (<e<a? 


2Z2 一 人 1 

考察 例子 : f(z) = z3 (-1 和 z 和 TD), 其 中 5= 0. 

分 析 有 了 上 述 例子 后 , 答案 当然 就 是 不 一 定 . 这 里 的 问题 可 以 从 几何 上 来 理解 . 
即 拉 格 朗 日 定理 之 逆 是 否 成 立 : 曲线 上 的 每 一 条 切线 是 否 平行 于 连接 曲线 上 两 个 点 的 
弦 ? 这 里 要 求 曲线 上 的 切 点 在 弦 的 两 个 端点 之 间 . 读者 还 可 以 参考 后 面 82.8.2 的 习题 
1316, 以 便 对 于 上 述 问题 获得 更 多 的 了 解 . 口 

下 一 题 有 4 个 小 题 , 它们 表明 拉 格 朗 日 中 值 定 理 是 证 明 某 些 不 等 式 的 有 力 工具 . 只 
看 其 中 的 第 一 小 题 . 


习题 1251(a) 证 明 不 等 式 : |sinz 一 singl < lz 一 引 . 


解 1 若 z=y 则 已 经 成 立 . 对 于 z#y 可 不 妨 设 zx < .在 区 间 [z,gj 上 对 正弦 函 
数 用 拉 格 朗 日 中 值 定 理 , 存在 5 s (z,3), 使 得 成 立 


siny 一 sinz 一 cosE(y 一 Z)， 
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于 是 取 绝 对 值 后 就 得 到 
|siny 一 sinz| 王 |cos 引 5 一 zl 和 ly 一 zl， 口 
解 2 ”作为 对 比 , 可 以 用 初等 方法 给 出 证 明 . 利用 三 角 函 数 的 和 差 化 积 公 式 就 有 


|sinz 一 sinyj =|12sin 二 cos 了 | 


3lsin 5 业 | 和 lz 一 外 
这 里 最 后 一 步 利 用 了 | sin z| < |z|. (参见 81.5.5 的 命题 1.8(1) 的 证 明 , 它 可 以 用 几何 方 


法 或 其 他 方法 得 到 ,) 口 


2.6.3” 柯 西 中 值 定理 (习题 1252-1253) 


柯 西 中 值 定 理 是 拉 格 朗 日 中 值 定理 在 两 个 函数 情况 的 推广 . 在 需要 同时 考虑 两 个 
函数 的 增 量 时 , 例如 洛 必 达 法 则 和 泰勒 公式 余 项 的 研究 中 , 这 个 定理 起 重要 作用 ， 
如 果 将 自 变 量 改写 为 参数 钙 将 两 个 函数 写 为 


2 j(b 和 4 二 g(6)， 则 柯 西 中 值 定理 就 可 以 有 直观 62 
的 几 休 名 写 册 过 时 的 等 式 
四 -9g(o / 
其 左边 就 是 附 图 中 连接 曲线 的 两 个 端点 的 直线 及 AT 
的 斜率 , 而 右边 就 是 曲线 在 参数 4- 所 对 应 的 点 
柯 西 中 值 定理 的 几何 意义 


(/(69),9(5)) 处 的 切线 的 斜率 . 
也 可 以 从 运动 学 来 理解 柯 西 中 值 定理 . 设想 有 两 个 质点 在 同样 的 时 间 段 内 分 别 作 
直线 运动 , 则 柯 西 定理 表 明 , 一 定 存在 一 个 时 刻 , 使 得 它们 的 平均 速度 之 比 等 于 该 时 刻 
的 瞬时 速度 之 比 . 
习题 1252 试 解释 , 柯 西 公式 对 函数 
J(z)=z2 和 9g(z) 一 了 
在 区 间 [-1,1] 上 为 什么 不 成 立 ? 


解 这 时 a= -1,5= 1, 柯 西 中 值 定理 的 左边 为 
j00-fCD0 _0_0 
ge(CD) 一 2 一 ， 


而 两 个 函数 的 导 极 数 之 比 为 
Hz) 2z 习题 1252 的 现 轩 
oz) 3 


它 在 z = 0 处 没有 定义 , 而 在 z 关 0 时 不 会 等 于 0. 因此 柯 西 中 值 定理 不 成 立 . 
其 原因 是 容易 理解 的 . 正 是 由 于 在 z = 0 处 两 个 函数 的 导数 同时 等 于 0, 因此 违反 
了 在 -1<z< 1 时 的 条 件 : 


jz)+g2(z) 和 0. 
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从 儿 何 上 来 看 这 是 明显 的 .如 附 图 所 示 , 改 用 t 上 为 参数 , 令 z = 妇 , y = 妇 ， 
-1S<t < 1, 就 得 到 图 中 的 曲线 . 当 上 = 0 时 出 现 兴 点 . 因此 在 整 条 曲线 上 找 不 到 切线 平 
行 于 y 轴 的 切 点 ， 口 

注 与 82.6.1 的 习题 1236 相 联系 , 可 见 在 中 值 定理 的 可 微 条 件 中 “一 点 "也 不 能 少 . 
在 数学 命 愿 中 一 般 都 是 如 此 , 即 条 件 不 能 相差 “一 点 ”否则 即 可 举 出 反例 . 


习题 1253 设 函数 f(z) 在 闭 区 间 [zi, zz] 上 可 微 , 且 zizs > 0, 证 明 


T1 Z2 | _ _ 
去 -到 |fe) Ht) =j(6 一 f (6)， 
其 中 zl <E< z2. 
解 将 左边 分 子 的 行列 式 展 开 , 然后 分 子 分 母 同 除 以 zlzz, 这 样 就 得 到 
zz) fc) 
2 Z1 
Ta2 ”IT1 


于 是 就 可 以 考虑 对 于 两 个 函数 工 E) 和 二 来 用 柯 西 中 值 定理 
由 于 aza > 0 和 zi < za 定理 的 各 项 条 件 都 满足 , 因此 存在 E E (ziza), 使 得 上 
式 等 于 


( 色 ) 工 Q6 7 
和 天 | = 一 和 一 =-79-erG. 
的 


2.6.4 ”中 值 定理 的 其 他 应 用 (习题 1254-1265) 


在 82.6.1 中 已 经 包含 了 罗 尔 定理 的 一 些 应 用 . 在 82.6.2 中 的 习题 除了 证 明 几 个 简 
单 的 不 等 式 之 外 , 主要 是 与 拉 格 朗 日 定理 的 “中 值 ”# (或 9) 有 关 的 内 容 . 本 小 节 则 包含 
了 以 拉 格 朗 日 中 值 定 理 为 主要 工具 的 许多 应 用 , 其 中 有 一 部 分 是 今后 常用 的 定理 . 


习题 1254 证 明 , 如 果 函 数 f(z) 可 微 , 但 在 有 限 区 间 (oa, 内 无 界 , 那么 它 的 导数 
jz) 在 区 间 (o, 虽 内 也 无 界 . 逆 定 理 不 成 立 (举例 说 明 ). 


解 用 反 证 法 . 设 f'(z) 于 (ob 上 有 界 , 则 有 M > 0, 使 得 当 z es (c,b 时 成 立 
1) MX 
任意 取 定 一 点 zo e (ob 则 就 可 以 对 于 z e (ob) 和 z 关 zxo 应 用 拉 格 朗 日 定理 得 
到 
jFz) 一 flzo)=jzo+bz 一 zo)tz 一 zo， 
其 中 0<0<1. 
由 于 |z - zo| < 化 一 o), 因此 就 可 以 用 上 式 作出 下 列 估计 : 
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HI< Hzol+ M@- 由 ， 
可 见 了 有 界 , 从 而 引出 巴 盾 - 
有 界 可 微 函 数 的 导 函 数 可 以 无 界 , 例如 在 (0,1) 上 的 f(z) = sin 十 其 导 函 数 为 


六 (国王 -过 cas 二， 


当 z = 绚 时 有 天 ( 引 寺 ) = 一 4n2r2, 可 见 jz) 在 (0,1) 上 无 界 ， 口 


2n 
注 ”前半 题 已 经 出 现在 82.1.3 的 习题 1019(b) 中 . 由 于 当时 没有 中 值 定理 , 证 明 比 
较 困 难 . 但 是 那里 的 方法 本 身 还 是 有 价值 的 (参看 该 习题 的 附 图 ). 


习题 1255 证 明 , 如 果 函 数 在 有 限 或 无 限 区 间 (oa,b) 内 有 有 界 的 导数 六 (z), 那么 
jf(z) 在 (a,0) 上 一 致 连续 . 


分 析 这 是 判定 可 微 函 数 在 某 个 区 间 上 一 致 连续 的 一 个 非常 方便 的 充分 条 件 . 证 
明 留 给 读者 口 


习题 1256 证 明 , 如 果 函 数 f(z) 在 无 限 区 间 (zo, +eco) 内 可 微 , 且 
lim ftz) 一 0， 
那么 
吗 


即 当 z 一 +oo 时 有 (lz) = o(z). 


分 析 “可 以 先 从 条 件 (Heo) = 0 出 发 ,用 拉 格 朗 日 中 值 定理 证 明 
im [ftz+ID- 7 一 0 

然后 用 31.5.7 的 习题 608(a) 的 结论 即 可 . 当然 本 题 的 独立 证 明 也 不 很 难 , 如 果 有 困难 还 

可 以 参考 习题 608(a) 的 证 明 . 此 外 , 学 过 洛 必 达 法 则 的 读者 一 定 会 看 出 , 本 是 只 是 这 个 

法 则 的 特例 ， 口 


习题 1257 证 明 , 如 果 函 数 ftz) 在 无 限 区 间 (zo, +oo) 内 可 微 , 且 当 z 一 +co 时 
有 
J(z) = o(7)， 
那么 
血 。 |jP(z)| = 0. 
特别 地 ,如果 .lim 六 (z) 一 人 存在; 于 信 大 一 0. 


解 用 反 证 法 . 设 Ji lz)| = = > 0 则 存在 M > zo, 使 得 当 z > M 时 成 立 
一 +oo 


Fo)| > 号. 
对 于 任何 > > M, 在 [M,z] 上 对 了 用 拉 格 朗 日 中 值 定理 , 存在 5 e (M,n), 使 得 
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fz) 一 FM)=7GC -20)， 
于 是 有 估计 
lf(zj1 > KGz) -OZ -NGMOI> 呈 一 0 一 TOO 
但 这 时 就 有 
17Gz)| 


了 


lim 
一 +oo 


这 与 f(z) = o(z) (z 一 +oo) 相 和 矛盾. 
关于 存在 ,Jim 。j(z) = 大 的 情况 , 从 上 面 即 可 推出 上 = 0 若 要 独立 证 明 也 不 难 ， 
读者 可 以 一 试 . 口 


习题 1258.1 ( 单 侧 导数 极限 定理 ) 证 明 , 如 果 
{1) 函数 f(z) 在 闭 区 间 {fzo, X] 上 有 定义 且 连 续 ; 
(2) f(z) 在 开 区 间 (zo, 光 ) 内 有 有 限 的 导数 放 (z); 
(3) 有 限 极限 或 无 限 极限 。lim, oj(z) = 7(zo 十 0) 存在 ， 
那么 分 别 存在 有 限 或 无 限 的 单 侧 导 数 凡 (zo), 且 
用 (zo) = 了 (zo+0). 


分 析 这 是 关于 右 侧 的 导数 极限 定理 ,同样 有 关于 左 侧 的 导数 极限 定理 以 及 关于 
双 侧 的 导数 极限 定理 . 它们 刻画 了 导 函 数 的 一 个 经 常 有 用 的 基本 性 质 . 

首先 要 对 最 后 一 个 结论 的 两 边 有 清晰 的 了 解 . 左边 fi(zo) 是 函数 了 在 点 ze 的 右 
侧 导数 , 右边 是 导 函 数 在 点 zo 的 右 侧 极限 . 例如 , f(z) = sgnz 在 点 x = 0 处 存在 导 函 
数 的 右 侧 极限 , 但 不 存在 右 侧 导数 , 反之 , 如 前 面 的 习题 991, 997-998 等 , 都 在 点 z = 0 
处 可 导 , 但 却 不 存在 疡 (+0). 

本 是 的 意义 在 于 建立 了 存在 /(zo) 的 一 个 充分 条 件 , 同时 在 导数 极限 为 有 限 的 情 
况 下 还 保证 了 导 函 数 在 点 zo 处 右 连续 . 

此 外 , 在 习题 中 若 P(zo + 0) = co, 则 只 可 能 是 带 有 符号 的 +ooe 或 -co. 这 可 以 从 
导 函 数 的 介 值 定理 ( 即 82.6.5 的 命题 2.1 的 达 布 定理 ) 知道 口 

解 若 fj(zo+0) = 4 为 有 限 数 , 则 对 给 定 的 es > 0, 存在 5 > 0, 使 得 当 z e 
(zo, zo 十 6) 时 , 成 立 


> 与， 


人 一 划 <e 
写 出 点 mo 的 差 商 -Go 十 GE) = 帮 zo) ,并 限定 Az > 0， 则 对 分 子 用 拉 格 庆 日 中 值 
定理 后 就 有 0 < 9 < 1 使 得 ftzo + Az) - lzo) = P(zo +6Az)Az. 


于 是 当 0 < Az < 5 时 就 有 
JE 人 一 7 | 
人 


按照 右 侧 导数 的 定义 这 就 是 站 (zo) = 4. 
车 /(zo + 0) 为 无 穷 大 , 则 如 前 面 的 分 析 中 指出 , 只 有 +co 和 一 co 两 种 可 能 , 不 妨 
只 给 出 第 一 种 情况 的 证 明 . 


=|j'(zo+egAz)-4<es， 
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这 时 对 于 任意 给 定 的 正 数 G > 0, 存在 5 > 0, 使 得 当 z E (zo,zo + 6) 时 ,成 立 
Fe > G. 
于 是 当 0 < Az < 5 时 就 与 前 面 类 似 地 可 以 证 明 
了 e+ 和 -Je -jeo+eaa>G@， 
这 样 就 证 明了 六 (zo) = +co， 口 


习题 1258.2 证 明 , 函数 
Fa 二 人 于 二、 Z 关 1， 


0， Z 三 1 


存在 有 限 的 极限 limn 六 (zj, 但 函数 ffz) 没有 单 侧 导 数 产 (1) 和 六 (0). 试 给 出 这 个 事实 
的 几何 说 明 . 然而 在 这 一 点 存在 广义 的 单 侧 导 数 (其 定义 见习 题 1009.2). 
解 在 z 关 1 时 可 以 直接 对 表达 式 求 导 得 到 
jz) = 2 1 


1 呈 
1+zN2z (1-zj2 1+z2， 
1+ (诗人 ) 


因此 存在 lim 太 (z) = 去 
由 于 J(L+0) = -和 于 和 AL-0)= 各 ,因此 7(w) 
在 点 z = 0 处 双 侧 均 不 连续 , 不 可 能 存在 两 个 单 侧 导数 . (到 
如 附 图 所 示 , 当 z -一 1 士 0 时 , 函数 /和 导 函 数 妃 都 本 题 1258.2 的 内 国 
存在 极限 , 但 在 点 z = 1 处 函数 不 连续 ， 口 


下 面 的 习题 是 后 面 许多 习题 的 基础 , 也 是 不 定 积分 理论 的 支柱 . 由 于 数学 分 析 教 科 
书 中 都 有 它 的 证 明 , 从 略 . 


习题 1259 证 明 , 如 果 当 a <z < 时 有 狐 (z) = 0, 那么 f(z) 为 常数 (a < z < 刀 . 
在 习题 1259 的 基础 上 可 以 得 到 以 下 结论 . 


习题 1260 证 明 , 导数 履 (z) = 大 为 常数 的 唯一 函数 f(z) (-co < z < +co) 是 线 
性 函数 f(z) = kz 十 洲 

解 ” 作 辅 助 函数 F(z) = f(z) - kz, 则 就 处 处 成 立 已 (z) = 0, 因此 羽 为 常 值 函数 . 
记 F(z) = 必 就 得 到 /1(z) = kz 二 5 口 

用 数学 归纳 法 可 以 讨论 的 m 阶 导 函 数 恒 等 于 0 时 , 一定 是 次 数 小 于 交 的 多 项 
式 . 这 就 是 下 一 个 习题 . 请 读者 写 出 证 明 . 

习题 1261.1 如 果 j(")(z) = 0, 那么 关于 f(z) 可 以 得 到 什么 结论 ? 


下 一 题 有 点 难 , 其 证 明 中 有 很 好 的 构思 . 
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习题 1261.2 设 f(z) e Ce)(-co, +oo), 且 对 每 一 个 z, 存在 正 整数 mn。 (nz < m)， 
使 得 
Jean(z) =0， 
证 明 函 数 j 是 多 项 式 函 数 ， 


解 任意 取 一 个 点 zo, 又 任 取 一 个 严格 单调 递减 数列 {zk}, 使 得 zk 一 zo (K 一 
co), 如 题 设 条 件 所 示 , 对 每 一 个 zk, 存在 正 整 数 nz，< m, 使 得 ft"*s)(zk) = 0. 由 于 
这 无 穷 多 个 nax 都 只 在 1 .… , 中 取 值 , 因此 存在 正 整数 p < m, 使 得 其 中 有 无 穷 多 个 
zx 一 用. 

不 妨 将 上 述 数列 中 nzx 关 的 其 他 项 去 掉 , 并 重 记 余 下 的 项 为 严格 单调 递减 数列 
{fzk}, 于 是 它 仍然 收敛 于 zo, 同时 有 
J)(zk) 王 0 大 =12…… 
由 于 j 无穷 次 可 微 , 因此 fp)(z) 是 (-co,+co) 上 的 连续 函数 . 于 是 就 推出 
JO(zo) = im Jo(zk)=0， 

对 每 一 个 忆 在 区 间 (zk+i, zk) 上 用 罗 尔 定理 , 这 样 就 得 到 收敛 于 zo 的 新 的 严格 单 

调 递减 数列 , 记 为 {z4}, 它 具 有 性 质 
Jo+D(o) 一 0 大 =12……. 
利用 ftz+0)(z) 的 连续 性 , 又 得 到 flz+D(zo) = 0. 

如 此 继续 就 可 以 证 明 ft")(zo) = 0， 由 于 zxo 是 任意 取 的 , 这 样 就 证 明了 在 
(-oo,+oco) 上 fm(z) = 0 处 处 成 立 , 最 后 用 上 一 题 的 结论 即 可 ， 口 

注 ”从 微分 学 角度 看 , 多 项 式 函数 的 一 个 特征 就 是 : 在 每 个 点 处 的 足够 高 阶 的 导数 
一 定 等 于 0. 而 且 这 个 阶 数 对 所 有 点 是 一 致 的 . 这 是 因为 对 于 次 多 项 式 , 其 (n+ 1) 阶 
导 函 数 就 恒 等 于 0. 本 题 则 表明 , 如 果 高 阶 导数 为 0 的 阶 数 有 界 , 则 这 样 的 函数 也 只 能 
是 多 项 式 . 


习题 1262 证 明 , 满足 方程 y = )Xg (和 为 常数 ) 的 唯一 函数 
=y(z) (-oo <z< +oo) 
是 指数 函数 
2 = Cei=， 
其 中 C 是 任意 常数 . 


解 将 方程 改写 为 W -- Xg = 0, 然后 乘 以 e 和 =, 就 得 到 
ee 人- 到 = 是)=0. 
根据 习题 1259 的 结论 , 存在 常数 C, 使 得 e-izy = C, 这 就 是 y = Cexz， 口 
注 本 题 的 方法 是 对 微分 表达 式 y -- Xy 乘 以 一 个 适当 的 因子 , 使 它 成 为 某 个 表达 
式 的 导数 . 这 种 技巧 也 可 称 为 凑 微 分 法 , 它 有 很 多 应 用 . 
下 面 的 几 个 习题 都 是 微分 法 在 恒等式 证 明 中 的 应 用 , 其 中 1263 题 只 列 出 题 , 其 中 
的 jz) 与 前 面 的 习题 1258.2 中 的 函数 相同 (只 是 后 者 在 > = I 处 定义 为 0), 从 略 . 
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习题 1263 验证 函数 
jz) = arctan 1 二 和 9(z) = arctanz 
在 区 间 (1) z < 1, (2) z > 1 内 有 相同 的 导数 , 并 导出 这 些 函 数 之 间 的 关系 . 
在 习题 1264 的 两 个 小 题 中 给 出 第 一 小 题 的 解答 , 并 解释 便 等 式 的 意义 . 
习题 1264(a) 证 明 下 列 恒等式 
2arctan7 十 arcsin 22 本 
1 十 2 


解 在 |zl > 1 时 对 恒等式 的 左边 求 导 得 到 
-1 20 十 z) 一 4z2 
(2arctanz+ arcsin 本 还 ) 一 本 | 天 十 由 1 GHz 
人 1+z2 ) 


一 Tsgnz (|z| > 1) 


到 四 . 24 一 z2) 

1 十 z2 一 1 (1+22) 
又 利用 恒等式 左边 的 表达 式 为 连续 函数 因此 在 z > 1 和 z < -1 时 分 别 为 常 值 函数 . 
在 这 两 个 区 间 上 分 别 用 = 1 和 zr = -1 代入 就 得 到 要 求证 的 结果 ， 口 

注 微分 法 很 容易 证 明了 上 述 恒等式 , 但 它 没 
有 告诉 我 们 这 个 恒等式 是 什么 意思 , 以 及 为 什么 在 
lz| > 工时 才 成 立 这 个 恒等式 ， 我 们 又 可 以 问 ;: 在 
lz| < 工时 发 生 了 什么 ? 

由 于 恒等式 左边 的 两 项 都 是 奇 函 数 ， 下面 只 看 
z > 0. 如 附 图 所 示 ， 在 < 1 时 这 两 个 函数 恒 等 , 而 
习题 1264(a) 的 附 力 在 z> 1 时 关于 y= 六 开 对 称 , 它们 的 和 为 


现在 不 用 微分 法 来 证 明 这 两 个 结论 . 计算 第 一 项 的 正弦 值 , 就 有 


sin(2 arctanz) = 2sin(arctan z) cos(arctanz) 


27 
一 2 一 ,一 一 = 一代， 
Vi 二 VI+ 开 1+2 


在 |z| 和 1 时 , | arctanz| 入 至， 其 两 倍 不 超过 x/2, 因此 就 得 到 


arCcsin 5 一 2arctanz (|z| < 1)， 
当然 这 也 可 以 用 微分 法 来 证 明 (参看 附录 一 的 习题 323(b) 和 附录 二 的 习题 1519). 

当 z > 工时 , 2arctanz 介 于 /2 与 和 之 间 , 而 反正 弦 函 数 的 值 不 超过 r/2, 因此 两 
项 不 会 相等 . 这 种 情况 在 81.8 已 经 多 次 遇 到 . 利用 


sin(r 一 2arctan 2) 一 = sin(2 arctanz) 一 


2z 

1 十 z2” 
而 这 时 的 0 < 开 一 2arctanz < T/2， 就 得 到 下 列 等 式 ， 它 也 就 是 所 要 证 明 的 恒等式 : 
2z 


元 一 2arctanz 一 arcsin I 
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习题 1265 证 明 , 如 果 函数 f(z) (1) 在 闭 区间 [c, 引 上 连续 ; (2) 在 它 的 内 部 有 有 限 
导数 尹 (z); (3) 不 是 线性 函数 , 那么 在 开 区 间 (oa, 切 内 至 少 能 找到 一 点 c, 使 得 


Ial>| 玖 = 井 |， 


试 给 出 这 个 事实 的 几何 说 明 . 


分 析 “本 是 可 从 几何 上 来 思考 .如 附 图 所 示 , 作 
出 了 连接 点 G Jo)) 和 (2 Jo) 的 直线 段 , 它 的 斜率 闻 
就 是 了 人 二 7) ， 图 中 硬 的 是 斜率 大 于 0 的 情况 . 

由 于 厂 7(z) 不 是 线性 函数 因此 在 它 的 图 像 
(没有 画 出 ) 上 一 定 有 不 在 上 述 直线 段 上 的 点 . 不 妨 如 
图 所 示 , 设 有 点 (d 7(d) 在 直线 段 的 上 方 . 用 两 条 虚 
线 将 它 与 直线 段 的 两 个 端点 相连 接 , 则 可 以 看 出 其 中 习题 1265 的 有 图 
有 一 条 的 伸 率 大 于 直线 段 的 侠 率 . 

根据 拉 格 朗 日 中 值 定理 , 在 区 间 la dj 上 的 函数 y -7(z) 的 图 像 中 一 定 存在 这 样 的 
点 , 使 得 该 处 的 切线 斜率 等 于 连结 点 (o, 7(a)) 和 (dj(d) 的 虚线 的 斜率 . 

对 于 函数 图 像 上 有 点 在 该 直线 段 下 方 的 情况 , 留 给 读者 考虑 . 

于 是 已 经 明白 了 这 道 题 的 意思 是 什么 , 下 面 就 是 如 何 写 出 一 个 严格 的 证 明 ， 

此 外 , 从 运动 学 角度 也 可 以 给 出 解释 设想 * 为 时 间 , 则 从 时 刻 到 时 刻 “ 的 质点 
直线 运动 中 , 如 果 不 是 匀速 运动 的 话 , 一 定 有 基 个 时 刻 的 瞬时 速度 大 于 (和 小 于 ) 全 程 的 
平均 速度 ， 口 

解 “ 由 于 / 不 是 线性 函数 , 因此 存在 点 Le (a, 中， 使 得 

JazJ1a+ 贡 = 人 ae-a)， 
不 护 只 讨论 上 式 的 “#* 为 大 于 的 情况 . 这 时 从 
jg>jaO+ 贡 = 四 ea)， 


(of(a) 


即 可 推出 不 等 式 
翅 = 各 1) 、j 加 一 Jo) 
二 慨 ba 
亿 = 介 -0O-Ja- 贡 -fo-a 
区 = 直 J@， 
最 后 在 [可 和 [如 上 分别 用 粒 格 及 日 中 值 定理 就 知道 存在 点 5,7, 使 得 c< 5 < d < 
九 < 思 且 有 


和 


19=- 直 = 塌 ，rm= 了 到 = 人 


综合 以 上 就 找到 了 两 个 点 & 箱 | 信 ， 使 得 
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7@> 名 -Jo 、ram， 


可 见 在 6 中 一 定 有 一 个 点 的 导数 绝对 值 大 于 | 了 人 ) 一 了 | 将 该 点 取 为 < 即 可 ， 口 
本 节 的 最 后 两 个 习题 将 放 在 补 注 小 节 中 作 介绍 - 


2.6.5“” 补 注 (习题 1266-1267) 
1. 达 布 定理 与 导 函 数 的 不 连续 点 


在 习题 1258.1 中 已经 给 出 了 导 函 数 的 一 个 重要 性 质 ( 即 导 数 极 限定 理 ), 这 里 再 补 
充 有 关 导 函数 的 一 些 基 本 性 质 .首先 是 达 布 定理 , 然后 证 明 区 间 上 的 导 函 数 不 可 能 有 第 
一 类 不 连续 点 . 

车 j(z) 连续 , 则 它 显 然 具 有 介 值 性 质 . 达 布 定理 则 表明 : 导 函 数 的 介 值 性 质 与 其 
是 否 连续 没有 关系 . 这 也 称 为 导 函 数 具 有 达 布 性 质 . 


命题 2.1 ( 导 范 数 的 介 值 定 理 ， 达 布 定理 ) 导 函 数 在 区 间 上 的 值 域 一 定 是 区 间 . 
(下 面 给 出 两 个 证 明 . 其 中 证 1 出 现 于 2004 年 , 证 2 是 比较 传统 的 方法 .) 
证 1 只 要 证 明 : 若 在 区 间 [c, 直上 的 函数 7 处 处 可 导 , 且 有 亚 (a) 关 产 (, 则 瑚 就 
能 取 到 介 于 /7(o), 户 (b) 之 间 的 每 个 值 . 这 等 价 于 帮 的 值 域 包含 区 间 [ 放 (o), 刻 (] @. 
Ce ja) 如 附 图 1 所 示 用 割 线 斜 率 定义 辅助 函 数 ; 


本 f(z) 一 Xa) 
go) = 7 oa 人 ee 二 贡 


TO) 
ja)， ZT 一 ah 
则 9 es Co, 如 . 为 简明 起 见 记 
(7(o) 态 葡 了 =/ 纪 
罗 一 Q 
站 市 守 理 的 失 因 则 函数 9 的 值 域 包含 区 间 [7(a) ,时 . 
根据 拉 格 朗 日 中 值 定理 的 几何 意义 , 当 a < z 和 "时 割 线 斜率 g(z) 的 值 一 定 等 于 
在 (az) 中 某 点 上 的 导数 值 ( 见 附 图 1), 因此 导 函 数 jP. 的 值 域 必 定 包含 了 函数 9 的 值 
域 , 从 而 包含 了 区 间 [ 户 (a), 及 . 
同样 可 证 : 导 函 数 访 的 值 域 也 包含 区 间 [K, 产 ( 吕 ]. 由 于 不 论 大 如 何 , 总 有 
[Po)U 基 区 2 Do) 7 
因此 导 函 数 疡 的 值 域 一 定 包含 区 间 [ 放 (o), 疡 (切口 
证 2 与 证 1 相同 只 需 证 明 :着 w < 咏 且 在 区 间 la, 引 上 有 户 (a) 关 户 (O, 则 产能 
够 在 lc, 如上 取 到 介 于 7j(a), 户 (之 间 的 每 个 值 . 


@ 为 了 令 述 简明 起 见 ,约定 在 记号 [ 尹 (a), 瑚 ( 鸭 ] 中 允许 尹 ( 归 < 瑚 (a). 这 个 约定 还 延伸 到 下 面 整 个 证 明 
中 出 现 的 各 个 区 间 记号 . 


270 第 二 章 “一 元 微分 学 


先 讨论 P(a)J"(b < 0 的 特殊 情况 , 目 不 妨 设 有 人 ) 
ja) >0 和 jg < 0 ( 见 附 图 2). 从 导数 的 定义 可 
知 , 在 点 w 右 侧 邻 近 的 函数 值 大 于 ja), 而 在 点 8 左 
便 邻 近 的 函数 值 大 于 /(), 于 是 连续 函数 了 在 [a, 
上 的 最 大 值 点 5 只 能 是 某 个 内 点 5 e (ab 从 而 拓 一 
定 是 极 大 值 点 . 根据 费 马 定理 , 必 有 (5) = 0. 和 


对 于 P(a) 关 卢 (的 一 般 情 况 , 若 c 介 于 这 两 个 导数 值 之 间 , 则 作 辅助 函数 
F(z) = jz) -cz， 

于 是 就 有 已 (ao) 本 (= (P(o) -cl(7P(O) - e) < 0. 根据 前 面 已 经 讨论 过 的 特殊 情况 , 存 
在 e (oa 中 ,使 得 本 (5) = 0, 这 也 就 是 产 (5) = c， 口 

从 达 布 定理 可 以 得 到 下 列 有 用 的 推论 

推论 设 jJ(z) 在 区 间 工 上 可 微 , 且 P(z) 处 处 不 为 0, 则 jz) 严格 单调 . 

证 ”从 达 布 定理 知 尹 (z) 保 号 . 不 妨 设 在 T 上 处 处 有 户 (z) > 0, 则 当 zi < zz 时 , 就 
有 *e (zl, za), 使 得 


jza) -frzl) = 7(6)(za 一 zi) > 0， 
即 /(z) 为 严格 单调 递增 函数 . 同样 可 知 若 在 工 上 处 处 有 疡 (z) < 0, 则 7(z) 严格 单调 递 
减 ， 口 


命题 2.2 在 区 间 上 有 定义 的 导 函 数 不 会 有 第 一 类 不 连续 点 . 


证 1 (用 导数 极限 定理 证 明 ) 

用 反 证 法 设 导 函 数 记 在 区 间 工 上 有 定义 . 若 zo 为 工 的 内 点 @, 且 为 记 的 第 一 类 
不 连续 点 , 则 导 函 数 于 点 ro 处 存在 两 个 有 限 的 单 侧 极限 P(zo + 0) 和 P(zo - 0)， 

又 由 于 存在 导数 尹 (zo), 因此 /在 点 zo 处 连续 . 应 用 导数 极限 定理 , 可 见 /在 点 zo 
处 存在 两 个 单 侧 导数 站 (zo) 和 产 (zo), 且 有 

片 (zo) = czo+0)， 瑚 (zo) = 大 (zo 一 0). 
由 于 存在 族 (zo), 因此 有 /(zo) = 妃 (zo) = 及 (zo)， 

综合 以 上 可 见 P(zo] = jzo -0) = j(zo + 0), 于 是 饭 于 点 zo 处 连续 , 引出 矛 
盾 ， 口 

证 2 (用 达 布 定 理 证 明 ) 

用 反 证 法 . 设 导 函 数 庆 在 区 间 工 上 有 定义 . 若 zo 为 工 的 内 点 , 且 为 六 的 第 一 类 不 
连续 点 , 则 导 函 数 于 点 zo 处 存在 两 个 有 限 的 单 侧 极限 六 (zo + 0) 和 户 {zo - 0). 这 时 其 
中 至 少 有 一 个 不 等 于 P(zo). 

不 妨 只 讨论 j(zo) 关 j(zo + 0) 的 情况 ， (这样 也 已 经 将 端点 情况 包含 在 内 了 .) 
记 a = jzoj, = jzo+0), 且 az 取 s= 届 -al/2, 则 存在 5 > 0, 使 得 当 
zo 和 ZE zo 二 9 时 , 导 函 数 户 的 取 值 除了 a = 户 (zo) 之 外 , 只 能 落 在 区 间 

@ 这 里 只 需要 讨论 内 点 ， 因 为 端点 情况 已 经 为 导数 极限 定理 所 包含 了 . 
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化 一 上 cb 十 5) 
之 内 . 由 于 < 一 必 一 al/2,a = j 户 (zo), 因此 产 在 区 间 zo < z < zxo 二 5 上 的 值 域 不 是 | 
间 , 这 与 达 布 定理 矛盾 口 
注 “从 本 命题 知道 , 不 是 每 一 个 函数 都 可 以 成 为 某 个 函数 的 导 函 数 的 , 例如 sgn(z) 
区 间 [--1,1] 上 就 不 可 能 是 任何 函数 的 导 函 数 . 
从 习题 991 知道 在 区 间 上 的 导 函 数 可 有 不 连续 点 , 当然 那 是 第 二 类 不 连续 点 . 


网 


入 


2. 习题 1266-1267 


习题 1266 有 一 定 的 难度 , 它 的 意义 也 不 很 简单 , 因此 放 在 补 注 中 讨论 . 


习题 1266 证 明 , 如 果 (1) 函数 f(z) 在 闭 区 间 [o 吕 上 有 二 阶 导数 P(z); (2) 
ja) = Po) = 0, 那么 在 开 区 间 (o 中 内 至 少 存在 一 点 e, 使 得 
w 4 
|j(c)| > 全 古 :7 一 Fa)l 
又 若 满足 条 件 (1),(2) 的 f(z) 不 是 常 值 函数 , 则 在 (c, 虽 内 至 少 存在 一 点 c, 使 得 
4 


| 六 (oj| > 人 全 丈 ) jb 一 Fa) 


分 析 若 /为 常 值 函数 , 则 结论 显然 成 立 . 以 下 只 考虑 不 是 常 值 函数 的 情况 . 
将 j(z)] 的 绝对 值 的 上 确 界 记 为 
天 = sup | 六 (z)|， 
a<IT<b 

这 时 天 关 0. 否则 , 从 天 = 0 推出 尹 (z) 为 常 值 函数 . 配合 条 件 (a) = 六 (b) = 0 则 可 
见 放 (z) = 0, 这 与 f(z) 是 非常 值 函 数 的 假定 矛盾 . 

若 天 = +co, 则 结论 已 经 成 立 . 以 下 设 天 为 大 于 0 的 有 限 实数 . 

本 题 涉及 户 /, /, 既 可 以 从 几何 上 考虑 , 也 可 以 从 运动 学 上 考虑 . 先 从 后 者 来 看 ， 
这 与 中 学 物理 的 匀 加 速度 的 质点 直线 运动 公式 s = 去 有 密切 联系 . 其 中 + 上 是 时 间 , a 
是 加 速度 , s 是 所 经 过 的 路 程 . 

现在 将 > 看 成 为 时 间 , 从 增加 到 则 所 要 证 明 的 结论 就 等 价 于 关于 路 程 . 时 间 和 
加 速度 之 间 的 一 个 不 等 式 : 


1 四 一 Fol< 至 K@ 一 ao?， 人) 
其 中 天 是 加 速度 的 绝对 值 的 最 小 上 界 . 
现在 换 一 个 角度 , 设 天 给 定 , 则 上 述 不 等 式 表明 无 论 什么 样 的 运动 , 只 要 加 速度 的 
绝对 值 不 超过 瓦 , 则 在 时 间 [o, 引 上 经 过 的 路 程 必 须 满足 它 . 
于 是 可 以 考虑 , 如 何 使 得 路 程 达到 最 大 ? 不 妨 只 考虑 f(b) > Fa) 的 情况 . 这 时 显 
然 应 当 使 得 尹 (z) > 0 成 立 . 从 初始 速度 j(a) = 0 开始 , 当然 应 当 全 加 速 前 进 . 但 不 要 
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忘 了 最 后 还 要 停 下 来 , 即 要 满足 族 () = 0 ( 即 所 谓 软 着 陆 ), 因此 一 个 合适 的 策略 就 是 在 

前 一 半 时 间 中 取 户 (z) = 五 而 在 后 一 半 时 间 中 取 大 (z) = 一 入 @. 这 时 的 路 程 是 
?和 (5 二- 中 

即 恰好 是 所 要 证 明 的 不 等 式 (+) 的 右边 

再 考虑 到 上 述 策略 在 加 速度 从 天 转换 为 -天 时 的 跳跃 , 而 我 们 要 求 处 处 二 阶 可 
导 , 因此 实际 上 只 可 能 成 立 严格 的 不 等 式 (*). 还 可 以 注意 到 , 在 软 着 陆 要 求 下 , 最 大 路 
程 不 超过 匀 加 速 情况 下 的 路 程 寺 天 (0 -- oj)? 的 一 半 . 

下 面 我 们 再 从 几何 上 来 考虑 问题 . 这 时 要 求 读者 知道 积分 学 中 的 牛顿 - 莱 布 尼 茨 公 
式 等 内 容 . 若 目前 还 没有 学 到 , 则 可 在 以 后 再 读 下 一 段 内 容 . 

如 附 图 所 示 , 连接 点 4(a;,0) 和 刀 (b,0) 的 曲线 是 
j(z). 直线 段 4C 和 姜 已 的 斜率 为 天, CB 和 47D 的 斜 
率 为 一 开 . 由 于 |j(z)| 和 天 ,曲线 广 (z) 完全 落 在 平行 
四 边 形 4CBD 内 . 

根据 牛顿 - 莱 布 尼 茨 公式 , 曲线 /(z) 与 z 轴 包 围 的 

了 图 形 , 即 在 附 图 中 的 阴影 区 域 , 其 面积 就 是 |j(b) -- /(a)|， 
习题 1266 的 附 图 它 不 会 超过 三 角形 4CB 或 4DB 的 面积 . 后 者 就 是 (+) 
的 右边 . 

由 于 只 有 当 (>) 的 图 像 与 折线 4CB 或 者 4DB 重合 时 , 才能 使 得 (*) 两 边 相等 ， 
而 fj"(z) 处 处 可 导 决 定 了 不 可 能 取 这 样 的 折线 , 因此 (*) 成 立 严格 的 不 等 号 ， 口 

现在 开始 写 出 本 题 的 解 . 为 了 便于 理解 , 将 证 明 中 的 一 些 细节 独立 写成 为 引 理 @， 
它们 本 身 也 是 拉 格 朗 日 中 值 定 理 的 简单 应 用 . 引 理 1 的 内 容 简 单 , 证 明 从 略 . 

引 理 1 设 函 数 /(z) 于 [oa 口上 连续 , 于 (a,b5) 上 可 微 . 

(1) 车 在 (oa,b) 上 成 立 Ptz) > 0, 则 7 > Fa); 

(2) 又 若 在 (ob) 上 成 立 P(z) > 0 但 不 恒 等 于 0, 则 7 > Jo). 

引 理 2 ” 设 函数 j(z) 在 [o, 中 上 连续 , 于 (a,) 上 可 微 . 

(1) 若 对 某 个 常数 天 在 (o,b) 上 成 立 不 等 式 |j(z)j| < K(z - a), 则 有 

Hg-Fols 和 去 @-a23 
(2) 若 在 (a,) 上 成 立 |P(z)| < 天 (z - a), 但 不 恒 成 立 等 号 , 则 有 
Hg-Jol< 等 @-o 
证 (1) 将 条 件 改 写 为 两 个 不 等 式 : 
一 KGz 一 osjz)< 和 天 (zz 一 路， 
写 这 种 策略 在 控制 论 中 称 为 Bang-Bang 控制 原理 .这 里 的 分 析 已 经 表明 , 在 固定 时 间 内 要 使 得 路 程 最 
大 , 就 应 当 采用 这 样 的 策 路 . 又 可 以 看 出 , 为 了 完成 既定 路 程 , 采取 Bang-Bang 控制 方式 即 是 使 得 时 间 最 省 
( 即 快速 最 人 控制 ) 的 策略 . 


外 对 于 学 过 下 一 节 的 单调 性 和 不 等 式 的 读者 来 说 , 这 两 个 引 理 都 是 “容易 "的 ， 若 学 过 积分 学 ， 则 就 更 
为 "平凡 了 ， 
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然后 定义 辅助 函数 
F@) = 至 (ec-o?-[(z)-/(oj， 
则 有 RE(a) = 0, 玉 (z) = 天 (一 j(z) > 0. 从 引 理 1 得 出 Rb) > 0, 即 是 
JW-JO< 本 -oj 
又 定义 辅助 函数 
Ge)= U)-fO+ 笃 人 e 一 oj?， 
则 同样 有 G(a) = 0, G'(z) = 记 (z)+ 天 (z 一 a) > 0, 并 从 引 理 1 得 出 GD > 0， 即 是 
JW- Ja> - 重 @- 人 
合并 以 上 就 得 到 |j() - (ao)| < 丈 下 (- a)2. 
(2) 若 至 少 在 某 个 zo 时 有 |j(zo)j| < 天 (zo - o), 则 在 以 上 证 明 中 用 引 理 1 之 (2) 即 
可 得 到 所 要 的 结论 ， 口 
习题 1266 的 解 ”如 分 析 中 开始 所 说 , 只 需 讨论 天 = sup ,7 人 | 为 大 于 0 的 有 限 
实数 的 情况 . 定义 辅助 函数 
若 ( 区 Q& 十 bp 
= 
天 (一 zh)， 叶 
如 附 图 所 示 ，gtz) 的 图 像 训 是 折线 4CE, 它 是 [o, 避 上 的 分 自 线 性 函数 ， 在 中 点 
z = 2 村” 处 有 角 点 
在 as zs 2 寺 " 时 利用 ja) = 0, 对 户 (z) 在 [w,z] 上 用 拉 格 朗 日 中 值 定理 , 而 
在 2 < ass 利用] 的 二 0 对 Fr ) 在 fc, 名 上 用 拉 格 朗 日 中 值 定理 , 就 可 以 建 
立 不 等 式 


jzjls gz as<zsb 
由 于 7(z) 是 在 fw 中 上 的 可 微 函数 , 而 9(z) 在 中 点 了 村” 处 没有 导数 , 因此 上 述 
不 等 式 不 可 能 在 [c, 中 上 恒 成 立 等 号 . 
对 于 区 间 [o, 2 地 *] 和 [了 寺中 分 别 用 引 理 2 之 (1), 就 得 到 下 列 两 个 不 等 式 
|7(C 寺 2 -Fa|< 从 @- oj， 
|r(a 直 2) -ys 从 @-o 
又 利用 引 理 2 之 (2), 可 见 上 述 两 个 不 等 式 不 可 能 同时 成 立 等 号 , 将 两 式 相 加 , 就 得 到 成 
立 严格 不 等 号 的 不 等 式 
1 四 一 Jajls | -7(C2 权 2)|+|f(C2 却 2- fo < 号 Co 口 
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82.7 函数 的 递增 与 递减 . 不 等 式 (习题 1268-1297 ) 


内 容 简介 ”本 节 的 习题 是 用 微分 学 工具 解决 函数 的 单调 性 分 析 , 并 对 于 不 等 式 的 
证 明 提供 一 种 常用 的 方法 . 


2.7.1 “单调 性 分 析 (习题 1268-1287) 


在 第 一 章 中 的 许多 问题, 例如 81.4 中 的 作 图 等 , 都 依赖 于 对 函数 的 单调 性 分 析 . 微 
分 学 为 单调 性 判定 给 出 了 普遍 有 效 的 方法 . 下 面 列 出 这 方面 的 主要 定理 : 

CD) 在 区 间 上 上 有 定义 的 可 微 函 数 ftz) 为 单调 递增 (递减 ) 的 充分 必要 条 件 是 其 导 
函数 在 7 上 非 负 ( 非 正 ); 

(2) 在 区 间 上 上 有 定义 的 可 微 函数 Flz) 为 严格 单调 递增 (递减 ) 的 充分 必要 条 件 是 
其 导 函 数 在 [上 非 负 ( 非 正 ), 且 在 数 集 

{zeT|fz)=0} 

中 不 包含 任何 子 区 间 ，( 当 疡 (z) = 0 的 点 都 是 孤立 点 时 这 个 条 件 总 是 满足 的 .) 


习题 1270 求 函 数 y = 一 2 > 的 严格 单调 (递增 或 递减 ) 区 间 . 


1I 十 z2 
解 求 导 得 到 
/2(1+z2) 一 4z? ”2(1 一 z2) 
(li+za2 (1+z2)2， 
于 是 导 函 数 的 符号 完全 由 (1 -~ z2?) = (1- z)(1 + z) 确定 . 由 于 U = 0 的 根 为 士 1, 因此 
就 知道 y(z) 在 (oo, -1] 上 严格 单调 递减 , 在 [一 1,1] 上 严格 单调 递增 , 在 [1, +oo) 上 严 
格 单调 递减 , 其 图 像 见 81.4.1 的 习题 257 (牛顿 蛇 形 线 ), 列表 如 下 : 


习题 1273 求 函 数 y = z + | sin 2z| 的 严格 单调 
(递增 或 递减 ) 区 间 . 


分 析 ”如 前 所 说 , 在 对 于 函数 作出 单调 性 分 析 后 
就 可 以 得 到 比较 准确 的 图 像 , 那么 在 用 微分 学 工具 作 
单调 性 分 析 时 , 是 否 可 以 用 81.4 中 作 草 图 的 方法 来 相 
互 配合 呢 ? 我 们 认为 应 当 如 此 . 

如 附 图 所 示 , 用 虚线 作出 y = zx 和 2 = |sin2z| 
的 图 像 , 然后 倒 加 得 到 本 题 函数 的 图 像 , 于 是 单调 性 
有 仙 的 内 本 的 大 致 情况 已 经 清楚 . 
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解 注意 到 sin 2z 是 最 小 周期 为 r 的 周期 函数 , 就 可 以 看 出 |sin 2z| 是 最 小 周期 
为 r/2 的 周期 函数 . 虽然 y(z) = z 十 |sin 2z| 不 是 周期 函数 , 但 在 其 可 导 域 上 导 函 数 
UW(z) = 工 + (|sin 2z|) 却 是 最 小 周期 为 r/2 的 周期 函数 , 因此 只 要 在 [0,r/2] 上 作出 单 
调 性 分 析 后 将 其 结论 "周期 延 拓 " 即 可 . 此 外 还 可 以 注意 到 在 sin 2z = 0 的 点 处 Xz) 的 
导数 不 存在 , 但 两 个 单 侧 导 数 都 是 存在 的 . 

在 [0,r/2] 上 sin 2z > 0, 因此 就 得 到 

y(z)=1+2cos2z, 0<z< 和 可 ， 

上 述 表 达 式 对 于 在 端点 > = 0, 闻 处 的 右 导 数 和 左 导数 也 适用 .这 可 从 导数 极限 定理 
( 即 习题 1258.1) 推出 . 

在 (0, 季 ) 内 解 出 y(z) = 0 的 根 为 = = 号 . 于 是 y(z) 在 0, 号] 上 严格 单调 递增 ， 
而 在 [ 椰 , 下 ] 上 严格 单调 递 减 . 

最 后 答案 为: 对 一 切 整数 mw y(z) 在 [ 玛 ,， 你 + 于 ] 上 严格 单调 递增 , 在 [2 区 + 
9 隶 + 到] 严格 单调 递减 ( 附 图 中 标 出 作为 单调 曲线 段 分 界 点 的 极 大 值 点 )， 口 


习题 1275 求 函数 y = 和 区 的 严格 单调 (递增 或 弟 
减 ) 区 问 . 
解 直接 求 导 得 到 
内 = (z2.2-z) 一 27.2- 一 Z2.ln2.2- 
=zZ.(2 一 zln2).2-*， 
可 求 出 Y = 0 的 根 为 0 和 5 = 2.885, 于 是 可 以 确定 出 习题 1275 的 附 轩 
三 个 单调 区 间 和 极 值 点 的 准确 位 置 , 列表 如 下 : 


2/In2 2.885 


(2/in2, +eo) 
0 一 


和 
ln2) 


这 里 就 显示 出 微分 法 的 优点 .虽然 本 题 的 图 像 也 容易 用 则 线 相 乘 作出 〔 见 附 图 ), 但 
用 31.4 的 方法 一般 只 能 作出 草图 ,难以 准确 地 求 出 单调 区 间 和 极 值 点 的 位 置 ， 口 
习题 1278 求 函 攻 ftz) = z( /号 + sinnz) 的 严格 单调 过 增 或 减 ) 区 间 , 其 
中 zx > 0, f(0) = 0. 
解 “直接 求 导 得 到 在 = > 0 的 导 函 数 表 达 式 : 
六 (2) = 县 +snmz+eosns 习 + VIsin ( 亚 +lnz). 


本 
.2 2 已 1.127 


利用 对 数 示 数 In z 严格 单调 过 增 , 令 = 于 上 lnz, 并 先 在 0, 2 下 上 比较 sint 与 -全 ， 
可 见 当 e [村 mr, 呈 呈 时 sint < -他 ,将 这 个 结论 * 周 期 延 拓 "， 就 知道 对 于 每 个 玫 数 
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m, 当 上 tE [2nr 十 各,2nr+ 号 由 时 sint < 2 从 t= 二 十 Inz 回复 到 自 变 量 ", 就 
可 确定 出 在 区 间 
[exp[k+Dr+ 查 )expl2k+lz+ 器 ] 
上 jz) 严格 单调 递减 . 
不 必 再 作 计 算 就 知道 在 区 间 
[exp[(2E+ IT)r+ 瑟 转 ]， exp[(2K 十 3)x+ 划 瑟 ] 
上 jz) 严格 单调 递增 ， 口 
注 本 昕 的 函数 /(z) 就 是 82.6.2 的 习题 1249 中 的 =sin(ln z) 再 加 上 zt/ 总 . 因此 
根据 那里 的 讨论 与 附 图 已 经 可 以 知道 f(z) 的 图 像 从 0 到 +oe 有 无 穷 多 次 振 葛 , 因此 存 
在 无 穷 多 个 单调 性 区 间 ， 


习题 1279 证 明 , 圆 内 接 正 边 形 的 周 长 pn 随 边 数 m 的 增 大 而 增 大 , 而 圆 外 切 正 
双边 形 的 周 长 囊 , 反而 随 边 数 m” 的 增 大 而 减 小 . 利用 这 个 结论 证 明 , 当 m 一 co 时 , pn 和 
疡 有 相同 的 极限 . 

解 不 妨 设 圆 半径 为 1, 于 是 就 有 

pn = 2n sin 亚 ， 一 2ntan 亚 ， 姥 一 34 
为 了 研究 数列 {pn} 的 单调 性 , 可 以 将 换 为 连续 的 自 变量 > > 3. 在 此 范围 上 定义 
函数 p(z) = 2zsin 于 ， 求 时 得 到 
zl(z) = 2sin 亚 冰 2zcos 亚 ， (- 亚 ) 
一 2cos 亚 (tan 亚 过 亚 )， 
同样 可 以 对 于 数列 {Ph} 定义 P(z) = 2ztan 亚 ， 其 中 > > 3, 然后 求 导 得 到 
书 (z) = 2tan 二 十 2rsec 交 区 . (- 亚 ) 


人 中 ). 


人 了 


由 此 可 见 , 为 了 证 明 z(z) > 0 和 已 (z) < 0, 只 要 建立 当 0 < 上 < 号 时 的 两 个 不 等 
式 sint <t< tant 即 可 . 证 明 这 两 个 不 等 式 的 最 简单 的 方法 是 利用 正弦 和 正切 的 几何 
定义 . 在 多 数 的 教科 书 中 证 明基 本 极限 im sinz -- 1 时 就 是 这 样 做 的 , 此 处 从 略 @. 
于 是 已 经 证 明了 {pn} 严格 单调 递增 人 P， ,严格 单调 递减 然后 从 
pn < pn+l1< 刀 H1< 避 
可 推出 {pn} 有 上 界 , { 已 } 有 下 界 , 从 而 都 收敛 , 在 pn, 媚 , 的 表达 式 中 令 呈 一 oo 可 见 
极限 相同 ， 口 


@ 目前 用 拉 格 朗 日 中 值 定 理 或 其 他 工具 很 容易 证 明 这 两 个 不 等 式 只 是 征 分 学 的 建立 不 可 能 离开 
sinz ~ z (z 一 0) 这 个 基本 极限 , 因此 这 类 证 明 有 循环 论证 之 嫌疑 . 
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注 车 利用 la， 2 sz = 1, 则 一 开始 就 可 以 计算 出 ps 一 2r, 即 单位 圆 的 周 长 . 同 
样 可 以 得 到 疡 , 一 3. 


习题 1280 证 明 函 数 y = (1 + 二 】 在 区 间 (一 co, -0) 和 (0,+co) 上 递增 . 
解 用 对 数 求 导 法 就 有 
内 =yny)' = (1+ 了 二) .em(1+ 圭 )] 
-0+ 表 [mnG+ 井 + (起 
三 
-+ 芭 [e0+ 芭 -二 
于 是 问题 归结 为 证 明 最 后 一 式 的 方 括号 内 的 表达 式 大 于 0. 为 方便 起 见 ,在 该 因子 中 引 
入 变量 + = 十, 得 到 函数 


9(D) = In(1+ 日 一 工 + 
同时 关于 z 的 区 间 (--co, -1) 和 (0,+eo) 分 别 转换 为 关于 t+ 的 区 间 (-10) 和 (0, +co)， 
问题 只 是 证 明 g(t) 在 这 两 个 区 间 上 都 是 大 于 0 的 . 
计算 出 导数 
8 全 三 二 二 二 
了 二 二 人 十 四 (1 十 昌 
可 见 g'() 与 上 同 号 ， 
利用 9(0) = 0, 就 可 以 在 区 间 [0, 吕 上 
用 拉 格 朗 日 中 值 定理 得 到 
9 一 9(0) =9(b) 一 妇 人 (00)， 
其 中 0<9< 1 并 允许 -1<t<0. 
由 此 可 见 , 在 it> 0 和 -1<t<0 时 都 
有 9g(b > 0. 习题 1280 的 附 图 
综合 以 上 讨论 就 已 经 证 明 在 指定 的 两 个 区 间 上 函数 % > 0, 因此 y 在 两 个 区 间 上 分 
别 为 严格 单调 递增 函数 ( 见 附 图 )， 口 
注 “不 用 微分 法 也 可 解决 本 题 . 回顾 前 面 在 81.4.7 中 关于 函数 
1 工 
9 = ( 仁 十 1 
的 单调 性 分 析 及 其 附 图 , 可 见 从 该 函数 在 (1,0) 和 (0, +co) 上 的 严格 单调 递减 就 恰好 
等 价 于 本 题 要 求证 的 结论 . 此 外 , 也 不 难看 出 , 该 处 的 函数 图 像 在 寺 = 去 的 变量 变换 下 
就 得 到 本 题 的 函数 图 像 . 
比较 这 两 种 方法 可 以 看 出 , 微分 学 给 出 了 普遍 有 效 的 工具 , 而 在 前 面 的 方法 则 依赖 
于 许多 特殊 的 结果 和 工具 . 因此 在 有 了 微分 学 之 后 , 我 们 可 以 回 过 去 对 许多 在 当时 感到 
较 困 难 的 问题 给 出 很 容易 的 解法 .这 不 仅仅 限于 单调 性 分 析 , 还 包括 前 面 的 许多 其 他 问 


nbiw eaaane 
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题 . 只 是 要 注意 不 要 出 现 循环 论证 的 错误 . 这 方面 的 一 个 典型 例子 就 是 用 后 面 的 82.9 的 
洛 必 达 法 则 去 证 明 81.5 中 的 基本 极限 im 于 这 蕊 


习题 1281 证 明 , 有 理 整 函数 
P(z)=ao+az 二 … 二 +anzn 21lan 关 0) 
区 间 (-oo, -zo) 和 (zo; +oo) 内 是 严格 单调 的 , 其 中 zo 为 足够 大 的 正 数 . 


解 1 求 导 得 到 
Pr(z) = nanzn-1+ (mn 一 1)an lz 2 十 十 al 


二 mn-1 ， 人 -loan 工 .aa _ 1 ] 
本 [+ 也.Qn EN Tan Zr] 


可 见 在 上 式 的 方 括号 内 除了 第 一 项 1 之 外 , 其 余 - 1 项 当 |z| 一 +ee 时 都 是 无 穷 小 量 . 
因此 存在 ro > 0, 使 得 当 |z| > zo 时 导 函 数 P'(z) 的 符号 完全 由 anz"-! 确定 , 因此 在 
(-oo, -zo) 和 (zo,+co) 上 P(z) 严格 单调 ， 口 

解 2 P'(z) 作为 mn 一 1 次 多 项 式 或 者 没有 实 根 , 或 者 , 根据 韦 达 定理 , 至 多 有 郊 一 1 
个 实 根 , 因此 存在 zo > 0, 使 得 当 lz| > zo 时 P'(z) 没有 实 根 , 从 而 在 (-co, -zo) 和 
(zo, +co) 上 分 别 保 号 , 这 就 保证 了 已 (z) 在 这 两 个 区 间 上 分 别 严 格 单调 ， 口 

习题 1282 证 明 , 不 恒 等 于 常数 的 有 理 函 数 

R(z) = 00 十 QZ 十 … 十 anzn (anbm 尖 0) 


十 bz 十 … 十 bmzm 
在 区 间 (-oo, -zo) 和 (zo,+eo) 内 严格 单调 , 其 中 zo 为 足够 大 的 正 数 ， 


和 


解 将 R(z) 的 表达 式 的 分 子 和 分 母 分 别 记 为 P(z) 和 Q(z), 则 就 有 
Ri)= 三 CQ 一 CE)PG) 
Qz(z) 
可 见 导 函数 妨 (z) 的 符号 是 由 上 式 的 分 子 决定 的 . 由 于 这 个 分 子 是 多 项 式 , 利用 上 题 
的 结论 , 因此 存在 zo > 0, 使 得 该 多 项 式 在 (--co; -zo) 和 (zo, +ce) 上 分 别 保 号 , 且 使 
Q@(z) 关 0. 这 就 推出 R(z) 在 这 两 个 区 间 上 分 别 严 格 单调 口 


习题 1284 证 明 , 如 果 P(z) 为 单调 递增 的 可 微 函 数 , 上 且 当 zx > zo 时 有 
Pols wo)， 
那么 
If(z) - (zol < 2(z) 一 p(zo) (zz0). 
对 这 一 事实 给 出 几何 说 明 . 


解 ”将 条 件 改写 为 
-eof(z) 入 万 (z) 和 (zj z>zo， 
也 就 是 在 zx > zo 上 同时 成 立 (1) fr(z) 一 w(z) < 0 和 (2) 户 (z) +w(z) > 0. 
作 辅 助 函数 
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Fr) = 7(z) 一 2(zj， z 之 zo， 
于 是 从 条 件 (1) 有 忆 (z) = 户 (z) 一 9(z) < 0, 从 而 忆 在 z > zo 时 单调 递减 , 就 有 
下 (z) = jz) -2(z) < FF(zo) = jzo) 一 p(zo)， 
整理 后 就 是 
Flz) 一 Flzo) < p(z) 一 9(zo). 
同样 可 作 辅 助 函数 G(z) = jf(z) + 9(z), 并 根据 条 件 (2) 得 到 G'(z) = P(z) 十 
Wi(z) > 0 (z > ro), 因此 G 在 z> > zo 上 单调 递增 , 然后 从 G(z) > G(zo) 得 到 
jz) -rzo) > 一 [p(z) 一 (zo)]. 
合并 以 上 就 得 到 在 r > zo 时 成 立 |j(z) - flzo)| < ep(z) - we(zo). 
本 题 在 不 等 式 证 明和 关于 常 微分 方程 的 解 的 估计 中 很 有 用 它 表明 , 在 条 件 
|P(z)| < we(z) (z > zo) 满足 时 , 函数 了 从 ro 到 z 的 增 量 的 绝对 值 不 超过 wp 的 增 量 , 
为 了 说 明 本 题 的 几何 意义 , 我 们 举 一 个 具体 例子 ， 如 1 1 
附 图 所 示 , 取 f(z) = sinz，z > 0 p(z) = zz > 0, 则 | 
从 jz) = cosz 和 |cosz| 和 1 = w(z) 就 可 以 知道 函数 
jf(z) =sinz, z>0 的 图 像 一 定 处 于 图 中 的 阴影 区 内 , 它 是 由 
% = 士 z (z > 0) 所 限制 的 区 域 . 
这 同时 也 就 是 得 到 了 不 等 式 


lsinz|<z (z>0) 


或 者 写成 
-zZS& 和 sinz 和 sz (z>0)， 口 习题 1284 的 附 图 


下 一 题 提 出 了 点 单调 的 概念 , 其 中 的 证 明 需 要 用 实数 系 的 基本 定理 . 


习题 1286 如 果 函 数 f(z) 在 点 ro 的 某 个 邻 域 |r - ro| < 6 内 函数 增 最 
Aj(zo) = j(z) - jzo) 

的 符号 与 自 变 量 增 量 Az = z - zo 的 符号 一 致 , 那么 称 函 数 ftz) 在 点 zo 递增 . 

证 明 , 如 果 函 数 f(z) {a < z < 中 在 某 个 有 限 或 无 限 区 间 (o,b 内 的 每 一 点 递增 , 那 
么 它 在 这 个 区 间 内 递增 . 

注 “本 题 的 结论 可 改进 为 了 在 (a,b) 上 严格 单调 递增 . 下 面 的 几 个 证 明 都 按 此 要 求 
来 给 出 . 

解 1 (用 确 界 存在 定理 ) 只 要 对 于 任意 两 点 c,d, 满足 < c< d < 几 证 明 
jc) < Fad) 即 可 . 

对 点 c 按 条 件 有 5 > 0, 使 得 当 z e (c,c+ 5) 时 有 (ce) < 7(z). 

定义 数 集 

S={fzs(cd|yol<yc)h 

于 是 只 要 证 明 de 3 就 得 到 所 要 求证 明 的 f(c) < 7(d). 

因 $ 是 非 空 有 上 界 的 数 集 , 根据 确 界 存在 定理 , 8 有 上 确 界 , 记 为 8 = sup 8. 
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以 下 分 两 步 . 

(1 证明 8= dd 

用 反 证 法 . 车 < 则 对 于 点 6 用 昕 设 的 条 件 , 存在 6 > 0, 使 得 在 邻 域 
一 蛋 < 呈 内 , flz) -Jp) 与 = 一 B 同 号 . 特别 有 7(6) < J(8 上 + 号) 

由 于 8 = sup S, 因此 在 (6 -- 51, 5] 内 存在 某 个 点 zl < S, 于 是 有 j(c) < (zl) 

合并 以 上 就 有 


Jo < JeD sp) < 16+ 呈 )， 

因此 点 有 十 和 < 8. 这 与 有 = sup 3 相 矛 盾 . 

(2) 在 8=d=sup3 的 基础 上 证 明 f(c) < fd). 

对 于 点 4 用 题 设 条 件 , 即 存在 bo > 0, 使 得 在 邻 域 |z - d| < 8 内 , jz) - /(d) 与 
Z 一 d 同 号 . 

利用 d 是 8 的 上 确 界 , 因此 在 (d - 52,d 内 存在 点 za < 5, 于 是 有 

ja < flza) < 1(d)， 口 

注 这 里 所 用 的 方法 就 是 在 82.1.3 的 习题 1019 中 使 用 过 的 勒 贝 格 方法 . 

解 2( 用 闭 区 间 套 定理 ) 任意 取 定 cd, 满足 a < c < d < b 我 们 来 证 明 j(c) < 
jg， 

用 反 证 法 . 设 有 (c) > 1(d). 记 cl = c, dh = 小 并 考察 1(2 志 和 )， 

这 时 在 两 个 不 等 式 


7(G) > 7(2 二 全)， 
7(2 二 4) > 1(d) 
之 中 至 少 有 一 个 成 立 . 着 第 一 个 不 等 式 成 立 , 则 记 ca = c, da = 2 志和; 着 第 一 个 不 等 式 
不 成 立 , 则 记 ca = 2 志 于 ,do = d. 于 是 得 到 [co, da], 它 是 [ci, 中 ] 的 子 区 间 , 其 长 度 为 
[cu 四 ] 的 一 半 , 且 成 立 不 等 式 F(cz) > (d2). 
继续 如 此 做 下 去 就 得 到 区 间 套 {[cn, du]}, 其 长 度 un -- cn 一 0, 且 对 每 一 个 呈 满 足 
条 件 fen) > (an)， 
根据 闭 区 间 套 定理 , 该 区 间 套 存在 公共 点 ， 记 为 5- 
对 用 题 设 条 件 , 存在 5 > 0, 使 得 在 邻 域 lz 一 引 | < 5 内, jz) - f(6) 与 了 -5 同 号 . 
由 于 on T 6 m 1 5 因此 存在 N, 使 得 
[cwidanlc (一 66 二 人. 


于 是 成 立 两 个 不 等 式 

few) s JE) < fav)- 
由 于 /cew) -7(6) 与 cv -上 同 号 , 1(5) - J(dw) 与 5 一 dx 同 号 , 而 cv < dw, 因此 以 上 
两 个 不 等 式 不 可 能 同时 成 立 等 号 . 这 样 就 得 到 f(cw) < f(dw), 但 这 与 该 闭 区 间 套 所 有 具 
有 的 特殊 性 质 f(cn) > jf(dn) (n = 1,2,…) 相 矛 盾 ， 口 
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习题 1287 证 明 , 函数 


在 点 z = 0 处 递增 , 但 在 包含 此 点 的 任何 区 间 (一 <,e) 内 不 是 递增 的 , 其 中 s > 0 为 任意 
小 量 . 并 作 这 个 函数 的 草图 . 


解 在 z = 0 处 的 导数 可 以 按照 定义 计算 如 下 : 
J 四 -四 了 = 各 


0 
一 0 全 


因此 当 || 充分 小 时 , 差 商 f(z)/z 大 于 0, 从 而 了 于 z = 0 处 递增 . 

找 下 来 先 作 此 画 圾 的 六 图 ， 在 /的 表达 式 中 的 第 二 项 与 82.1.3 的 习题 991 中 的 函 
数 zz sin 去 (z 尖 0) 差不多 , 在 与 y = z 梧 加 之 后 就 得 到 附 图 中 的 图 像 . 它 夹 在 两 条 抛 
物 线 y = z 士 2 之 间 , 在 z = 0 附近 有 无 限 多 次 振荡 , 只 是 幅度 随 着 与 原点 的 接近 而 以 
二 阶 无 穷 小 量 的 速度 变 小 . 在 附 图 的 两 个 分 图 中 分 别 按照 两 种 尺度 作出 了 函数 ftz) 在 
原点 附近 的 图 像 ， 


习题 1287 的 附 图 


当然 不 可 能 从 附 图 中 看 清楚 在 原点 邻近 的 f(z) 的 性 态 . 为 此 还 是 需要 用 分 析 方法 
求 导数 , 这 样 就 得 到 
ji(z) 三 1 十 2zsin 二 一 2cos 三 (z 天 0)， 

而 且 可 以 看 出 , 在 邻 域 (<,) 内 前 两 项 的 绝对 值 不 超过 1 + 2e, 于 是 只 要 取 < > 0 足够 
小 , la) 在 点 z = 记 处 的 符号 就 完全 由 第 三 项 -2cos 5 元 = 2(-1D)"+ 决定 , 其 中 
取 一 切 非 零 整数 . 由 于 户 (z) 的 符号 在 > = 0 的 任何 邻近 都 是 不 断 变化 的 ,从 而 / 不 
可 能 是 邻 域 (一 <,e) 上 的 单调 递增 函数 ， 口 

注 由 上 可 见 , 函数 在 一 点 递增 (或 递减 ) 确实 是 一 种 新 的 局 部 性 概念 , 可 称 为 "点 
单调 ” 与 此 对 比 , 平时 所 说 的 单调 概念 却 是 具有 整体 性 质 的 概念, 因为 它 必须 是 对 于 某 
一 个 区 间 而 言 的 , 姑且 称 为 “区 间 单 调 ". 这 与 上 一 章 中 的 连续 和 一 致 连续 概念 之 间 的 关 
异 是 类 似 的 . 
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2.7.2 “不等式 (习题 1288-1295, 1297) 


这 里 给 出 了 用 单调 性 来 证 明 不 等 式 的 许多 习题 . 实际 上 前 面 的 习题 1284 就 是 如 此 
下 面 是 证 明 不 等 式 时 的 常用 定理 . 


习题 1288 证 明定 理 , 如 果 : 
(1) 函数 P(z) 和 W%(z) nm 阶 可 微 ; 
(2) pg 人 9(zo] = VD(zo) (= 0 一 1); 
(3) 当 z > zo 时 有 ep)(z) > Wo 人 (z)， 
那么 当 z > zo 时 不 等 式 
9(z) > (7) 
成 立 . 


解 1 作 辅 助 函数 F(z) = p(z) -yz),z > zo. 
这 时 的 条 件 (3) 即 是 在 > > zo 时 成 立 FC(z) > 0, 因此 就 推出 函数 下 的 m 一 1 阶 
导 函 数 Pt"-U(z) 在 z > zo 时 严格 单调 递增 . 
然后 再 利用 条 件 (2) 中 的 大 = 一 1 即 Fo- 0(zo) = 0, 这 样 就 得 到 在 > > zo 时 的 
不 等 式 Fn-D(z) > Fn-D(zo) = 0. 
继续 如 此 做 下 去 就 得 到 z > zo 时 成 立 F(z) > 0, 即 p(z) > V(z)， 口 
解 2 作 辅 助 函数 F(z) = p(z) - %(z),， z > ro 这 时 的 条 件 (2) 是 Fo(zo) 一 
0( 居 =0,1… 沁 一 1]), 条 件 (3) 是 当 z > zo 时 开 (z) > 0. 
在 区 间 fzo, z| 上 对 于 函数 尸 用 拉 格 朗 日 中 值 定 理 , 存在  s (zo, z), 使 得 成 立 
FE(z) = F(z) 一 Fozo) = 已 (6)(z 一 zo)， 
然后 在 区 间 [zo,6] 上 对 屎 用 拉 格 朗 日 中 值 定 理 , 存在 ez e (zo, 6), 同时 利用 上 面 的 等 
式 , 使 得 成 立 
FE(z) = [ED) 一 已 (zo)](z 一 zo) 
= R(ea)(5 一 czo)(z 一 zo). 
如 此 继续 下 去 , 就 得 到 zo < 尔 < …… < 扎 < 避 < z, 使 得 成 立 
F(z) = Fo(Sn)(tn 一 z0) (Sa 一 zo)(t 一 zo)(z 一 zo). 
最 后 利用 条 件 (3) 即 可 推出 E(z) > 0 (z > ro), 也 就 是 所 要 求证 的 p(z) > V(z) (z > 
注 解 1 是 直接 利用 单调 性 来 证 明 . 实际 上 本 节 一 开始 列 出 的 用 导数 来 判定 单调 
性 的 定理 也 可 以 由 拉 格 朗 日 中 值 定 理 得 到 . 因此 两 个 解法 本 质 上 相同 . 
下 一 题 中 含有 5 个 小 题 , 我 们 只 讨论 其 中 的 两 个 . 注意 这 些 习 题 中 的 不 等 式 本 身 也 
是 微分 学 中 的 常用 工具 . 
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习题 1289 (a) 证 明 不 等 式 er > 1+z (z 天 0). 


解 1 令 Fz)=er 一 1-z 则 有 R(0)=0, 忆 (z)=er 一 1. 在 z>0 时 玉 (z) >0， 
而 在 z < 0 时 (z) < 0, 可 见 F(z) 在 [0,+co) 上 严格 单调 递增 , 而 在 (--oo,0| 上 严格 
单调 递减 , 因此 F(z) > 下 (0) = 0 对 一 切 z 关 0 成立 ， 口 

解 2 当 z 关 0 时 在 区 间 [0,z] (其 中 对 z < 0 采取 相同 记 法 ) 对 er - 1 - z 用 拉 格 
朗 日 中 值 定 理 , 就 有 0 < 9 < 1, 使 得 成 立 

ez 一 1 一 z=(egz 一 1).z， 
可 见 无 论 z 关 0 是 正 还 是 负 , 右边 都 大 于 0.， 口 

注 回顾 在 81.2.9 中 对 于 习题 75(b) 的 初等 证 明 及 其 附 图 , 可 以 看 出 有 与 没有 微分 

学 工具 的 差别 . 


习题 1289(e) ( 延 森 不 等 式 ) 证 明 不 等 式 
(zs+3ge)w > (z4+3)5 (rz>0y>00<a<D). 


解 1 利用 不 等 式 两 边 是 z,y 的 齐 次 函数 , 将 右边 记 为 4 = (z8 二 gp) 计 ， 除 以 两 
边 , 就 得 到 等 价 的 不 等 式 ， 


[二 ) + (长 门 ”> 1 (过 ) +( 革 > 
右边 的 不 等 式 只 要 利用 > < 4,y < 4 和 0 < a < B, 然后 将 下 面 的 两 个 不 等 式 
外 有 所 有 
( 盘 ) > (于 ) ，( 半 ) > ( 雪 ) 
相 加 即 可 得 到 ， 口 
解 2 将 zy 看 成 为 参数 , 将  B 看 成 为 自 变 量 的 两 个 值 , 于 是 只 要 证 明 函 数 
(GD = (at 十 太 ) 圭 信 >0) 


为 严格 单调 递减 函数 即 可 - 
用 对 数 求 导 法 得 到 
让 二 
Frg-zg -Cat 


全 于 Inz 十 久 iny mn(z 十 的 ) 
到 用 鸭 人 女 z 十 史 ) 友 ) 


世 


一 下. 二 [的 In( 玉 二 的 ]， 
下 面具 要 关心 右边 的 方 括号 内 的 表达 式 的 符号 . 
为 观察 方便 起 见 , 记 uv = zu = 罗 , 它们 都 是 大 于 0 的 , 然后 就 可 将 它 写成 
ln(uxo") 一 In(w 十 DJ) 
而 za” < 和 (十 oj" 他 二 一 (十 yx+” 显然 成 立 , 因此 这 个 表达 式 小 于 0. 这 样 就 证 
明了 环 (的 < 0, 即 玉 (t) 是 严格 单调 递减 函数 口 
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注 ， 本 题 的 不 等 式 可 以 推广 到 以 下 更 为 一 般 的 形式 : 
全 二 > ( 交 让 
其 中 mr >0(=12 ,mh),0 二 < 有 .nm= 页 二 而 本 过 丰 - 志 汪 册 于 
下 一 个 习题 的 结论 很 有 用 , 我 们 先 作 分 析 , 然后 给 出 两 个 不 同 的 解 . 


习题 1290 证 明 不 等 式 2.z < sinz < 其 中 0<z< 芝 . 


分 析 其 中 右边 的 不 等 式 已 在 81.5.5 的 命题 1.8(1) 的 证 明 中 
提 到 , 也 出 现在 82.7.1 的 习题 1284 的 讲解 中 . 左边 的 不 等 式 常 称 
为 若 尔 当 不 等 式 , 有 多 种 证 明 方法 . 

如 附 图 1 所 示 , 本 题 的 两 个 不 等 式 表明 在 0 < z < 各 上 的 正 
弦 曲 线 夹 在 y = z 和 ?2 = 全 = 的 两 条 直线 段 之 间 ,， 从 而 提供 了 简 习题 1290 的 附 图 1 
单 的 线性 估计 ， 口 


解 1 将 左边 的 不 等 式 改写 为 下 2 > 三 ,然后 在 区 间 [0, 到] 上 定义 办 助 函数 


Sin 了 
F(z) = 军 
1， 2=(0. 


以 下 对 羽 作 单调 性 分 析 (参见 附 图 2). 
在 (0, 至 ) 上 计算 得 到 


Zr(z) 一 ZTCcosT 一 SinZ _ coS2 


'“(zZ 一 tanz) < 0， 


可 见 F(z) 是 0, 季 ] 上 的 严格 单调 递减 函数 , 因此 在 
[0 可) 上 Fe) > F 术 ) = 夺 . 口 习题 1290 的 附 图 2 
解 2 (参见 附 图 3) 在 区 间 [0, 乞 ] 上 作 辅 助 函数 
Glz) =sinz 一 全 ， 
然后 对 G 作 单调 性 分 析 . 由 于 G(0) = G( 互 ) = 0, 它 当 


2 
然 不 是 单调 函数 , 计算 导数 得 到 
习题 1290 的 附 图 3 CG'(z) = cosz 一 全 ， 


可 见 G' 有 唯一 零点 = arccos 二 六 0.8807. 在 [0,6) 上 G'(z) > 0, 于 是 G(z) 严 
格 单调 递增 , 而 在 (5, 对] 上 G'(z) < 0, 于 是 G(z) 严格 单调 递减, 点 5 是 G 的 极 大 值 点 . 
再 结合 G(0) = G( 卫 ) = 0 就 知道 在 (0， 号 ) 上 G(z) > 0. 口 

注 解 2 是 对 于 非 单调 函数 作 单 调 性 分 析 的 典型 例子 . 这 种 情况 在 不 等 式 证 明 中 
也 是 常见 的 . 
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习题 1291 证 明 , 当 zx > 0 时 有 不 等 式 
(+ <e<(G+) 


分 析 在 前 面 的 习题 1280 中 已 经 证 明了 上 式 左边 的 函 
数 (1+ 十) 在 (0,+co) 上 严格 单调 递增 . 又 已 知 当 z 一 +oo 
时 该 函数 的 极限 为 因此 左边 的 不 等 式 成 立 , 用 相同 的 方法 
可 以 证 明 右 边 的 不 等 式 成 立 , 留 给 读者 完成 , 若 取 z 一 mn 为 正 
整数 , 则 就 是 81.2.3 中 的 习题 69 (参见 附 图 )， 口 


习题 1291 的 附 图 


习题 1292 设 等 差 数 列 和 等 比 数列 的 项 数 、 首 项 与 末 项 对 应 相等 , 且 各 项 均 为 正 
数 . 证 明 , 等 差 数列 的 各 项 之 和 大 于 或 等 于 等 比 数列 的 各 项 之 和 


解 设 项 数 为 mn +1l m 为 正 整 数 ， 记 等 差 数 列 为 ro zl … ,zw 等 比 数列 为 
yo 加 ,gm， 设 首 项 为 w 末 项 为 六 即 有 zo = yo = a zn = 加 = 履 若 = 或 者 
丸 一 1 则 等 差 数列 之 和 与 等 比 数列 之 和 相等 , 以 下 讨论 地 5 且 站 > I 的 情况 . 

不 妨 假设 o < 路 否则 可 以 将 数列 的 顺序 颠倒 , 首 项 改 为 末 项 , 末 项 改 为 首 项 , 而 两 
个 数列 的 和 不 变 . 

于 是 可 计算 出 等 差 数 列 和 等 比 数列 的 各 项 分 别 为 


二 


bb 一 a. Q | 
0 2n 一 0 十 . -一 一 一 


7Z0 一 0，Z1 一 0 十 ， Z2 一 Q 十 2. 


< 二 也 
ws (六 
以 下 可 以 证 明 除 了 首 末 两 项 之 外 , 其 他 对 应 项 都 有 zi > Wi = 1 一 1 于 是 在 
a 关 5 和 项 数 m + 1 > 2 的 情况 , 等 差 数列 之 和 一 定 严格 大 于 等 比 数列 之 和 . 
在 0 <;i < 另 时 要 证 明 的 不 等 式 是 
大 一 Q 十 1 2 >w=oa( 之 ) 
两 边 除 以 a 并 整理 成 为 


ID>(3) ， 
再 令 z = 之 - 4 可 见 只 需要 证 明 当 0 < a < 1 时 , 对 于 z > -1 成 立 不 等 式 @ 
1+az(1L+z)"， (2.8) 
其 中 仅 当 z = 0 时 成 立 等 号 . 
这 里 的 不 等 式 (2.8) 是 连续 变量 且 指数 w < (0, 1) 的 伯 努 利 不 等 式 - 


外 在 81.1.1 的 习题 7 已 经 见 到 离散 情况 的 伯 努 利 不 等 式 (1 + zj” > 1 + nz, 其 中 > 1, 指数 mm 为 正 
整数 . 除了 (2.8) 之 外 , 还 有 指数 e < 0 和 ca > 1 时 的 连续 变量 的 伯 努 利 不 等 式 
(1+z) >1+azr (z> 一 1)， 
其 中 仅 当 z = 0 时 成 立 等 号 . 它们 的 证 明和 (2.8) 的 证 明 是 类 似 的 . 
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在 右边 的 附 图 中 作出 了 直线 y = 1 + az 和 曲线 
2 = (1 十 zc, 其 中 取 a = 0.5. 
作 辅 助 函数 
F(z) 三 1+oaz 一 (1 十 Z)“， 
则 有 严 (0) = 0. 求 导 得 到 
Er(z)=a 一 al+z)o 1 1 
则 有 FF"(0) = 0. 再 次 求 导 得 到 习题 1292 的 附 图 
FE%(z) = -ala -1)(L+z)“-2， 
可 见 在 0< ae<1 和 z > -1 时 始终 有 严 '(z) > 0. 由 此 反 推 可 见 一 阶 导 函 数 忆 (z) 在 
2 > -1 时 严格 单调 递增 . 由 于 严 (0) = 0, 可 知 在 z > 0 时 灭 (z) > 严 (0) = 0, 而 在 
-1<z<0 时 太 (z) < 本 (0) = 0. 由 此 可 见 函数 玉 (z) 在 > > 0 时 严格 单调 递增 , 而 在 
-1 < zs 和 0 时 严格 单调 递减 . 利用 玉 (0) = 0, 即 可 知 不 等 式 (2.8) 成 立 , 且 仅 当 z = 0 
时 成 立 等 号 ， 口 


习题 1293 由 不 等 式 

> (kz+bk)2>0， 

& 一 : 

其 中 wavk 修一 ,站 为 实数 证 明 柯 西 不 等 式 
( 工 wo) < 呈 半天 
开 =1 类 二 1 大 一 1 
解 1 将 给 定 的 不 等 式 左边 展开 , 得 到 关于 变量 z 的 二 次 三 项 式 
2 +2z2 ou 二 > 0. 


由 于 该 二 次 三 项 式 非 负 ， 因此 其 判别 式 非 正 ， 这 圾 得 到 柯 西 不 等 式 口 
解 2 这 里 给 出 柯 西 不 等 式 的 另 一 个 证 明 ， 将 下 列 不 等 式 


入 yoi 一 aojb)2 >0 


记 1 和 =1 


的 左边 展开 并 闽 理 后 即 有 


人 oo 一 ajb )- 和 时 好 本 3 于 
放 1 和 1 i1 和 1 1 怒 1 反 1L 
-2 4- (2 >0， 
然后 将 最 后 一 式 除 以 2 并 移 项 即 得 柯 机 不 等 式 ， 口 
注 ” 柯 西 不 等 式 是 高 等 数学 中 最 基本 的 不 等 式 , 证 明 方 法 也 很 多 . 上 述 第 二 个 证 明 
中 所 用 的 等 式 即 所 谓 拉 格 朗 日 恒等式 . 这 些 方法 还 可 以 用 于 证 明 积分 形式 或 级 数 形式 
的 柯 西 - 施 瓦 茨 不 等 式 . 
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此 外 , 柯 西 不 等 式 成 立 等 号 的 充分 必要 条 件 是 数列 al az，…… ,an 和 章 ,b，…… ,bo 
成 比例 . 这 就 是 说 存在 两 个 不 全 为 0 的 常数 大 和/, 使 得 对 每 个 1 = 1, 2,… ,成 立 


Kai 二 za=0. 
这 可 以 从 前 面 的 证 明 中 推出 ， 
习题 1294 证 明 , 正 数 的 算术 平均 不 大 于 这 些 数 的 平方 平均 , 即 
< 六 = < ,| 工 2 
大 一 1 大 =1 


解 1 对 左边 如 下 用 柯 西 不 等 式 就 有 : 


发: 二 
1 1 2 .1 1 
2 二 二 (证 +…+ 古 ) 


妃 - 刀 - 
CR 
见 项 
李 二 到、 南 
=) ， 口 
亿 
解 2 也 可 以 如 下 用 柯 西 不 等 式 : 
1 1 
zl 1 za 工 2 十 二 1 1 
人 (人 二 (下 人 下 人 ) 
n 项 


同 于 + + 四) 


解 3 若 将 要 证 的 不 等 式 改写 为 等 价 的 
(zi 十 … 十 zn)2 和 mn(z 十 .… 十 z2)， 
则 容易 看 出 还 可 以 如 下 用 柯 西 不 等 式 : 
(zl .1 十 … 十 Zn :1)2<(z 十 … 十 zZ2) .mn 口 
解 4 如 解 3 开始 那样 改写 要 求证 的 不 等 式 之 后 , 用 数学 归纳 法 也 很 容易 . 
当 叶 = 1 时 成 立 等 号 . 
设 mn”= 时 该 不 等 式 已 成 立 , 则 当 = 大 十 1 时 就 有 
(za 十 -十 ZE 十 zk+1)2 一 (zi 十 … 十 ZK)2 十 2(zl 十 -十 Zk)ZkH 十 2 
志 上 ( 十 :十 共 ) 十 (z 十 … 十 区 ) 十 jz2al 十 za 
一 代 二 DG 十 十 丈 十 区 +， 
其 中 利用 了 中 学 数学 的 基本 不 等 式 2ap < az 十 刀 ， 口 
习题 1295 就 是 算术 平均 值 -几何 平均 值 不 等 式 , 见 本 书 81.1.6 补 注 小 节 中 的 命题 
1.1 以 及 所 引 的 专著 [], 这 里 不 再 重复 - 
习题 1296 的 解法 较为 复杂 , 建议 初学 者 先 跳 过 它 . 其 讨论 见 82.7.3. 
最 后 是 新 版 中 的 一 道 题 , 它 含有 三 个 小 题 , 这 里 只 作 简 单 分 析 . 
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习题 1297 证 明 不 等 式 : 

() za--1>alz--l1 其 中 >2,z>1; 

(2) YZ-Va< Ya 其 中 >lz>a>0i 
(3)1+2inz < 和 xz2; 其 中 z> 0. 


分 析 (1) 令 上 = z- 1 则 不 等 式 可 以 改写 为 
(L+t >1+oat， 
这 时 a > 2, 上 > 0. 回顾 (2.8) 及 其 注 , 可 见 这 就 是 伯 努 利 不 等 式 , 且 在 w > 1 和 t+ > -1 
时 就 已 成 立 . 其 证 明 方法 与 (2.8) 的 证 明 类 似 . 
(2) 若 m” 为 大 于 1 的 正 整数 , 则 只 要 将 左边 的 第 二 项 移 到 右边 后 两 边 升 高 ” 次 即 可 . 
若 m” > 1 为 一 般 实 数 , 则 可 以 用 拉 格 朗 日 中 值 定 理 等 方法 证 明 . 
(3) 建议 先 作出 y = 1+ 2lnz 和 y = z2 的 草图 , 然后 设计 出 解 题 的 方法 ， 口 


2.7.3 ” 补 注 (习题 1296) 
习题 1296 有 一 定 的 困难 , 因此 放 在 这 里 讨论 . 


习题 1296 由 等 式 


工 
和 


As(o 几 = ( 开 却 和) (sz 
和 
Ao(a,b) = Ji As(a,D) 

定义 的 函数 称 为 两 个 正 数 ec 和 jb 的 s 阶 平均 . 

特别 地 , 当 s = -1 时 得 调和 平均 , 当 s = 0 时 得 几何 平均 (请 证 明 ), 当 s = 1 时 得 
算术 平均 , 当 s = 2 时 得 平方 平均 . 

证 明 : 

(1) min{fa,bj < As(ab) < maxfa,bji 

(2) 当 @ 夭 沁 时 , 函数 As(a,b) 是 变量 。 的 递增 函数 ; 

(3) im As(a,b) = min{fa, 甘 ， im As(a,D) = max{fa,bj. 


解 首先 证 明 Ao(a, 确实 就 是 o,b 的 几何 平均 值 . 
将 As(o, 虽 取 对 数 后 , 用 等 价 量 代 换 法 求 * 一 0 时 的 极限 , 就 有 
Im 于 十 刀 


Et 2 
1 InAs(a,b) = im 


普 1+ 节 -1 地 也 -) (下 韦 ( 吧 二 二 

一 lim. 

0 (as 一 1) 十 ( 妇 一 1) 3 
2 


= 去 Qna+hb)， 
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可 见 Ao(a,b) = Va5. (在 以 上 计算 中 利用 了 81.5.5 中 的 (1.35),(1.36),) 
(D) 对 s = 0, 从 上 述 结果 即 可 得 到 min{fa, 夺 < Vap < maxfo, 叶 ， 
对 s > 0, 将 两 个 不 等 式 
min{fa, 寻 和 aa 入 maxfa,b}， 
minfa;,b} 入 石和 maxfa,t 
升 高 寒 次 s, 相 加 除 以 2, 再 开 s 次 根 即 可 得 到 . 


可 以 看 到 , 这 里 利用 了 和 函数 x* 和 z* 在 。 > 0 时 都 是 递增 函数 , 因此 在 两 次 运算 
中 保持 了 不 等 式 方向 不 变 , 

对 于 。 < 0, 至 少 有 两 个 方法 . 

第 一 个 方法 是 利用 s > 0 已 经 证 明 的 结论 . 令 r = -s > 0, 然后 对 于 w = 十 和 
久 一 到 写 出 > > 0 时 已 有 的 不 等 式 min{a', 区 } 和 Ar-(a',z) 和 maxfa', 共 }. 可 以 发 现 这 
就 是 对 。 < 0 所 要 的 不 等 式 . 

第 二 个 方法 是 利用 。 > 0 时 的 证 明 方法 .为 此 利用 宕 函数 z* 和 z* 在 s < 0 时 都 
是 递减 函数 即 可 . 这 时 在 升 高 。 宕 次 和 开 s 次 根 时 都 使 得 不 等 式 方向 相反 , 而 两 次 的 总 
效果 还 是 保持 了 原 有 的 不 等 式 方向 不 变 . 


CO) 用 对 数 求 导 法 得 到 
量 As 明 = As 时 (Je 切合 
2 吉 ， 妈 lnb 2 十 区 
_Ae. 二 本 + 更 二 4 才 D -mn 人 2 寺 


62 


= As(a, 中 . olna" 十 妨 mp 一 (o" 十 的) 旧 开 去 所 |， 


1 
于 是 只 要 证 明 当 u 时 最 后 一 式 的 方 括号 内 的 表达 式 大 于 0. 
引入 & = au = 刀 , 则 必 v 是 两 个 不 相等 的 正 数 , 不 妨 设 0 < "< w 则 上 述 表 达 
式 可 记 为 


了 一 Inu 十 vvoy 一 (十 v)ln 0 (2.9) 
定义 辅助 函数 
也 (z) =Zlnz， 
并 将 (2.9) 改写 如 下 吕 : 
也 = [ulnv 一 芭 二 了 ln “于 |- [ 寺 ln 也 机 一 win 
加 这 时 (2.9) 就 是 


研 = (F(u]) + F(o)) 一 2F( 世 士 定 ). 
对 于 已 经 学 过 下 一 节 的 止 凹 性 知识 的 读者 来 说 , 为 了 证 明 工 > 0 只 要 证 明 函 数 下 为 严格 凸 即 可 . 为 此 计算 得 
到 在 z > 0 时 的 
Fwtz) = (nz+1)' = 二 >0 
就 解决 了 问题 . 在 正文 中 的 证 明 也 是 根据 凸 性 知识 写 出 的 - 
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然后 对 于 两 个 方 括号 内 的 表达 式 分 别 用 拉 格 朗 日 中 值 定 理 , 并 利用 Er"(z) = Inz+ 1 就 
得 到 纪 7， 满足 


世 寺 


也 <1 < 人 


且 有 


工 = (ne+D .5 一 (nn+D 人 = (ne-lny)- 这 汉人 
综合 以 上 就 知道 As(c,b) 在 地 5 时 是 关于 s > 0 的 严格 单调 递增 函数 . 
(3) 不 妨 设 0< a < 沁 则 就 有 
,LA(o 昌 = .So[ 二 + 
其 中 利用 了 0 <a < 几 因 此 当 。 -一 -ce 时 ( 忆 ) 一 
同样 有 


工 
加 


人 


ol 


1 


im As(a,D) = Im ti[ 击 + 去 (全 下 一 
其 中 利用 了 0 <a < 轧 因 此 当 s 一 +oe 时 (全 ) 一 0 口 
注 1 本 题 引入 的 As(a, 昌 还 可 以 推广 为 个 正 数 的 s 阶 平均 , 以 及 加 权 的 。 阶 平 
均 , 它们 都 具有 类 似 的 性 质 . 见 [23] 的 88.5.3 的 练习 题 8. 
注 2 从 证 明 的 方法 来 说 , 本 题 中 最 为 困难 的 部 分 (2) 可 用 赫 尔 德 不 等 式 @ 给 出 一 
个 简短 的 证 明 . 这 里 作 一 点 介绍 . 
设 0<6 < lon5a = 1 …,n) 都 是 正 数 , 则 赫 尔 德 不 等 式 的 一 种 形式 是 


袜 res ( 袜 o( 袜 罗 
11 记 1 记 1 
其 中 成 立 等 号 的 条 件 与 柯 西 不 等 式 相同 . (在 8 = 二 时 赫 尔 德 不 等 式 就 是 柯 西 不 等 式 .) 


现 设 0<t< s, 且 a 尖 咏 我 们 来 证 明 As(a,0) < As(a, 归 . 
记 t= 6s, 则 0 < 8 < 1. 然后 用 赫 尔 德 不 等 式 推导 如 下 : 


然后 就 得 到 所 要 的 ; 
ee- (se 六 < [= 和 -we 


@ 即 82.8.3 的 命题 2.8. 
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82.8 四 凸 性 . 扬 点 (习题 1298-1317 ) 


内 容 简介 对 于 函数 图 像 的 四 凸 性 分 析 是 在 单调 性 分 析 之 后 的 重要 内 容 , 本 节 包 
含 了 一 些 具体 函数 的 凹凸 性 分 析 , 也 含有 理论 性 的 习题 以 及 凹凸 性 在 不 等 式 证 明 中 的 
应 用 . 

多 年 以 来 在 我 国 的 数学 分 析 教 材 中 , 四 凸 性 的 术语 使 用 较为 混乱 , 因此 需要 先 讲 一 
下 这 方面 的 概况 , 以 及 在 本 书 中 的 用 语 . 

如 下 面 的 示意 图 所 示 , 在 分 图 (a) 中 作出 了 三 个 函数 的 图 像 , 它们 具有 一 个 共同 点 ， 
即 连接 曲线 上 任意 两 点 所 得 到 的 弦 都 在 以 这 两 点 为 端点 的 曲线 段 的 上 方 . 今后 称 这 类 
函数 为 凸 函 数 . 在 英语 中 就 是 convex function. 

另 一 方面 , 在 分 图 (b) 中 作出 的 三 个 函数 的 图 像 恰恰 相反 , 即 连接 曲线 上 任意 两 点 
所 得 到 的 弦 都 在 以 这 两 点 为 端点 的 曲线 段 的 下 方 . 今后 称 这 类 函数 为 止 函数 . 在 英语 中 


就 是 concave function. 


| 八 1 


(a) (b) 
凸 函 教 与 四 函数 的 示意 图 
现在 将 上 述 直 观 说 法 写成 严格 的 数学 定义 如 下 : 
定义 “ 设 函 数 f(z) 在 区 间 工 上 有 定义 , 且 对 任意 两 点 zl,zz s 工 和 任意 数 入 < (0,1) 
满足 不 等 式 


jf(Ozl+(1 一 入)zz) < (>)Xf(zi)+(1 一 人 )7(za)， 

则 称 f(z) 是 区 间 7 上 的 凸 函 数 ( 止 函 数 ). 如 果 在 上 述 不 等 式 中 始终 成 立 严 格 的 不 等 号 
< (>), 则 称 F(z) 是 区 间 了 上 的 严格 凸 函 数 (严格 凹 函数 ). 

在 定义 中 的 入 从 0 递增 到 1 时 , 点 z = zl + (1 一 和 )zz 就 从 za 递减 到 ri. 

容易 看 出 , 若 /为 凸 函数 ( 包 函 数 ), 则 -就 是 凹 函数 ( 凸 函数 )， 从 而 在 研究 许多 
性 质 时 经 常 只 对 凸 函数 来 叙述 和 证 明 . 

在 数学 分 析 的 各 种 教材 和 用 书 中 对 于 凸 函数 和 四 函 数 另 有 几 种 不 同名 称 : 

(1) 称 凸 函数 为 下 凸 函数 , 称 四 函数 为 上 凸 函 数 ; 

(2) 称 丁 函数 为 上 四 函数 , 称 四 函数 为 下 止 散 数 ; 

(3) 从 汉语 中 的 四 凸 字 的 象形 意义 出 发 将 示意 图 中 分 图 (a) 的 函数 称 为 上 四 函数 , 将 
分 图 (b) 中 的 函数 称 为 凸 函数 . 这 与 国际 上 的 凸 函 数 和 四 函数 的 含义 恰好 相反 
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从 目前 的 趋势 来 看 , 为 了 便于 和 国际 接轨 , 将 示意 图 分 图 (a) 中 的 函数 称 为 凸 函数 ， 
将 分 图 (b) 中 的 函数 称 为 四 函 数 , 这 样 的 做 法 在 文献 中 日 趋 普遍 . 这 也 与 全 国 科学 技术 
名 词 审定 委员 会 于 1993 年 审定 的 数学 名 词 标准 一 致 . 目前 在 以 [6, 26] 为 代表 的 俄罗斯 
数学 分 析 著 作 中 关于 四 凸 性 的 名 词 与 英语 也 是 一 致 的 . 

关于 凸 函数 和 思 函 数 的 详细 内 容 可 以 看 数学 分 析 教 科 书 , 这 里 只 指出 以 下 几 点 : 

(1) 对 于 它们 的 研究 可 以 在 三 个 层次 上 进行 , 即 不 附加 条 件 、- 一 阶 可 微 和 二 阶 可 微 
三 种 情况 . 

(2) 示意 图 中 画 出 的 就 是 严格 凸 函数 和 严格 四 函数 , 即 所 有 弦 与 对 应 的 曲线 段 只 在 
端点 处 相遇 ， 而 在 其 他 点 处 都 不 同 ， 

(3) 凸 函数 与 凹 函数 可 以 有 不 可 微 点 . 例如 3 = |z|，z < (一 co, +eo) 就 是 如 此 . 这 
个 函数 在 任何 区 间 上 都 是 止 函数 , 当然 不 是 严格 凸 函数 . 

(4) 如 果 函 数 y = jz) 在 点 zo 的 两 侧 分 别 为 严格 凸 函数 和 严格 四 函数 , 则 称 点 
(zo, ftzo)) 为 y = f(z) 的 图 像 的 拐点 . 

(5) 在 二 阶 可 微 条 件 下 , 保证 严格 凸 和 严格 目的 最 方便 的 充分 条 件 是 P"(z) > 0 和 
Jwtz) < 0. (这 将 在 82.8.2 的 习题 1312 中 作出 证 明 .) 


2.8.1 门 凸 性 分 析 (习题 1298-1310, 1313) 
习题 1298 研究 曲线 y = 1+ 3 在 点 4(-10)，B(l2), C(0,1) 处 的 四 凸 性 . 


解 曲线 在 某 点 处 为 凸 或 凹 指 其 在 该 点 的 一 个 邻 域 中 
凸 或 凹 . 在 风 (z) 连续 时 只 要 看 它 在 该 点 处 的 符号 即 可 . 
因 y(z) 为 二 阶 可 微 , 直接 计算 得 到 


三 
多 = -各 3 ， 


二 即 有 2y( -0 = 总 > 0 WGD) = - 章 < 0 故 在 点 4(-10) 
处 曲线 为 凸 , 而 在 点 如 (1,2) 处 曲线 为 止 ( 见 附 图 ). 

然而 在 z = 0 处 y(z) 的 一 阶 (广义 ) 导数 为 +cc, 因此 不 存在 二 阶 导数 ,由 于 在 
2>0 和 2z<0 时 %(z) 分 别 为 止 函数 和 凸 函数 , 因此 在 点 C(0, 1) 的 两 侧 , 曲线 的 目 凸 性 
相反 , 从 而 知道 点 C 为 拐点 ( 见 附 图 )， 口 

注 在 这 里 将 判定 拐点 的 条 件 与 判定 极 值 点 的 条 件 作 一 个 比较 是 有 益 的 @. 

(0) 7 于 点 zo 可 微 , 且 达 到 极 值 , 则 户 (zo) = 0 ( 即 著名 的 费 马 定理 )- 

(1) 了 于 点 zo 处 二 阶 可 微 , 其 图 像 以 点 (zo;, f(zo)) 为 拐点 , 则 /(zo) = 0. 

(这 可 以 证 明 如 下 : 这 时 户 (z) 在 点 zo 的 一 个 邻 域内 存在 , 由 于 在 点 zo 两 侧 的 图 
像 分 别 为 严格 凹 和 凸 , 因此 态 (z) 在 点 zo 的 两 侧 邻 近 分 别 为 严格 单调 函数 , 且 具 有 相反 
的 单调 性 , 这 表明 zo 是 户 (z) 的 极 值 点 , 从 而 用 费 马 定理 就 知道 改 (zo) = 0.) 


四 在 多 数 教科 书 中 一 般 总 是 先 讲 极 值 再 讲 拐点 ,而 《习题 集 》 中 要 到 82.11 才 有 极 值 问题 的 习题 . 以 下 比 
较 时 认为 读者 已 经 具有 极 值 方面 的 基本 知识 ,否则 可 在 以 后 再 阅读 这 里 的 比较 . 
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(2) 于 点 zo 处 有 户 (zo) = 0, 这 不 能 保证 7 在 该 点 处 达到 极 值 , 

(2)' 了 于 点 ro 处 有 /(zo) = 0, 这 不 能 保证 7 的 图 像 以 点 (zo, 7(zo)) 为 拐点 . 

(只 要 举 一 个 例子 ， 例 如 8 = z4 从 罗 = 12z2 可 知 y(z) 为 凸 函数 ， 这 时 有 
(0) = 0, 但 (0,0) 不 是 图 像 的 拐点 .) 

(3) 函数 太 的 不 可 微 点 zxo 有 可 能 是 极 值 点 . 

(3)' 函数 的 不 二 阶 可 微 的 点 ro 对 应 的 点 (zo, j(zo)) 有 可 能 是 拐点 . 

(习题 1298 的 点 C(0,1) 就 是 如 此 .) 


习题 1304 求 函数 y = e-*” 的 图 像 的 四 凸 区 间 和 拐点 . 


解 这 是 在 概率 论 和 统计 学 中 的 重要 函 
数 , 将 y(z) 对 z 逐次 求 导 得 到 


多 = 一 2ze- 一 ， 


网 = (2 十 4z2)e-z 
求 出 风 = 0 的 两 个 根 ， 并 利用 区 的 符号 即 可 
知 有 两 个 拐点 (十 v2 ,6 二)， 有 关 四 凸 性 的 信 习题 1304 的 附 图 
息 列表 如 下 : 


口 


解 将 yz) 对 z 逐 次 求 导 得 到 


1 _ 一 22 一 27 十 1 
一 一 GT 
mr 、_ 2(z3+3z2 一 3z 一 1) 
中 一 
然后 从 za +3z2 -3z--1=0 即 可 
习题 1308 的 附 图 解 出 三 个 根 为 -2 士 V3, 1. 


从 太 人 ) 的 符号 变化 可 知 它们 对 应 于 三 个 捆 点 : 
(2 -VB 区) (C++ 二 三 ) 0 
将 确定 拐点 的 三 次 代数 方程 za + 3z2 - 3r -1 = 0 改写 如 下 : 
zs3+3z2 一 3z 一 1=(z2z+tiz+3) 一 4z+l=0， 
再 除 以 z2 + 1 就 得 到 
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一 4. 了 开 士 
2 十 3 2 


可 知 三 个 拐点 都 在 直线 z+3 一 4=0 上 ( 见 附 图 )， 口 
注 “此 题 可 以 推广 : 如 果 函 数 
_ az2z 十 207z 十 c 
= abz+7 (区 0) 
有 三 个 拐点 @, 则 它们 必 在 一 条 直线 上 ( 见 [23] 第 八 章 第 二 组 参考 题 7). 


=z+3-4=0， 


习题 1310 研究 摆 线 
T= 一 al 一 sini,y=al-costi (ao>0) 
的 凹凸 性 ， 


解 由 于 摆 线 的 各 个 拱 都 可 以 从 0 <t< 2r 时 的 一 拱 在 z 方向 平移 2r 的 整数 倍 
得 到 , 因此 只 要 讨论 这 一 个 拱 的 四 凸 性 (参见 82.3 的 习题 1079 的 附 图 ). 
按照 参数 方程 求 导 法 则 得 到 
1 中 站 
史 = 人 = 本 cot2， 
71/ 一 csc2 去 
2 ol-ecosb 4asin4 和 3 


可 见 在 te (0,2r) 时 二 阶 导数 处 处 小 于 0, 因此 摆 线 的 每 一 拱 是 严格 目的 曲线 ， 口 


旧 
| 


2.8.2 ”与 叫 凸 性 有 关 的 一 些 证 明 题 (习题 1311-1312, 1314-1317) 


这 类 习题 的 一 个 共同 特点 是 它们 的 条 件 和 结论 往往 具有 强烈 的 几何 意义 , 从 而 提 
示 了 有 用 的 思路 - 


习题 1311 设 函 数 /(z) 在 区 间 [o, +oc) 
上 二 次 可 微 , 并 且 

(DAa=4>0 

(2) fa) < 0; 

(3) Jj"(z) 和 0, 其 中 > a. 
证 明 , 方程 f(z) = 0 在 区 闻 (c, +oo) 内 有 一 个 
且 只 有 一 个 实 根 . 习题 1311 的 附 图 


解 如 附 图 所 示 , y = jf(z) 的 图 像 是 四 的 , 它 处 于 该 图 像 在 点 (a, F(a)) 的 切线 的 下 
方 , 从 而 与 zx 轴 有 唯一 的 交点 . 以 下 的 证 明 的 每 一 步 都 可 以 在 几何 上 得 到 解释 . 

从 条 件 j(z) < 0 于 z > a 上 处 处 成 立 可 知 一 阶 导 函 数 户 (z) 单调 递减 , 因此 
jz) < Po) < 0. 这 保证 了 在 [c, +co) 上 严格 单调 递减 . 


@@ 如 分 妖 有 实 根 则 不 会 有 三 个 拐点 . 此 外 , 如 1 = 一 二 一 只 有 两 个 拐点 . 


Z2 十 
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设 rz > ow 在 区 间 lo,z] 上 对 于 用 拉 格 朗 日 中 值 定理 , 就 有 5 e (a, z), 使 得 成 立 
flz) 一 ao)=7z-a< 大 az 一 o)， 
由 于 /(a) < 0, 因此 当 z 充分 大 时 , 就 有 f(z) < 0. 
由 于 /Ka) > 0, 因此 用 零点 存在 定理 就 知道 flz) 有 零点 . 
若 f(z) 有 一 个 以 上 的 零点 , 则 从 罗 和 尔 定理 就 会 得 到 产 (z) 的 零点 , 这 与 7 > a 时 始 
终 有 j(z) < 0 相 矛 盾 ， 口 


习题 1312 如 果 函 数 f(z) 对 区 间 (o, 虽 内 的 任意 两 个 点 zl; 和 zz, 以 及 任意 数 和 
和 )》a (Ni > 0, Xz > 0, Ja + )Xa = 1) 有 不 等 式 
7(Nazl +)azz) < Jajf(zi)+)J(za) 
(或 者 有 相反 的 不 等 式 F(Mazi + )aza) > 和 af(zi) + )af(za)), 那么 称 函数 jz) 在 这 个 
区 间 内 是 严格 凸 的 (严格 凹 的 ). 
证 明 : (1) 如 果 函 数 flz) 在 a < z < 上 jj"(z) > 0, 那么 它 在 区 间 (ob) 内 是 严格 
凸 的 ; (2) 如 果 函 数 f(z) 在 <z <5 上 fj"(z) < 0, 那么 它 在 区 间 (a, b) 内 是 严格 目的 . 
解 (1) 不 妨 设 a < zz < zl < 洲 则 有 zz < Jazl + 和 Xazza < z1. 如 下 分 拆 并 用 拉 格 
遍 日 中 值 定 理 即 可 得 到 
和 aijf(zl) + Xazjf(zaz) 一 (Aizl + 和 az2) 
= 和 ai[f(zi) -7(Oazl + 和 Xzzz)] - Xz[f(izl 十 Xezz) 一 (za)] 
= 和 [zi - (azl + 和 azz)]j(6) 一 XIAizl 十 )Xazaz 一 Zzj 太 (ea) 
= 和)az(zl 一 zz)[f 6) 一 六 (c)] > 0， 
其 中 


72 < 名 < 和 zl 十 Xa27z < 5 < zl1. 
由 于 jj"(z) > 0 因此 /(z) 在 (a,5) 上 严格 单调 递增 , 从 而 疡 (5) > j(c2). 
对 于 (2) 的 证 明 可 类 似 进行 , 或 者 对 -flz) 用 (1)， 口 


习题 1315 证 明 , 在 开 区 间 (o, 忆 上 的 凸 函数 处 处 连续 , 并 且 有 单 侧 左 导 数 和 单 侧 
右 导 数 . 


注 “从 本 题 下 面 的 证 明 中 可 见 , 《习题 集 》 中 对 此 题 的 凸 函数 所 加 的 有 界 性 条 件 
是 不 必要 的 . 此 外 , 在 含有 端点 的 区 间 ( 即 有 界 闭 区 间 和 半 开 半 闭 区 间 ) 上 的 凸 函数 可 以 
在 端点 处 不 连续 , 例如 在 [0,1] 上 的 下 列 函 数 

示 三 二 
J(z) = 
人 
是 凸 函数 , 但 在 端点 > = 0,1 处 均 不 连续 . 因此 我 们 修改 了 原 题 . 

从 下 面 的 证 明 还 可 以 看 出 , 对 于 含有 端点 的 区 间 , 例如 [o, 路 , 在 端点 处 的 产 (ac) 和 

玉 (0) 都 有 意义 , 但 可 以 是 无 穷 大 . 例如 几何 上 为 单位 半圆 弧 的 下 列 凸 函数 
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J@ 四 = -Vi 本 
就 有 六 (0 = -co 瑚 (D) = +oo. 
解 任意 取 点 zo e (o, 中 ,我 们 来 证 明 在 该 点 的 右 侧 导数 存在 . 为 此 从 定义 出 发 直 
接 研究 右 差 商 
各 -Jo=fe 


人 (ao<zro<z< 有 D. 


以 下 的 证 明 完 全 是 按照 附 图 中 的 几何 提示 来 进行 的 . 


村 如 附 图 所 示 , 在 点 zo 右 侧 任 取 zi, ra, 使 得 zo < 
zl < z2, 我 们 将 要 证 明 在 为 凸 函数 的 条 件 下 , 成 立 
yy)- ye < Ga) =7e)， Gao0) 
于 是 当 z 从 wm 二 玫 训 关 时 对 应 的 差 商 
| | 单调 递减 , 因此 极限 
人 TO 和 Hi(zo) = 
习题 1315 的 崔 图 有 意义 . 


EC 


5 Ar 


为 了 在 zo < zi < zz 上 利用 凸 性 条 件 , 先 将 中 间 的 点 zi 写 为 
一 和 iizo 十 2z2， 
其 中 
7 = T2 一 了 Z1 1 
了 2 一 TZ0 T2 一 I0 

满足 X; > 0 Xa > 0 和 入 +7a = 1. 

于 是 凸 性 条 件 为 

jzi) 入 :1(zo)+ 于 二 z 志 二 “za) 

以 下 只 要 将 右边 的 第 一 项 的 分 子 zz - zi 分 拆 为 zz 一 一 (zl - zo), 就 有 


22 一 z0 一 (ZL 一 zo) . Z1 一 70 
jz 和 0 J(zo)+ 二 20 (za) 


一 flzo)+ 呈 二 2 [ftza) - /(zo)， 

然后 将 右边 的 第 一 项 移 到 左边 , 两 边 同 除 以 r; - zo, 这 样 就 得 到 所 要 求证 的 (2.10). 

为 了 证 明 右 侧 导数 壤 (zo) 不 仅 有 意义 , 而 且 是 有 限 数 , 如 附 图 所 示 , 在 点 zo 的 左 
侧 取 点 玉 . 

下 面 证 明 当 > > zo 时 的 右 侧 差 商 一 定 大 于 等 于 点 z", ro 对 应 的 差 商 ， 不 妨 取 
z = 2 > z0, 则 就 是 要 证 明 不 等 式 

下 革 > ] 色 = fro) (2.11) 
与 前 面 证 明 (2.10) 的 方法 相同 ， 各 了 点 < mo 二 了 将 中 间 的 点 an 写成 为 


和 二 二 .20 二 锭 
二 过 


2Z0 二 


中 - 寺 二 7 
ZI1 一 2 


然后 对 ” < zo < zi 用 凸 性 条 件 得 到 
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Jeo) < 王 三 叶 .1(o)+ 型 三 区 Hz 
两 边 乘 以 ri - z/, 然后 将 左边 写 为 
(zi 一 zf(zo) = (zl 一 zo)f(zo) + (zo 一己 )f(zo)， 
再 加 整理 后 就 得 出 不 等 式 (2.11)- 
如 前 所 说 , 不 等 式 (2.10) 和 (2.11) 保证 了 点 ro 处 存在 有 限 的 右 侧 导数 . 用 相同 的 
方法 可 以 证 明 点 zo 处 也 存在 有 限 的 左 侧 导 数 . 
与 可 导 保 证 连续 一 样 , 从 两 个 单 侧 导数 的 存在 性 即 可 推 知 f(z) 在 点 zo 两 侧 都 连 
续 , 因此 /(z) 于 点 zo 连续 口 
注 在 z' < zo < zi 时 成 立 的 不 等 式 (2.11) 中 令 r' 一 zo -0, 又 令 zl 一 zo+0， 
则 就 得 到 在 每 个 内 点 zo 处 一 定 成 立 不 等 式 
久 (zo) < 六 (zo). 
特别 , 其 中 成 立 等 号 是 /在 点 zo 可 微 的 充 要 条 件 . 
习题 1316 设 函 数 f(z) 在 区 闻 (a, 内 二 阶 可 
微 , 目 在 a < 上 < 时 7(6) 产 0, 证 明 在 区 间 (a, 昌 内 了 
可 以 找到 两 个 点 zl: 和 zz, 使 得 
fo] 一 Jlz) _ re 


2 一 全 
解 ” 作 辅助 函数 本 
(z) = F(z) 一 大 (6)m， OO a EEC 
则 玉 (5) = 0. 于 是 对 忆 只 要 找 出 函数 值 相等 的 两 个 习题 1316 的 附 图 


点 就 足 侣 了 . 

由 于 FE 人 6) = 恋人 6) 关 0, 不 妨 设 到 (和 > 0, 则 从 屎 (6) =0 和 

= 各 工 四 -7 国 二 介 >0 

可 见 存在 6 > 0, 使 得 在 ze (上 + 人 时 已 (z) > 0, 而 在 ze( 人 06 时 屎 (z) < 0. 

这 表明 下 在 点 左 侧 邻 近 为 严格 单调 递减 , 而 在 点 右 侧 邻近 为 严格 单调 递增 , 于 
是 点 上 是 刁 的 严格 极 小 值 点 . 

这 样 就 保证 F((5 - 56.6)) 和 F((6,5 + 5)) 有 非 空 交 , 从 而 存在 zx; < 上 < z?, 使 得 
F(zi) = F(za). 写 出 

FE(zi) = fci) 一 久 Gzl = FF(zaz) = fcz) 一 六 (9z2， 
并 再 加 整理 就 得 到 
jea) -Je -ro 口 


7T2 一 Z1 

注 “本 题 与 82.6.2 的 习题 1250 一 样 , 都 是 从 几何 上 讨论 拉 格 朗 日 中 值 定理 之 逆 是 
否 成 立 . 如 附 图 所 示 , 在 /P"(6) 关 0 的 每 个 点 处 ( 即 只 要 不 是 拐点 ), 都 能 找到 zl,z?， 
使 得 连接 点 (zl, f(zi)) 和 (zz, f(za)) 的 直线 段 与 经 过 点 (5, FS)) 的 切线 平行 . 反之 , 如 
附 图 中 的 点 & 处 的 力 (6) = 0, 这 样 的 点 zi, z? 不 一 定 存在 ， 
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习题 1317 证 明 , 如 果 函 数 flz) 在 无 穷 区间  y 
(zo,+co) 上 二 阶 可 微 , 且 
mi 1(z)=0， lin f(z) 一 0， 


那么 在 区 间 (zo,+ec) 内 至 少 有 一 个 点 6 使 得 CQ 
jw 人 6 =0. 习题 1317 的 附 图 


E 


解 “着 了 恒 等 于 0, 则 # 可 任 取 . 否则 用 反 证 法 . 设 7 在 (zo, +eo) 内 无 零点 , 则 从 
达 布 定理 ( 见 82.6.5 的 命题 2.1) 可 知 j 严格 保 号 . 不 妨 只 讨论 成 立 f"(z) > 0 的 情况 . 
这 时 三 是 凸 函 数 , 其 导 函 数 广 (z) 严格 单调 递增 . 

利用 8$2.6.1 的 习题 1237, 即 罗 尔 定理 的 一 个 推广 , 存在 ce (zo, +oco) 使 得 放 (c) = 0. 
又 由 于 户 严格 单调 递增 , 因此 存在 d > c, 使 得 Pr(d) > 0. 

对 于 z> 山 在 世 可 上 对 了 用 拉 格 朗 日 中 值 定理 , 存在 0 e (0,1), 使 得 

foj-Jd=Hld+oa-djz-d>Pdatz-d)， 

令 z 一 +oo 就 与 fj(+oo) = 0 矛盾 ， 口 

注 着 将 本 题 的 条 件 改 为 flzo + 0) = j(+eo), 或 7 在 点 zo 连续 , 且 flzo) = 
j(+oo)， 结论 仍然 成 立 ， 由 此 可 见 , 本 题 可 解释 为 : 若 二 阶 光 滑 的 曲线 与 水 平 渐 近 线 相 
交 , 则 有 拐点 @， 这 对 于 一 般 的 斜 渐 近 线 也 成 立 . 实际 上 , 设 有 二 阶 可 微 函数 /(z) 满足 

lm_U(a)- (kz+ 名 =0， 

且 对 某 个 点 zo 有 jlao) = kzo 了 也 则 g(z) = J(z) - kz -就 满足 本 题 的 条 件 , 而 且 
gr(z) = J"(e), 这 些 事实 在 几何 作 图 中 是 很 有 用 的 (参见 附 图 以 及 在 附录 一 和 附录 二 中 
的 许多 此 类 图 像 ) 
2.8.3” 补 注 

在 这 个 小 节 中 对 于 与 凸 函数 有 关 的 基本 问题 作 一 些 补充 . 
1. 关于 凸 函 数 的 支撑 线 

定义 设 F(z) 在 区 闻 (a,b) 上 有 定义 , 点 zo e (a, 中 ,大 
为 某 个 常数 , 如 果 对 所 有 z E (a, 虽 成 立 不 等 式 

jz) > (<)f(zo) + kz 一 zo)， 

则 称 直线 y = jf(zo) + k(z -rzo) 是 ffz) 在 点 (zo,f(zo)) 的 
下 方 (上 方 ) 支撑 线 . 国 

(从 示意 图 可 见 , 在 某 些 点 处 的 支撑 线 只 有 -一 条 , 而 在 另 
一 些 点 处 的 支撑 线 则 可 有 无 穷 多 条 J) 下 语 全 合约 丰 才 国 

下 面 将 要 证 明 处 处 存在 支撑 线 是 对 凸 函数 和 四 函数 的 一 种 充分 必要 的 刻画 方法 . 
为 简明 起 见 只 对 西 函数 叙述 和 证 明 有 关 结论 , 同时 经 常 将 下 方 支 返 线 简称 为 支 返 线 . 


四 只 能 说 经 常 如 此 , 但 不 一 定 有 . 这 是 因为 当 fj(5) = 0 时 , 在 点 5 的 两 侧 , 函数 f(z) 还 可 能 出 现 非 严 格 
的 四 凸 性 . 
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命题 2.3 在 区 间 (a,b) 上 的 函数 f(z) 是 凸 函数 的 充分 必要 条 件 是 函数 flz) 在 其 
图 像 的 每 个 点 (zo, j(zo)) (zo e (ao, 疏 ) 处 都 存在 下 方 支撑 线 . 


证 以 下 分 两 步 来 证 明 . 
充分 性 用 反 证 法 . 设 区 间 (a,b) 上 的 函数 f(z) 在 每 个 点 (zo, flzo)) (zo <e (a,D) 
处 存在 支撑 线 , 但 不 是 (a, 中 上 的 凸 函数 . 
根据 凸 函数 的 定义 , 这 时 存在 zi, zz e (a,b) (zi < zz), 入 e (0,1), 使 得 成 立 
J(Mzl+ (1 一 入)zaz) > Xf(zi)+(1 一 入 7(za). (2.12) 
记 zo = zi + (1- ))za, 根据 假设 条 件 存在 常数 上 , 使 得 对 一 切 z < (a, 满足 支撑 线 
定义 中 的 不 等 式 条 件 


jf(z) > flzo) +K(z 一 zo). 
用 z = zl 和 z = zz 分 别 代 入 上 式 , 并 分 别 乘 以 和 1 -- 入 后 相 加 , 就 得 到 
和 fj(zi)+(1 一 和 )f(zaz) > 和 X(J(zo)+R(zl 一 zo)) 二 (1 一 X)(f(zo)+Rza 一 zo)) 
= ff(zo) + k(Azl + (1 一 X)zaz 一 7o) = jzo)， 
即 与 不 等 式 (2.12) 相 矛 盾 . 
必要 性 设 / 是 (ab) 上 的 凸 函 数 , 则 对 zo e (ab) 从 82.8.2 的 习题 1315 的 证 明 
过 程 知道 , 当 z > zo 时 有 


芭 =f@ 4 te >/ 用 (zo)， 
也 就 是 
jz) > flzo)+ 及 (zol 一 zo) (z > 7o). 
EN j 四 一 Jo) 
2Z) -xz 
ER 和 三 (zo). 
也 就 是 


jz) > flzo) 二 产 (zoj(z 一 zo) (z < zo). 
根据 习题 1315 的 注 有 态 (zo) < 矿 (zo), 于 是 只 要 取 常 数 大 满足 
妨 (zo) <E< 及 (zo)， 
则 就 在 所 有 点 ze (a,b) 上 成 立 
jf(z) > f(zo) +k(z -zo)， 
因此 已 经 证 明了 支撑 线 的 存在 性 ， 口 


注 1 容易 看 出 , 如 果 ! = (lzo) +k(z 一 zo) 是 凸 函数 在 点 zo < (oa 中 的 支撑 线 ， 


则 从 

jz) 一 zol)>kz-zo) (ze 人 (ab) 
出 发 , 分 别 对 z > zo 和 z < zxo 两 种 情况 除 以 z - zo, 然后 令 z 一 zo, 就 可 以 得 到 
疡 (zo) 和 KR< 玉 (zo). 这 证 明了 凸 函数 的 支 撞 线 只 能 是 满足 这 个 条 件 的 大 确定 的 直线 
4 = jzo)+Rz 一 zo). 
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注 2 车 f(z) 在 区 间 (a,b 上 严格 凸 , rzo e (a,b),y = f(zo) 十 E(z 一 zo) 是 jz) 经 
过 点 (zo, F(zo)) 的 支撑 线 , 则 当 z es (ab) 且 z 友 zo 时 , 成 立 严格 的 不 等 式 
fz) > flzo)+RZ 一 zo0). 
为 得 到 这 个 结论 可 以 用 反 证 法 . 设 在 不 等 式 
jz) > f(zo) 十 Kz 一 zo) 
中 , 对 于 某 个 点 zi 关 zxo, 上 述 不 等 式 成 立 等 号 , 则 在 区 间 [zo, zl] 上 函数 y = j(z) 和 直 
线 %g = f(zo) + kz - zo) 都 经 过 点 (zo,f(zo)) 和 点 (zi f(zi)). 
于 是 一 方面 从 支撑 线 定义 有 f(z) > f(zo)+K(z 一 zo), 另 一 方面 从 凸 函 数 定义 又 有 
J(z) < f(zo)+R(z 一 zo), 因此 在 区 闻 [zo, zi] 上 只 能 恒 等 于 线性 函数 f(zo)+K(z 一 zo). 
这 与 了 严格 凸 条 件 相 矛 盾 . 


2. 可 微 凸 函数 的 刻画 


先 对 于 一 阶 可 微 函数 给 出 两 个 等 价 条 件 . 实际 上 在 本 节 的 证 明 题 中 的 思路 都 是 这 
些 条 件 所 提供 的 . (关于 可 微 严格 凸 函 数 的 相应 结论 请 读者 考虑 并 给 出 证 明 .) 


命题 2.4 设 f(z) 在 区 间 (a,b) 上 可 微 . f(z) 为 凸 函数 与 以 下 两 个 条 件 等 价 : 

(1) f(z) 的 图 像 总 是 在 经 过 每 一 点 (zo, f(zo)) (zo < (ob) 的 切线 y - flzo) = 
jzo)(z - zo) 的 上 方 ; 

(2) 导 函 数 六 (z) 单调 递增 . 


证 “由 命 厦 2.3 再 加 上 / 可 微 就 推出 等 价 条 件 (1) 
从 条 件 (2) 推出 ffz) 为 本 卫 数 的 证 明 与 前 面 82.8.2 的 习题 1312() 的 证 明 类 似 , 这 
里 不 再 重复 . 为 了 从 ftz) 凸 推出 条 件 (2), 则 可 回顾 习题 1315 关于 两 个 单 侧 导 数 存在 性 
的 证 明 . 实际 上 , 着 a < zl < za < b 则 从 该 是 的 证 明 加 上 可 微 条 件 就 可 以 推出 不 等 式 
JeD se Te <reoh， 
从 而 Pa) 在 (o 昌 上 单调 增 ， 噩 
关于 二 阶 可 微 卫 数 则 有 以 下 结论 ， 


命题 2.5 (ab) 上 的 二 阶 可 微 函 数 f(z) 为 凸 函数 的 充分 必要 条 件 是 二 阶 导 函数 
JP"(z) 在 (a,) 上 非 负 . 


证 利用 二 阶 可 微 的 条 件 下 fj(z) > 0 (a < z < 日 与 尹 (z) 单调 递增 等 价 , 就 可 以 
从 命题 2.4(2) 得 到 所 要 的 结论 ， 口 

注 习题 1312(1) 给 出 了 二 阶 可 微 函 数 f(z) 在 (a,b) 上 为 严格 凸 的 充分 条 件 , 可 以 
证 明 , 条 件 /"(z) > 0 且 在 数 集 
3S={fze(a)|7P(c)=0 
中 不 含 任何 子 区 间 就 是 f(z) 在 (o, 避 上 严格 凸 的 充分 必要 条 件 . 
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3. 延 森 不 等 式 
凸 函 数 也 是 证 明 不 等 式 的 常用 工具 , 其 中 延 森 不 等 式 起 重要 作用 . 
命题 2.6 ( 延 森 不 等 式 ) 设 f(z) 是 在 区 间 (c, 咏 上 的 凸 函数 , 则 对 (o, 中 的 点 
zuz2…… ,2zn 和 正 数 Mi,X2,…… ,和 mw, 且 满足 和 1: 十 … 十 和 = 1 成 立 不 等 式 
Jizl 十 … 十 和 nzn) 和 和 if(zi) 二 … 十 和 of(zn). (2.13) 
若 /严格 凸 , 则 上 述 不 等 式 当 且 仅 当 zl = zz = … = zn 时 成 立 等 式 @. 


证 1 记 互 = 和 azl 十 … 十 )ozn, 即 zl,…，,zn 的 加 权 平均 值 , 根据 支撑 线 命 愿 2.3， 
存在 常数 久 对 于 所 有 z e (oa,b, 成 立 
jJ(z) > jz) + 一 可 
在 其 中 取 z = zii = 1 … ,m 然后 分 别 乘 以 和; 并 从 i = 1 加 到 m, 就 有 
和 ijf(zi) 十.…… 十 和 njf(zn) > (Al 十:… 十 和 n)(f() 一 7) 十 Elzl 十 :十 和 nzn) 
=Jj(F) 一 陈 + 卫 = 了)， 
这 就 是 所 求证 的 不 等 式 (2.13). 
若 了 严格 凸 且 上 述 不 等 式 成 立 等 号 , 则 只 能 是 对 每 个 ;= 1,，…… ,m 成 立 等 式 
fci] = jz) + (ni 一 本， 
从 命题 2.3 的 注 2 知道 只 能 是 zi = 五 《= 1……,m)， 口 
证 2 (数学 归纳 法 证 明 ) 对 m = 2, 只 要 令 入 = Xi, 就 有 1 一 和 = )2. 于 是 延 森 不 等 
式 就 是 凸 函数 定义 中 的 不 等 式 条 件 . 
现 设 交 = 大 时 延 森 不 等 式 已 经 成 立 , 则 当 交 = 大 十 1 时， 
Jizl 十 :… 十 和 k+lZk+l) 一 OZ1 十 十 和 -1ZK-1 十 (AK 十 和 1)ZA) 
(其 中 设 区 = 


入 和 k+i 
入 K 十 入 +1 < 和 k 十 入 k+1 zkt1) 


志和 af(zi) 十 十 和 k-1f(zk-1) 十 (十 和 +I)7(zA) 


， 和 ，__ 和 k+ 
(再 利用 (zf) < 了 AT (GZ 十 二 Jer)) 
和 和 if(zi) 十 … 十 和 HIf(zki1). 
在 严格 凸 时 延 森 不 等 式 成 立 等 号 的 条 件 也 可 从 上 述 证 明 得 到 , 从 略 . 口 


加 延 森 不 等 式 的 一 种 等 价 形式 是 : 代替 总 和 为 1 的 m 个 正 数 和 (= 1,…… ,mn), 而 用 mm 个 任意 正 数 
有 (GE = 1 ,nm)， 这 时 不 等 式 (2.13) 采取 以 下 形式 : 
(az 十 … 十 pnznm ) < PLfzD+… 二 pnf(zn) ， 
Pi 十 :… 十 pn 严 十 十 pm 
它 的 含义 是 : 自 变量 的 加 权 平 均 的 函数 值 不 超过 函数 值 的 加 权 平均 . 
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4. 延 森 不 等 式 的 儿 个 应 用 

由 延 森 不 等 式 可 以 推出 许多 不 等 式 . 下 面 举 几 个 重要 例子 , 并 均 列 为 命题 . 

命题 2.7 (广义 算术 平均 值 -几何 平均 值 不 等 式 ) 设 mi >0 和 > 0 一 1 
且 和 十 … 十 和 mn = 1 则 成 立 不 等 式 

Ta 《ri 十 十 和 nz 

其 中 等 号 成 立 的 充分 必要 条 件 是 zl = …: = zm- 

证 若 在 ci 中 有 等 于 0 的 数 , 则 不 等 式 左边 等 于 0, 因此 已 经 成 立 . 同时 可 以 看 出 ， 
这 时 的 不 等 式 成 立 等 号 只 可 能 发 生 于 zi 全 等 于 0 的 情况 . 

现 假设 每 个 nr; > 0. 取 jz) = -Inz, 则 有 jz) = 二 > 0 因此 了 是 (0,+co) 上 
的 严格 凸 函 数 . 用 延 森 不 等 式 , 就 有 

一 mn(Mazl 二 .… 十 Jarzn) 和 和 (一 Inzl) 十 … 十 和 mn( 一 Inzn)， 


这 就 是 
In(azi 十 … 十 nzn) > ln(z5 zi)， 
这 等 价 于 广义 平均 值 不 等 式 . 其 中 成 立 等 号 的 条 件 也 可 从 延 森 不 等 式 得 到 ， 口 
注 令 N = … = 和 = 二, 就 得 到 命题 1.1 的 平均 值 不 等 式 ; 


Z1 十 … 十 Zn 
人 


VE 的 
其 中 成 立 等 号 的 条 件 是 zi 一 … = Zn- 

广义 乎 均值 不 等 式 有 许多 应 用 . 下 面 用 它 来 导出 分 析 中 的 重要 不 等 式 一 一 赫 尔 德 
不 等 式 . 在 该 不 等 式 中 令 p = 9 = 2 就 得 到 柯 西 不 等 式 ( 见 82.7.2 的 习题 1293). 


命题 2.8 ( 赫 尔 德 不 等 式 ) 设 zl,…. ,zn 和 轴 ,… ,加 为 两 组 非 负数 , 参数 六 9 > 
1 且 满足 等 式 广 二 = 1, 则 成 立 不 等 式 


2sws (2 呈 全 中 ， (2.14) 


其 中 成 立 等 号 的 充分 必要 条 件 是 字 ，， 节 与 如， ,如 对 应 成 比例 , 即 存在 不 全 为 0 
的 常数 和 使 得 等 式 az 十 世 ?一 0 对 每 个 1e ,2 ,可 成立， 


证 1 为 简明 起 见 只 对 于 正 数 情况 写 出 证 明 . 
假设 对 于 i = 1 … , 慰 都 成 立 ri > 0,i > 0. 
这 时 先 写 出 如 下 形式 的 广义 平均 值 不 等 式 ( 即 命题 27 之 妹 = 2): 
二 委 基 计 旺 ; 
其 中 zy > 0， 也 4 满足 命题 中 的 条 件 - 此 外 , 不 等 式 成 立 等 号 的 充分 必要 条 件 是 三 
丰 4 一 0， 就 得 到 杨 氏 不 等 式 
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tn 芭 和 十 寻 ， (2.15) 
其 中 心 w > 0, 此 外 , 不 等 式 成 立 等 号 的 充分 必要 条 件 是 wz = v4. 
对 于 ;= 1 …… ,用 
了 咏 
1 一 工 ， 和 


人 


代入 (2.15), 并 将 这 样 得 到 的 m 个 不 等 式 相 加 , 就 得 到 


y 6ui 挟 1， 


记 1 
然后 两 过 乘 以 >、 (二 人 就 得 到 (2.14). 同时 又 可 以 看 出 该 不 等 式 成 立 等 号 
的 充分 必要 条 件 是 对 每 个 ;二 鱼 是 yb 成 立 好 = 达 , 因 此 比值 下 : 克 与 1 无 关 ， 口 


证 2 (用 延 森 不 等 式 ) 用 分 析 法 写 出 主要 过 程 . 
将 要 求证 的 不 等 式 (2.14) 两 边 升 高 了 次 , 并 利用 玫 =2 一 1 得 到 


[ 刀 帮 卫 到 殉 到 
(2 s (全 相 (天 全 = ( 王 习 (二 对 呈 
先 将 它 改写 为 
(229 < 全 习 ( 相 ， 

再 将 它 改 写 为 

(人 下 1 了 Js < 弄 1 杖 Ce 疙 
就 可 以 考虑 令 N = 这 页 ， ii 一 Zi 中 = 1 并 引入 辅助 函数 fu) = wz. 
由 于 nd) = pp 一 1 人 > 0， fu) 是 西 函数 , 因此 用 延 森 不 等 式 即 可 ， 口 


注 若 0 < 了 < 1, 而 4 仍 满足 十 + 二 = 1, 则 赫 尔 德 不 等 式 反 向 成 立 
下 面 是 分 析 中 的 另 一 个 重要 的 不 等 式 


命题 2.9 (闵可夫 斯 基 不 等 式 ) 设 zr, … ,zn 和 妨 ,，… ,gm 为 两 组 非 负 数 , 参数 
2 > 1, 则 成 立 不 等 式 


9 


守 全 
(2ea+m7 <( 2 +( 疡 人 ， (2.16) 
4 1 一 1 这 1 
其 中 成 立 等 号 的 充分 必要 条 件 是 zj, … ,zn 与 力 ,…… ,加 对 应 成 比例 , 即 存在 不 全 为 0 
的 常数 上 和 1, 使 得 等 式 Fri + 只 = 0 对 每 个 e {1,2,…… ,mn]} 成 立 . 


证 1 (用 赫 尔 德 不 等 式 ) 将 (2.16) 左边 括号 内 的 和 式 拆 开 为 
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2e 十 芒 ) 一 交 ri 十)P1zi 十 Ye 十 Wi)P 13 
一 1 一 1 
然后 对 两 个 和 式 分 别 用 赤 尔 他 不 等 式 | 就 有 


> 十 太 )P-azi (>G: +nmjo-5j ( 宝 ， 


记 1 1 二 


1 1 
其 中 的 9 满足 方 十 二 一 1 因此 人 p 一 09 一 也 
将 以 上 两 个 不 等 式 相 加 , 得 到 ， 


坟 etors(esor 汪 < ( 裤 


1 记 1=1 
最 后 将 右边 的 第 一 个 因子 除 到 左边 并 利用 1 一 二 =- 1 即 可 . 
闵可夫 斯 基 不 等 式 成 立 等 号 的 条 件 可 从 上 达 推 时 和 赫 尔 德 不 等 式 推出 从 略 ， 口 
证 2 (用 延 森 不 等 式 ) 只 对 于 rii > 0 (i = 1 … ,站 ) 用 分 析 法 写 出 主要 过 程 . 
将 (2.16) 除 以 左边 的 表达 式 , 再 将 右边 第 一 项 移 到 左边 , 并 升 高 宕 次 p, 就 得 到 


1 
Ze 只 YP]P Ze- 天 

-全 OF) ] < 三 名 457 
然后 将 左边 表达 式 中 的 大 圆 括号 内 的 表达 式 改写 如 下 : 

Za:  _ 和 (zk+U)P 下 

于 世 (zi Zi-ai(zi 二 Wi)P (zk 十 k)P 
全 避 人 让 的 和 ru = 全 纯 7 k= mm 则 上 式 有 过 就是 hua 
引入 辅助 函数 glu) = (1 ut)z, 0<v< 工 从 


和 7 十 
g(W = 一 (az ruz 


gr 人 =G- 二 (LA > 0 


可 见 g(u) 是 凸 函数 ， 因此 可 用 延 森 不 等 式 得 到 


5 全 和 kuk) < 守 x ak)- 
而 右边 的 表达 式 可 以 计算 出 为 
民 人 zk 十 ge)P 人 一 一 2 ) 
各 二-ai(ci 十 站 ) ZK 十 了 
这 样 就 完成 了 证 明 ， 口 
注 p = 1 时 闵可夫 斯 基 不 等 式 是 平凡 的 . p = 2 时 闵可夫 斯 基 不 等 式 就 是 岂 维 欧 
几 里 得 空间 中 的 三 角形 不 等 式 . 当 0 < p < 1 时 闵可夫 斯 基 不 等 式 反 向 成 立 . 


六 se 
各 二 =1(zi 十 ai) 
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82.9 不 定式 极限 (习题 1318-1375 ) 


内 容 简介 ”学习 用 微分 学 工具 求 函数 极限 的 洛 必 达 法 则 . 

先 对 《习题 集 》 中 的 洛 必 达 法 则 作 一 点 补充 . 与 81.2 的 施 托 尔 茨 定理 ( 见 31.2.7 的 
习题 143) 相同 , 在 对 本 用 洛 必 达 法 则 时 , 并 不 需要 将 分 子 为 ce 作为 条 件 , 这 对 于 扩 
大 洛 必 达 法 则 的 应 用 范围 是 有 好 处 的 .为 区 别 起 见 , 将 此 种 情况 的 不 定式 记 为 志 . 其 
证 明 见 本 节 最 后 的 82.9.4 的 命题 2.10. 

为 读者 方便 起 见 , 改写 《习题 集 》 中 的 第 二 个 洛 必 达 法 则 如 下 . 

志 型 不 定式 极限 的 洛 必 达 法 则 ”如果 

(1) 函数 g(z) 在 z 一 a 时 趋 于 +oo 或 -oo， 

(2) 函数 f(z),g(z) 在 点 a 的 某 个 去 心 邻 域内 可 微 ; 且 存 在 极限 


lim 万 人) =4， 
7 
其 中 4 或 为 有 限 数 , 或 为 二 co, 那么 
im 人 z) = 4. 
za 9(Z) 


注 极限 z 一 a 可 以 推广 为 z 一 a+0z 一 a-0z 一 oo 等. 此外, 从 极限 
方 名 ) 的 存在 就 已 经 陷 含 了 函数 9 的 导数 yz) 至 少 在 点 e 的 某 个 去 心 邻 域内 不 等 
于 0, 因此 《习题 集 》 中 的 条 件 /2(z) + 92(z) 关 0 是 必然 满足 的 ， 

为 了 说 明 上 述 洛 必 达 法 则 的 应 用 , 我 们 举 一 个 典型 例子 . 

例题 “ 设 一 阶 常 微分 方程 


lim 
Ta 


d 
型 一 0 十 g(z) 


中 的 常数 c < 0, 函数 g(z) 在 zx > 0 上 有 定义 , 且 存 在 极限 g(+oo) = 4. 若 函数 
jJ(z) (z > 0) 是 该 方程 在 > > 0 时 的 解 , 求 y(+oo). 

解 由 于 y = jf(z) 是 方程 在 [0,+oo) 上 的 解 , 因此 成 立 恒等式 

jz) = af(z)+g(z). 
将 此 等 式 两 边 乘 以 e "= ( 即 凌 微 分 法 ), 就 得 到 
ezj(z) -ae 天 f(z) = (ef(z)) 一 eg(z). 

利用 a < 0, 就 有 e-?= 一 +oo (z 一 +oo), 于 是 就 可 用 洛 必 达 法 则 计算 如 下 

ez) -lim (ef(o) 
二 0 


ere<glz) 


一 az 


. 吨 -/ 四 = 如 。 


”zxz?+oo 一 0e 
特别 当 4 = 0 时 就 有 f(+ce) = 0 口 
注 如 上 述 解 题 过 程 所 示 , 由 于 对 分 子 的 e-"*j(z) 的 性 态 不 清楚 , 因此 在 这 个 例 
题 中 不 可 能 用 关于 的 洛 必 达 法 则 . 


三 志和 
a 
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2.9,1 


tanZ 一 
习题 1320 求 lm 总 SO 


解 1 这 是 z 一 0 时 的 训 不 定式 , 可 接连 用 两 次 洛 必 达 法 则 求解 如 下 : 


也 tanz 一 了 冯 习 ww seczz 一 1 
z-0 Z 一 Sin zxz-0 ] 一 coSZ 
2 
一 lim 2sec ztanz 
Z 一 0 SIDZ 


= lim， 
一 0 COS37 
解 2 也 可 用 一 次 洛 必 : 达 法 则 之 后 对 所 得 的 表达 式 直接 处 理 求 出 答案 ; 
于 一 cos2Z 


tanz 一 sec2z 一 1 | 
= lim 一 lim 
z 鸡 工 -cosz 一 > 蕊 09 Z(1 一 cosz) 


lim 
zz 一 0 7 一 SinZ 


= lim(1l +cosz) = 2 口 
2z 一 0 


习题 1323 求 lim zcot3 一 工 . 
Z 一 0 并 

解 由 于 lim cot =1 这 是 z 一 0 时 的 1 型 不 定式 . 

若 直接 用 洛 必 达 法 则 计算 如 下 ; 


ZcotZz 一 1 _ cotzZ 一 下 csc2 了 
lin CC 
代 0 27 


2z 一 csczz 十 2zcscazcotz) 


lim 
一 0 
三 六 : jlim (一 csc 

2 z 一 0 
ZcotZ 一 工 


一 lim 
z-0 sin2z ， 


再 考虑 到 sin? z ~ z2 (z 一 0), 则 就 发 现 仍然 回 到 原 地 , 毫 无 进展 . 
一 种 改进 方法 是 先 改 写 原来 的 表达 式 并 作 等 价 量 代 换 如 下 : 


2ZcotZ 一 ] _ ZcosZ 一 SinZ 、ZcosZ 一 SinC 他 一 0) 
Z2sinz 本 


到 


然后 再 用 洛 必 达 法 则 计算 如 下 : 
一 sinZ 


王 


可 


lim 宇 co082 于 sinz = lim co82 一 ai 一 co8Y 一 lim 

0 了 Z 一 0 37 T-0 37 

习题 1324 求 lm 了 az 一 1 
xz 一 2sin 一 1 


解 这 是 z 一 区 亚 时 的 7 型 不 定式 , 可 用 洛 必 : 全 介 和 
(tanz) 这 sec27 1 


gtanz 一 1 | 2 口 
一 和 


一 有 2sin2z 一 1 zxz 一 和 4sinT cos 工 


不 定式 计算 工 (习题 1318-1338, 1358-1360, 1367, 1368(b)) 
这 一 部 分 的 习 愿 者 是 ! 和 型 的 不 定式 . 下 面 所 用 的 方法 不 局 限于 洛 必 达 法 则 . 


口 
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注 这 里 要 注意 一 开始 是 上 的 不 定式 , 但 用 了 洛 必 达 法 则 之 后 已 经 不 再 是 不 定式 ， 
因此 用 代入 法 就 足够 了 . 


让 2 
习题 1326 求 lim 1 了 cosz 
Z-0 2 SimZ 


解 这 是 z 一 0 时 的 1 型 不 定式 . 先 用 变量 代 换 , 令 上 = z?, 则 有 


了 三 
-0 7T2Ssin Z2 t 一 0 tsint EN 志 


注 “此 题 用 洛 必 达 法 则 未 必 方 便 . 


1-cosz2 _ | 1 二 二. 口 


;arcsin 27 一 2arcsin 了 Z 
习题 1327 求 ] 亚 人 


解 1 这 是 z 一 0 时 的 人 型 不 定式 . 用 洛 必 达 法 则 可 如 下 计算 : 

二 

arcsin2z 一 2arcsinz _ lim V1 一 472 V1 一 2Z2 
3 


一 0 抱 2 一 0 3z2 


= 2 lim 3z2 一 人 lim 3zz 
3 一 0 z2(VI 一 品 +VI 二 472) 3 一 0 27 
注 在 用 了 一 次 洛 必 达 法 则 之 后 对 表达 式 作 整理 ， 并 用 等 价 量 代 换 法 加 以 简化 即 
可 得 到 答案 . 
解 2 下 面 用 变量 代 换 和 等 价 量 代 换 法 来 做 [2]. 
先 分 拆 成 两 个 极限 : 


arcsin 2 一 2arcsinZ 


=1， 口 


lim 一 lim 
一 0 0 


爷 
然后 对 第 一 个 极限 用 代 换 arcsin2r = 也 即 有 2z = sint 对 第 二 个 极限 用 代 换 


arcsin27 一 27 
5 


+ lim 2z 一 2 
0 和 


arcsinz = s, 即 有 z = sin s, 于 是 得 到 
lim arcsin2z 一 2arcsinz -8lim 上 一 sin 记 十 2lim sins 一 3 
0 瑟 t0 sin3t s0 sin38 
RD， 二 一 Sintt 人 三 
= 四 寻 各 + as 8 于 -2 于 =1 口 
注 这 里 最 后 的 两 个 极限 计算 相同 , 只 要 连续 用 两 次 洛 必 达 法 则 , 或 者 如 下 用 一 次 


洛 必 达 法 则 后 再 利用 81.5.5 中 已 知 的 极限 (1.32), 即 可 得 到 : 
工 一 sin 了 ; 工 一 cosZ 1 
z0 23 20 3z2 


这 是 在 极限 计算 中 的 一 个 常用 结果 . 对 于 已 知 sin z 的 泰勒 公式 的 读者 这 是 非常 简单 的 . 


sin 工 


让 
习题 1329 求 到 一 (>0). 
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解 1 这 是 z 一 0 时 的 1 型 不 定式 . 由 于 分 母 是 rz?, 可 知 接连 用 三 次 洛 必 达 法 则 
就 可 能 消除 不 定式 如 下 : 


。 az 一 asinz | lna-az 一 lna.asinz .cosZ 
lim 号 一 lim 


z0 了 一 0 3z” 
一 Ina.lim 阵 &. 一 由 aasnrcos22 十 asinrsinZ 
2 一 0 本 


各 外 limltno)” z 一 (Ina)2.asinz cos3z 


十 3Ina.asinzcoszsinz 十 asinz cosz] 


jna 
= 学 .0 


解 2 洛 必 达 法 则 来 自 于 柯 西 中 值 定理 . 在 不 少 求 极 限 的 问题 中 可 以 直接 用 拉 格 朗 
日 中 值 定 理 来 计算 . 例如 本 题 可 以 将 原来 的 分 式 分 解 如 下 : 


az -asinz oasinz zsinz 
T3 Tsinz TZ3 


然后 对 右边 的 第 一 个 分 式 用 拉 格 朗 日 中 值 定 理 和 (az)′ = lna. az, 知道 存在 上 E 
(sin z,z), 使 得 


z _ asinz 
所 二 一 Ina.oa4， 


由 于 e (sinz,z), 于 是 当 一 0 时 这 个 分 式 的 极限 是 Ina. 因 第 二 个 分 式 的 极限 已 知 
为 南 , 最 后 可 知 本 题 的 答案 是 节 和 ， 口 


， 3 
证 志和 0 各 证 上 


解 这 是 z 一 1 时 的 1 型 不 定式 . 用 洛 必 达 法 则 计算 如 下 : 


大 一 妾 = 衬 斋 zz(zlnz)' 一 1 加 zz(lnz 十 1) 一 1 
ZL In 人 一 Z 十 1 zx 一 1 进 2 一 1 1 一 2 


一 一 lmfz(nz 二 1Dz + zz-] = -2， 口 


注 在 第 一 次 用 洛 必 达 法 则 之 后 , 将 分 母 二 - 1 改写 为 工地 王 ， 并 利用 z 一 1， 
此 分 母 成 为 1 - ,这样 就 只 要 再 用 一 次 洛 必 达 法 则 即 可 解决 了 . 


习题 1333 求 lm 2 名 - ec 
| 


解 1 这 是 z 一 0 时 的 1 型 的 不 定式 . 从 分 母 为 z4 可 见 , 接连 用 4 次 洛 必 达 法 则 ， 
一 定 可 消除 不 定式 而 得 到 答案 . 下 面 介 绍 稍为 简便 一 点 的 方法 . 
对 分 子 用 三 角 函 数 的 和 差 化 积 公 式 , 然后 再 用 等 价 量 代 换 法 , 这 样 就 有 
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一 2sin ( sm3+] sin ( am 有 = 全 ] 


cos(sin z) 一 cosZ L 2 
也 学 有 
(sinz+z(z 一 sinz) (二 2 和) 
二 本 二 2z4 二 上 站 2 

1 也 一 SinZ in 工 一 cos 工 1 
志 一 一 去 . 口 

3 3 3z2 6 


解 2 用 拉 格 朗 日 中 值 定 理 , 则 存在 上 e (sin z,z), 使 得 有 
cos(sinz) 一 cosZ cos(sinz) 一 cosZ sinz 一 7 
4 > sinz 一 Z 4 
一 _sin6 .sinz 一 2 
工 友 


当 z 一 0 时 , 对 第 一 个 分 式 , 从 e (sinz,z) 可 知 sin 在 sin(sinz) 和 sinz 之 间 . 从 
sinfsinz) ~ sinz wz (z 一 0) 和 夹 各 定理 , 可 知 极限 为 1, 而 第 二 个 分 式 的 极限 为 于， 
因此 本 题 的 答案 为 埋 ， 口 
解 3 《习题 集 》 将 泰勒 公式 及 其 在 极限 计算 中 的 应 用 放 在 下 一 节 , 现在 试用 它 来 
计算 本 题 的 极限 . 如 81.5-1.6 中 那样 将 z 一 0 时 的 z 作为 标准 的 一 阶 无 穷 小 量 , 用 O， 
记 郊 阶 无 穷 小 量 , 则 可 以 用 泰勒 公式 写 出 
cos(sinz) 一 1 一 去 sin2z 十 十 sin4z 十 O6 


=1- 志 (c- 工 zs +05j2 上 + 二 z4+Os 


6 24 
=1- 薪 oz2+( 工 + 了 az 
一 工 寺 z2+ ( 南 + 击 ) 世 +ow 
1 工 
cosz 一 1 一 本 空 二 站 于 二 06， 


就 可 以 直接 看 出 本 题 的 答案 为 却 ， 口 
注 “ 带 佩 亚 诺 型 余 项 的 泰勒 公式 是 求 函数 极限 的 重要 方法 之 一 . 建议 已 经 学 过 天 
勤 公式 的 读者 可 以 试用 它 来 解决 本 节 的 部 分 习 昕 


。 arcsinh(sinh z)] -- arcsinh(sinz) 
习题 1335 求 J sinhZ 一 sinZ 
数 的 反 函 数 : arcsinhz = ln(z + VI 十 z2). 

解 1 车 熟悉 双 曲 正弦 函数 , 则 可 如 下 作 变 量 代 换 求解 中. 分子 的 第 一 项 就 是 ~. 
令 上 = arcsinh(sin z), 则 有 sinz = sinht z = z(t) = arcsin(sinhi, 且 z 一 0 与 t+ 一 0 
等 价 . 利用 双 曲 正弦 的 差 角 公式 和 sinh rz ~ z (z 一 0), 就 有 (参见 81.5.5 的 习题 482) 
1 arcsinh(sinh z) 一 arcsinh(sinz) 1 Z 人 (一 上 t 
2 sinhz 一 sinz 一 Snhz(O 一 sinht 
证 生 二 拓 拓 一 全 汪 
一 ”2sinh E2 瑟 3 cosh 2 二 


, 其 中 arcsinh z 是 双 曲 正弦 函 


一 1i 1 世 
= 可 DER 
cosh 一 7 一 
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解 2 本 题 是 z 一 +oo 时 的 志 型 的 不 定式 . 分 子 的 第 一 项 是 arcsinh(sinh z) = z. 


必 有 ,人 和 
用 洛 必 达 法 则 , 并 利用 In(z+ V1 二 王 外 了 即 可 得 到 
主 一 CO8 了 7 
。，arcsinh(sinh z) 一 arcsinh(sin z) V1+sin2z 
lim， 一 lim. 
7 一 0 sinhz 一 sinZ z 一 0 coshZ 一 CO0SZ 
Sin Z cos ， 
于 
1i V1+sin2z 一 cosz V1+sin2z 
一 lim 一 lim 
z-0 coshZ 一 COST Z 一 0 sinhz 十 sinZ 


二 Si 了 . cos 了 
一 Saz+sm7 四 (ee + 


=2.lim 一 -cosZ 一 1， 口 
z-*0 Cosh Z 十 COSZ 
注 在 三 次 用 洛 必 达 法 则 的 同时 , 还 利用 了 等 价 量 代 换 法 简化 计算 . 
解 3 用 拉 格 朗 日 中 值 定理 和 (arcsinh z)' = < 二 志 ， 存在 5 e (sin zsinhz)@， 
使 得 成 立 
arcsinh(sinh z) 一 arcsinh(sinz) _ 
sinhz 一 sinZ V1I+ 人 经” 


由 于 5 e (sin z,sinh z), 可 见 当 z 一 0 时 , 上 式 的 极限 等 于 1， 口 
解 4 利用 解 1 中 所 作 的 变量 代 换 , 然后 用 拉 格 妆 日 中 值 定理 , 则 存在 Eee (z(b),t， 
使 得 成 立 


arcsinh(sinh z) 一 arcsinh(sin z) Z( 昌 一 上 


址 sinhz 一 sinZ 区 十 sinh z(t) 一 sinht 
二 写 ra 
一 中 56e， 


由 于 Eee (z 伯 ,日 ,可见 当 + 上 一 0 时 , 上 式 的 极限 等 于 1， 口 
习题 1336 求 lm JP 严 (> 0). 


解 这 是 z 一 +co 时 的 全 型 不 定式 , 已 见于 81.6 的 习题 651(e). 用 洛 必 达 法 则 
可 计算 如 下 : 


玫 
j lnz _ 1i 工 
本 2 ET 三 0 有 
工 
习题 13859 求 lm QL+z) = 一 e. 
Z 一 0 王 


解 从 函数 极限 知道 (1 十 zj 二 -，e (z - 0), 因此 这 是 = -0 时 的 人 型 不 定式 , 
直接 用 洛 必 达 法 则 , 其 中 对 分 子 的 第 一 项 可 用 对 数 求 导 法 , 这 样 就 有 


@@ 为 简明 起 见 , 在 这 里 和 今后 的 类 似 情况 中 , 将 ae < < 和 a > 5 > 5 两 种 可 能 性 统一 记 为 5 E (oa, 器 . 
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四 人 全 -四 [ora (eo 


一 0 对 
一 In(1+z) 
=-e'lim-+z2 一 
0 村 
1 1 
2 1 
四 (1 二 2z) 十 革 
一 0 27 
二 是 2 
=- 有 0 
注 “定义 函数 
1 
(1+z)z，z> 一 lz 大 0， 
jz) = 
e) 2=0， 


则 本 题 实际 上 就 是 在 计算 这 个 函数 在 点 = =- 0 处 的 导数 六 (0) = 一 号 (其 图 像 见 81.4.7 
之 1) 


2.9.2 ”不 定式 计算 II (习题 1339-1357, 1361-1366, 1368(a),， 1369-- 
1370) 


这 一 部 分 的 习题 是 0. co, 0", 1"", co" 和 co - co 型 的 不 定式 . 
习题 1340 求 muDmnz'in(l Z)]. 


解 1 先 作 代 换 . 令 上 = 1 一 z, 则 z 一 1--0< 和 人 上 一 +0, 于 是 有 inz = ln(1- 力 ~ 
一 (t -~ +0), 因此 有 


lim [Inz'ln(1 一 zj]= 一 im tmnt， 
z 一 1-0 tt 一 十 0 


这 是 + 一 +0 时 的 0. ce 型 不 定式 . 将 它 改写 为 等 型 不 定式 后 即 可 用 洛 必 达 法 则 计算 
如 下 : 


lim tnt= lim Jnt =- limn 一 -limt=0 
t 一 十 0 t+0 工 + 一 十 0 


解 2 不 作 代 换 也 可 以 做 . 由 于 本 题 是 z 一 1 一 0 时 的 0. co 型 不 定式 . 将 它 改写 为 
倒 型 不 定式 后 即 可 用 洛 必 达 法 则 计算 如 下 : 


四 巨人 一 中 一 工 一 了 
机 
lnz ln2z 2 

一 Tln27 


zl1-0 工 一 


= 一 lm (nzz+2lnz)=0. 口 
工 一 1 一 0 
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题 1341 求 impum Inz (>0) 


解 这 是 z 一 +0 时 的 0.co 型 不 定式 , 已 见于 81.6 的 习题 650(d) 
29 型 不 定式 后 用 洛 必 达 法 则 即 有 
ma Zelnz 一 im 芭 


十 0 


它 改 写 为 
二 


S | 一 


ao 一 ET 


本 革 宇和 
注 1 0.oo 型 不 定式 除了 可 以 转换 为 刀 型 不 定式 之 外 , 当然 也 可 以 转换 为 广 型 
不 定式 但 如 果 对 上 述 两 题 用 后 一 个 转换 再 用 洛 必 达 法 则 的 话 就 会 发 现 有 困难 . 因此 遇 
到 这 类 有 两 种 可 能 性 的 问题 时 , 总 是 要 经 过 尝试 后 才 知 道 哪 一 条 路 好 


习题 1342 求 lim rz 


0 

0 

注 2 初学 者 要 注意 ,习题 1336 和 1341 是 对 于 对 数 函 数 Inz 当 z 一 +oo 和 
z 一 +0 时 的 性 态 的 刻画 , 有 多 方面 的 应 用 , 也 在 本 节 的 多 个 习题 中 起 作用 


下 写法 是 相同 的 


lim ezinz 一 
一 +0 


十 0 
其 中 利用 了 习题 1341 的 <= 1 的 结果 口 


lim zinz 
一 ez 一 +0 


解 这 是 z 一 +0 时 的 09 型 不 定式 . 取 对 数 后 就 可 以 用 洛 必 达 法 则 解决 , 这 与 以 
im 且 


习题 1343 求 lim rz 


e=1， 
ma 一 


解 由 上 一 题 可 见 这 是 z 一 +0 时 的 09 型 不 定式 . 取 对 数 后 作 如 下 计算 
lim (z 一 1)Inz= lim 于 于 imo Oaz 十 起 

lnz 
= 一 lim zin zzz(nz+1l) 
可 见 本 题 的 答案 为 = 1， 口 


lim zz(zln3z+zln2z)=0 
注 在 最 后 一 步 中 利用 了 习题 1341-1342 的 结果 
习题 1344 求 lim_ (z 


”一 1 
解 从 习题 1342 有 zz 一 1 (z 一 +0), 因此 本 题 不 是 不 定式 , 即 有 
吉本 


-JJ = 和 -1= 一 1! 
习题 1347 求 lim(2 一 zj 


本 | 
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解 这 是 z 一 工时 的 1? 型 不 定式 , 取 对 数 后 计算 如 下 : 
lim ]nC 一 2) . Jim sin TZ 
2 


J 种 tan 登 ln(2 一 z) = 
旺 ce 侍 生 ! 


因此 本 题 的 答案 是 e 过 ， 口 
注 ， 本 题 也 可 用 81.5.5 中 处 理 le 型 不 定式 的 (1.38) 求解 . 


cot(z-a) 
习题 1352 求 lim (az ) . 


解 本 题 在 tana 为 非 零 有 限 数 时 有 意义 , 即 a 关 姥 (ke Z), 这 时 是 z 一 时 的 
lee 型 不 定式 . 取 对 数 后 可 计算 如 下 ; 


lim cot(z 一 aj(Intanz 一 intana) = lim tanz 一 ntana 
了 一 


a sin(z 一 o) “ 王 coale 一 9 


一 lim sec2 工 局 意 ”， 
za tanzcos(z 二 ao ”Sn2a， 


因此 本 题 的 答案 是 em 口 


.让 


习题 1353 求 Jim (和 芷 三 2 和) 


一 zlnb 


解 不 妨 先 计算 linttaor - zlna) 吉 .这 是 z 0 时 的 lme 型 不 定式 . 取 对 数 后 可 
计算 如 下 : 


。 ln(az 一 zina) _ lna.az-ina Ina .i，az -1 -jn2a 
台 六 二 (os -zinal.2rz 2 2 
tn2 5 ln26 
由 此 可 见 也 有 linttbr 一 zln 轨 喜 -区 情 ， 从 而 本 是 的 答案 是 品 


习题 1354 求 im (二 - 去 ). 


解 这 是 z 一 0 时 的 oo - co 型 不 定式 . 将 两 个 分 式 通 分 后 就 可 以 用 洛 必 达 法 则 计 
算 如 下 : 


汪 光 王 过 一 1-z 
(人 azT)= 节 全 二 3 洁 
2 4 
= 区 Z2 二 二 区 和 二 


其 中 利用 了 er - 1 ~ z (z 一 0) 使 得 计算 更 简单 口 


1 
| 到 


习题 1363(a) 求 lim (az 
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解 1 这 是 z 一 0 时 的 1 型 不 定式 . 取 对 数 后 可 用 洛 必 达 法 则 计算 如 下 : 
工 
lim In(arcsinz) 一 Imz _ lim _arcsinz. V1 一 


0 2 一 0 2z 


_ lim 卫 一 arcsinz 1 一 Z2 
= 一 0 2z2 arcsinZzV] 一 2Z2 
了 一 arcsinZ .V1 一 zZ2 


到 人 2z 
1 j 一 
1 一 -“VI-z2 一 arcsinz 
到 痛 V1 一 Z2 V1=22 
0 6z2 


一 lim _arcsinZ 


和 
z-0 6zV1-7 6， 
1 
可 见 本 题 的 答案 是 e5 ， 口 
解 2 用 变量 代 换 法 , 令 上 = arcsinz, 则 z 一 0 < 一 上 一 0, 且 有 z = sint 于 是 在 
取 对 数 后 可 计算 如 下 : 


， ln(arcsi 一 站 一 lnsi 
lim (al 的) lnz -lim 了 上 jeint 
0 t 一 0 sin 志 


= lim 上 一 mmsint 
一 0 丰 
工 _ os 上 t 
w 志 Sin 世 
= 由 赤 


Im 
t0 2t2sint 
Sin 二 一 上 cos 万 


0 
_ lim cost 一 cost 十 tsint _ 1 
二 有 一 600 


可 知 本 题 的 答案 是 e 言 。 口 
法， 在 以 上 两 个 解法 中 都 多 次 利用 等 价 量 代 换 法 以 简化 计算 . 


1 
和 ZE 
习题 1363(e) 求 lm (smeshz ) , 其 中 arcsinhz = ln(z + VI 二 于 ). 


解 利用 (In(z + VI 二 5 节 )) = -二 就 可 以 用 洛 必 达 法 则 计算 得 到 


人 
0 工 z 一 0 VL 十 25 
因此 本 题 是 z 一 0 时 的 1 型 不 定式 . 取 对 数 后 用 等 价 量 代 换 法 并 配合 洛 必 达 法 则 就 
可 以 计算 得 到 


一 1 
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二 东 


ma (JE 汪 + 一) ) ln(z 十 VL+z2) 


2Z2 


In(z+V1I+z2) 一 z 


一 0 史 


372 V1+z2 


总 
= 双人 
可 知 本 题 的 答案 是 e- 言 ， 口 
注 这 里 在 一 开始 就 利用 当 utz) -， 1 (z -0) 时 有 
Inu(z)=lnfl+(u(z) -JJ~uz) 一 1 (z 一 0)， 
从 而 使 得 后 面 的 计算 简单 得 多 . 


最 后 的 两 个 习题 都 是 co - co 型 不 定式 , 解法 很 多 , 也 未 必要 用 洛 必 达 法 则 . 下 面 先 
对 它们 作 分 析 , 然后 给 出 解 ， 


习题 1369 求 _lm_ [5 二 丈 +2TT- V 史 TI DG 下] 
解 这 是 z 一 +oo 时 的 oo -oo 型 不 定式 . 
n+ 瑟 ) 


注意 到 当 = +oo 时 了 ner 十 匡 的 概 限 为 1 将 它 写 为 14 开工 区。 其 第 二 


当 z 一 +oo 时 是 无 穷 小 量 . 又 利用 81.5.4 的 (1.30) ( 即 YI 二 Z= 1 十 oj (z 一 
0))， 即 可 将 两 个 根 式 写 为 zx(1 + o(D)), 其 中 o(1) 是 当 z -+ce 时 的 无 和 小 量 . 这 时 可 
取 款 作为 标准 的 无 穷 小 量 . 这 样 就 可 以 计算 如 下 : 


Ji ( 芭 本 二 到 二 7 十 一 忌 2 十 zs 十 1 人 -3 =) 
In(1+ 莹 ) 
冯 Dim (2 二 到 十 71 一 VE 十 z 十 )- lim (V 天 +z+1 一 二 一 ) 
一 +oo 党 


0 + 二 +o()- 作 二 +) 


= .isz(l+ 寺 +o() -4G+ 击 十 o( 一 二 )) 


1 
习题 1370 求 lim [e+a = -7 吕 可 、 
一 十 oo 


解 这 是 z 一 +co 时 的 co - oo 型 不 定式 . 
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解决 本 题 的 基础 是 下 列 极限 以 及 其 中 所 用 的 方法 @: 


了 z 


lim. xz 二 一 vim e = = 四 =1. 
了 一 + 二 oo 


考取 z = m 为 正 整 数 , 则 就 是 81.2.2 的 3 65 ( 即 im y7 一 1 

由 此 可 见 第 一 项 为 (z + oa) . (za) 二 一 a+z(l+o())， 第 二 项 是 zz5a 一 
zll +oll)), 其 中 的 of1) 都 是 当 z 一 +oe 时 的 无 穷 小 量 . 

将 两 式 相 减 , 并 将 守 指 函数 (z + oj= 和 = 5 分 别 写 为 基数 为 e 的 指数 函数 , 再 
利用 基于 ez -1~z (z 一 0) 的 等 价 量 代 换 , 就 可 以 计算 如 下 : 

人 ta- 二 | =. 晤 [e+at ate+e-a 


温 ln(z+a) Inz 
=a lim (zz 十 al)z 十 lim ze 3 一 este] 
了 一 十 oo 了 Z 一 十 oo 


ln(z+a， jnz ln(z+a) lnz 
=a limne >? 十 lim reste|e 生 和 中 和 =- 引 
了 一 十 oo 了 一 十 oo 


一 4 十 _lim ，z( PE+ 呈 二 2 ) 
了 一 十 co 


ZI 十 Q Ja 
一 4 二 lim (2 +a 如 2) =a. 口 


对 前 两 个 小 节 中 的 不 定式 极限 计算 的 小 结 

(1) 由 于 求 导 数 是 高 等 数学 中 最 容易 学 会 的 计算 技能 , 因此 洛 必 达 法 则 成 为 求 函数 
极限 的 最 方便 和 有 效 的 工具 之 一 . 

(2) 洛 必 达 法 则 可 以 接连 使 用 . 与 施 托 尔 茨 定理 相同 , 每 次 使 用 后 的 极限 存在 就 保 
证 了 合理 性 . 

(3) 在 使 用 洛 必 达 法 则 的 过 程 中 , 如 果 能 够 配合 使 用 81.5-1.6 中 介绍 的 等 价 量 代 换 
法 , 则 有 可 能 简化 计算 , 避免 因 复杂 的 计算 而 造成 的 出 错 . (这 里 初学 者 需要 回顾 81.5.7 
中 关于 等 价 量 代 换 法 的 注意 事项 . 常见 的 错误 是 在 分 式 的 分 子 有 两 项 的 情况 , 将 其 中 某 
一 项 用 等 价 量 代 换 , 这 是 没有 理论 根据 的 错误 做 法 .) 

(4) 洛 必 达 法 则 使 用 不 当 而 失败 的 情况 是 可 能 的 . 首先 要 注意 只 有 在 人 各 (以 及 
其 推广 立 ) 型 不 定式 才能 直接 用 洛 必 达 法 则 - 此 外 , 除了 上 面 的 习题 1323 中 的 情况 之 
外 ， 在 后 轩 82.9.3 的 习题 1374 中 举 出 了 洛 必 达 法 则 使 用 不 当 的 更 多 的 例子 . 

(5) 带 佩 亚 诺 型 余 项 的 泰勒 公式 是 求 不 定式 极限 的 有 力 工具 . 

(6) 直接 用 拉 格 朗 日 中 值 定 理 对 不 少 问题 是 一 种 有 效 的 方法 . 


2.9.3 ” 杂 题 (习题 1371-1375) 
这 里 包含 了 洛 必 达 法 则 的 一 些 应 用 , 还 对 该 法 则 使 用 不 当 的 情况 举例 . 


@ 这 个 极限 在 函数 a 的 研究 中 也 不 可 少 . 参见 1.4.4 的 习题 370.1(g) 的 解 1， 以 及 后 面 82.12.2 的 习 
题 1527 等 . 
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习题 1371 设 曲线 y = f(z) 当 z 一 0 时 在 角 a 下 趋 于 坐标 原点 (0,0) (lim f(z) = 
0)，a 为 曲线 在 原点 的 倾斜 角 , 求 lim 业 . 


中 解 题 设 条 件 是 (1) lim fj(z) = 0 (2) lim 六) = tanar 
条 件 (1) 表明 所 求 的 极限 是 吕 型 的 不 定式 , 用 洛 必 达 法 则 就 有 
可 宁 Jim Tfz) - = Ji 厂 了 四 =tana. 口 


习题 1371 的 附 图 注 补充 定义 f(0) = 0 之 后 上 述 推导 就 推 由 了 存在 
j(0) = tana, 即 表明 了 在 z= 0 是 广义 可 导 的 . 


习题 1373.1 证 明 , 如 果 函 数 jz) 存在 二 阶 导数 fj"(z), 那么 
一 Jim JE 有 = 加 


解 这 时 的 自 变量 是 六 用 洛 必 达 法 则 得 到 


到 jz 十 加 二 了 全 二 则 一 2jf(z) _ 
jh 一 0 


mm 了 上 + 用 一 也 人 一 问 
三 /1 2 

1 了 + 月- 于 之 CE 包 = 了 加 
和 由 人 ) 


= 二 [Go)+ 天 = 天 人 


由 于 只 知道 灵 (z) 存在 ， CR 因此 在 用 了 一 次 洛 必 达 法 则 之 后 , 计 
算 所 用 的 是 二 阶 导数 的 定义 ， 口 


注 车 只 知道 在 某 一 点 zo 处 存在 灵 (zo), 则 本 题 在 > 改 记 为 zo 之 后 的 结论 和 证 
明 也 都 成 立 . 此 外 , 本 题 的 结论 与 81.5.5 中 的 习题 488-491 是 类 似 的 . 


习题 1373.2 研究 函数 


1 1 
Jo)= 他 人 
2， 


在 点 z = 0 处 的 可 微 性 . 


解 ”从 82.9.2 的 习题 1354 知道 f(z) 于 点 z = 8 处 连续 . 按照 导数 定义 计算 得 到 : 
1 1 
10= 四 了 于 了 (0) i 三- 本 =T- 半 


三 和 2(ez 一 加 --2z-zlez 一 1) 
0 2 一 1) 
一 lim 二 2 一 工 十 2e7 一 ze” 

一 0 2 
2 
本 6z2 
1] 6 一 6 一 Zez 奸 。 

志 囊 让 1 证 辣 
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注 在 附 图 中 作出 了 f(z) 在 [-3,3] 上 的 图 像 ， 
它 几乎 像 是 经 过 点 (0, 去 ) 的 斜率 为 - 古 的 一 条 直 
线 , 然而 不 难 计 算得 到 f(+oo) = 0, fj(-co) =1. 还 
可 以 计算 出 ftz) 在 点 z = 0 展开 的 泰勒 公式 的 前 几 
项 为 

jz) = -十 zz 十 志 空 可 

这 里 利用 了 函数 二 2 是 伯 努 利 数 的 生成 函数 ， 
见 82.10.1 的 习题 1382 (更 详细 的 信息 可 参考 [23] 的 
87.2.3). 


习题 13873.3 


三 守 : 二 


(zz>0) 
的 渐 近 线 . 


解 从 分 母 大 于 1 可 见 没有 垂直 渐 近 线 . 然后 按照 渐 近 
线 计 算 公 式 先 计算 得 到 习题 1373.3 的 附 图 


这 表明 可 能 存在 斜 渐 近 线 . 然后 再 计算 


- 邑 。pa -外 = -ao [一人 
+ 9 人 二 ) e 
为 方便 起 见 作 变 量 代 换 t = 十, 于 是 可 引用 习题 1359 ( 82.9.1 的 最 后 一 题 ) 得 到 : 
于 Q+t 
和 z) - 1- 1i 站 一 1i 1 1 十 志 盖世 
im By 人 e] = ,lu 上 0 G+bEe 
主 二 汪汪 误 和 
e2 2 2e 
于 是 得 到 z 一 +eo 的 斜 渐 近 线 ( 见 附 图 ), 它 的 方程 为 
3 三 了 十 去 . 口 
习题 1374 研究 洛 必 达 法 则 应 用 于 下 列 例子 的 可 能 性 : 
的 si 二 一 sinZ 
四 二 Sm ) Ji Z 二 sinz' 
人 lm ecosz 上 2sinz+er sin?z， (dj lim -LI+z+sinzcosz 
xx 一 上 oo ez(cosz 二 sinz) 3 xm~oo (十 sinTcosZT)esinz 


82.9 ”不 定式 极限 (习题 1318_1375 ) 319 


解 分 别 解答 如 下 . 
(a) 用 洛 必 达 法 则 得 到 
2zsin 工 一 cos 工 
多 多 
z 一 0 CosZ 
可 见 这 个 极限 不 存在 . 因此 不 能 用 洛 必 达 法 则 . 然而 这 并 不 表明 原 题 的 极限 不 存在 . 实 
际 上 本 题 的 极限 是 明显 存在 的 : 
lim 于 而 本 一 jim (zsm ;于 ) 一 lim (zsin 二 ) 三 0, 
z0 SinZ z 到 0 Z sin7z 一 0 
人 b) 此 题 与 题 (a) 类 似 , 只 要 将 分 子 分 母 同 除 以 r, 就 看 出 极限 存在 且 等 于 1， 然而 
用 洛 必 达 法 则 得 到 的 是 


| 一 cosZ ， 
zco ] 十 coOsZ 


当 ?z 一 co 时 分 母 无 限 多 次 为 0, 根本 不 能 考虑 极限 的 存在 性 
(e) 车 用 洛 必 达 法 则 就 有 


e-2=( 一 5sinz) +e-z (-2zsin2z 十 2sinzcos Z) 


lim 


了 一 十 oa ez(-2sinz) 

寺 :| 形 瑟 .se-z_er-z2+za vi -xz2+z 总 

= lm (2 e e Tsinz 一 6 cosZ) 
但 这 个 结果 是 错误 的 . 


实际 上 原 题 的 分 母 为 e-z(cosz 十 sin7), 因此 在 上 为 正 整 数 的 所 有 点 kr 一 浊 处 分 
母 为 0, 同时 分 子 却 不 等 于 0. 这 样 的 函数 在 = ，+oo 时 不 可 能 存在 极限 . 
那么 用 洛 必 达 法 则 怎么 会 有 极限 等 于 0 的 结果 呢 ? 检查 上 述 计算 就 可 以 发 现在 计 
算出 分 子 分 母 的 导数 之 后 约 去 了 因子 sin z, 这 种 运算 是 不 合法 的 . 实际 上 从 上 面 的 讨论 
知道 分 母 的 导 函 数 在 z 一 +co 时 有 无 穷 多 个 零点 ， 从 而 在 这 些 点 上 分 式 没有 定义 . 
(d) 车 用 洛 必 达 法 则 就 有 
1 1 +cos2z 
oo 本 十 cos2z) + (十 sinz cosz) cosz] esinz 
过 2cosZ 
2 (2cosz 十 Z 十 sinZcosz)esinz 


利用 es"z > e 1, 可 见 当 z 一 oo 时 分 母 为 无 穷 大 量 , 而 分 子 为 有 界 量 ， 因此 极限 等 于 0. 
然而 检查 上 述 计算 过 程 可 以 发 现 这 是 分 子 分 母 约 去 了 因子 cosz 后 才能 得 到 的 结 
论 . 由 于 在 用 了 洛 必 达 法 则 之 后 得 到 的 表达 式 的 分 母 当 z -oo 时 有 无 穷 多 个 零点 ， 
此 上 述 运算 是 不 合法 的 . 
回 到 原 题 , 如 将 原来 的 表达 式 改写 为 


工 SinZ cosZ 
困 阔 汪 中 


1 十 Snzcosz 1 
并 
则 就 可 以 看 出 当 z 一 co 时 上 述 表 达 式 的 第 一 个 因子 ( 指 分 式 ) 的 极限 为 1, 然而 第 二 个 
因子 e- "= 却 在 e 到 er-1 之 间作 无 穷 多 次 振荡 , 因此 没有 极限 ， 口 
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小 结 “小 题 (a),(b) 都 存在 极限 , 也 都 容易 求 出 , 但 用 洛 必 达 法 则 后 却 不 存在 极限 . 
小 题 (c),(d) 都 不 存在 极限 , 但 用 洛 必 达 法 则 并 错误 地 约 去 分 子 分 母 的 一 个 因子 后 却 存 
在 极限 . 

习题 1375 即 是 计算 前 面 81.6 的 习题 645 中 的 弓形 面积 与 马 形 内 的 内 接 等 腰 三 角 
形 的 面积 之 比 的 极限 , 从 而 导出 弓形 面积 的 一 个 近似 计算 公式 . 从 略 . 


2.9.4 补 注 


在 这 一 小 节 中 将 从 几何 角度 来 解释 洛 必 达 法 则 的 意义 , 其 中 包括 对 于 二 型 不 定 
式 的 洛 必 达 法 则 的 证 明 . 

方法 的 要 点 是 : 将 洛 必 达 法 则 中 涉及 的 一 对 函数 户 9 作为 平面 曲线 的 参数 方程 , 然 
后 来 观察 这 条 平面 曲线 的 性 态 

为 了 与 平时 习惯 使 用 的 参数 方程 记号 一 致 , 将 自 变 量 改 用 符号 t+ 又 为 简明 起 见 只 
考虑 a 为 有 限 点 的 右 侧 极 限 上 一 a + 0, 同时 在 洛 必 达 法 则 中 的 极限 也 只 限于 为 有 限 数 
对 于 其 他 情况 的 推广 是 类 似 的 

交 汪 人 生生 和 和 


,为 和 型 不 定式 , 同时 存在 极限 ,im 态 人 -4 如 前 所 说 这 个 条 
伯 共 肖 在 点 2 基 仙 人 过 分 母 y(b) 不 会 等 于 0 例如 在 (oj 上 9) 天 0 考察 由 下 列 参 


数 方程 表示 的 平面 曲线 


Z=g( 人 ,yy= Hb，a<t< 

从 达 布 定理 知道 9 人 保 号 , 因此 9g(b) 严格 单调 ,从 而 存 也 

在 反 函 数 上 + = 9 !(z)， 于 是 上 述 平面 曲线 就 可 以 用 y(z) = 

j(9-!(z)) 来 表示 .同时 从 参数 方程 求 导 法 知道 这 个 函数 可 

时 , 目 有 z 

ye) = 7 和 型 不 定 支 的 几何 意义 

利用 条 件 f(a+ 0) = 9(a + 0) = 0, 补充 (或 修改 ) 定义 f(a) = 9g(o) = 0, 则 就 使 得 

放 g 在 点 a 均 右 连续 . 几何 上 如 附 图 所 示 即 有 (0) = 0, 且 y(z) 于 z = 0 右 连续 . 于 是 
所 要 求 的 极限 就 是 


3y(z) =f(9 (on)) 


的 -im 二 7 -im 2 四 二 gO) -im yz 

t 一 oa+0 g(t) 二 at0 g( 划 一 g(a) zx 一 + T 一 0 z 一 0 了 
显然 这 就 是 求 y(z) 在 点 z = 0 的 右 导 数 . 由 于 已 经 有 imag '(z) = 4, 因此 洛 必 达 法 则 
告诉 我 们 上 述 极限 等 于 4. 


用 几何 语言 来 说 这 就 是 82.9.3 的 习题 1371 的 内 容 , 即 若 一 条 则 线 趋 于 原点 ,同时 
它 的 切线 斜率 有 极限 tan os 则 曲线 在 原点 存在 切线 , 其 斜率 等 于 tan a. 

于 是 我 们 看 到 ,人 型 的 洛 必 达 法 则 就 是 前 面 已 经 知道 的 导数 极限 定理 ( 即 $2.6.4 的 
习题 1258.1). 这 也 就 是 习题 1371 的 意义 , 只 是 在 那里 没有 引入 平面 曲线 的 参数 方程 表 
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示 , 因此 不 够 一 般 . 


命题 2.10 (用 于 去 型 不 定式 的 洛 必 达 法 则 ) 设 存在 极限 lim 必 内 - 4, 且 


9 区 

gta + 0) 为 确定 符号 的 无 入 大 量 , 则 成 立 Jim 世人 一 人 

以 下 只 讨论 w 4 > 0 均 为 有 限 数 ,ga + 0) = +oo 的 情况 . 

如 前 面 一 样 可 知 ytb) 在 a 右 侧 邻 近 保 号 . 考虑 平面 曲线 

z=g( 人 ,= fbD，a<t<b 

其 中 9 在 (中 上 严格 单调 . 于 是 该 由 线 就 可 以 用 y(z) = 7(9-:(z)) 表 出 , 在 下 面 的 附 
图 中 用 粗 黑 曲 线 表示 . 

于 是 问题 已 经 转化 为 证 明 : 


lim y'(z)=4 一 lim 2z) -4 
了 一 十 ea 了 


即将 洛 必 达 法 则 归结 为 一 种 特殊 情况 来 证 明 , 它 比 较 容易 处 理 ， 

由 于 zx = g(b) 严格 单调 , g(a + 0) = +oo,t 一 a+0 与 z 一 +oo 是 等 价 的 .曲线 
4% = y(z) 无 界 , 因此 不 可 能 用 处 理 1 型 不 定式 的 连续 延 拓 方 法 .以 下 所 用 的 方法 将 结 
合 示意 图 来 解释 


村 型 不 定式 的 洛 必 达 法 则 证 明示 意图 


先 看 我 们 的 目的 是 什么 对 于 4 > 0, 就 是 要 对 每 一 个 给 定 的 s > 0, 证 明 存 在 
M > 0, 使 得 当 rz > M 时 成 立 不 等 式 


4-e< 2 四) -4+e (2.17) 


几何 上 如 分 图 (a) 所 示 , 就 是 使 得 zx > M 时 的 曲线 y = y(z) 落 在 一 个 无 界 扇形 <CODD 
中 , 它 的 角 平分 线 是 y = 4z. 对 于 射线 OC 和 OD 均 理 解 为 延伸 到 无 穷 远 , 它们 的 斜率 
记 为 K(OC) 和 K(OD)， 分别 为 4+E= 和 4 一 上 

再 观察 我 们 的 条 件 是 什么 ? 由 于 


y 四 = 也 了 一 4 一 +ea 


因此 存在 ro > 0, 当 z > zo 时 成 立 不 等 式 
4 一 二 <z(z) <4+ 生 . 
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取 点 (zo,y(zo)), 将 它 标 为 分 图 (b) 上 的 点 O", 则 就 可 以 用 拉 格 朗 日 中 值 定理 知道 
当 z > zo 时 有 # e (zo,z), 使 得 成 立 


4- 生 < 2 = - WE) < 4 十 号 
由 此 就 可 以 得 到 将 y(z) 夹 在 中 间 的 不 等 式 
3(zo)+ (4 一 二 )(z 一 zo) < y(z) <y(zo)+ (4 十 中)(z 一 zo). (2.18) 


如 分 图 (b) 所 示 , 它 表明 在 > > zo 时 曲线 y = y(z) 落 在 另 一 个 无 界 扇形 <C'O'D 
内 . 与 分 图 (a) 一 样 , 它 的 角 平 分 线 的 斜率 也 是 4, 对 于 半 射 线 0/C' 和 O'D' 也 理解 
为 延伸 至 无 穷 远 . 注意 斜率 K(O'D') = 4 -se/2 > Ki(OD) = 4 -= 和 斜率 上 (O'C') = 
4+E/2< k(OC) =A4+e. 

于 是 只 剩 下 一 个 问题 , 即 当 z 充分 大 时 , 能 否 由 分 图 (b) 推出 曲线 y = y(z) 进入 分 
图 (a) 中 的 扇形 COD? 分 图 (ce) 表明 在 kK(OD) < K(O'D') < K(O'C') < k(OC) 的 前 提 
下 这 在 几何 上 是 明显 成 立 的 . 

严格 的 分 析 证 明 也 是 容易 的 . 将 (2.18) 除 以 z 并 令 z 一 +co, 就 知道 存在 M > 0， 
使 得 当 z > M 充分 大 时 成 立 4 -< < 2 色 < 4+e, 即 满足 (2.17). 

下 面 我 们 将 上 述 几 何 解 释 改 用 独立 的 分 析 语言 写 出 证 明 . 

证 设 有 条 件 im Wi(z) = 4 成立. 对 任意 s > 0, 存在 zo > 0, 使 得 当 z > zo 时 
成 立 

4 一 各 <y(z) < 4 二 千 . 

然后 在 > > zo 时 用 拉 格 朗 日 中 值 定 理 , 存在 5 e (zo,z), 使 得 


4- 号 < 2 =2() < 4+ 生 


将 它 改写 为 

W(zo)+ (4 一 号 )(z 一 zo) <3(z) <y(zo)+(4+ 号 )(z 一 zo)， 
然后 除 以 , 得 到 

运 示 y(zo) 一 (4 一 刁 )zo 过 人 二 人 二 下 3(zo) 一 (4+ 三 )zo 

2 2Z 2Z 2 了 
考虑 到 当 z 一 +co 时 上 述 不 等 式 的 左边 和 右边 分 别 收敛 于 4 一 二 和 4 十 多 因此 存 
在 M > zo, 使 得 当 z > M 时 成 立 不 等 式 
2 四 


4-<< 一 <4+e5， 


可 见 已 经 得 到 _lim， 2) = 4， 口 
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82.10 泰勒 公式 (习题 1376-1413 ) 


内 容 简介 ”泰勒 公式 可 称 为 是 微分 学 的 顶峰 . 本 节 学 习 带 有 各 种 余 项 的 泰勒 公式 ， 
并 将 它们 用 于 一 系列 性 质 不 同 的 问题 , 其 中 包括 极限 计算 、 近似 计算 和 误差 估计 等 . 


函数 在 点 zo 处 展开 的 泰 勘 公式 为 
flz) = > ak(z 一 zo 关 十 RD)， 
大 =0 
其 中 的 系数 


(CD) 
OK 一 攻 2 ,一 01 


和 式 并 ut 一 z0) 称 为 泰勒 多 项 式 , 忌 ,(z) 称 为 余 项 , 它 就 是 函数 f(z) 与 泰勒 多 项 式 
大 =0 


之 差 
Ra(z)= flz) 一 >》 artz 一 zo)5 


大 =0 

即 用 多 项 式 逼 近 函 数 时 的 “截断 误差 余 项 有 各 种 类 型 , 它们 是 对 此 “误差 "的 刻画 @. 

最 为 常用 的 余 项 有 两 种 . 

第 一 种 余 项 是 佩 亚 诺 型 余 项 , 它 的 形式 为 

已,=o((z 一 zoj”) (z 一 zo)， 
若 取 ”= 1, 则 带 有 佩 亚 诺 型 余 项 的 泰勒 公式 就 是 
jz) = jzo) 十 jzojtz 一 zo)+oz 一 zo) (z 一 zo)， 
这 也 就 是 学 习 导 数 与 微分 时 的 
Aj = j(zo)Az+olAr) (Az 一 0)， 

常 称 为 无 穷 小 增 量 公 式 . 

由 于 佩 亚 诺 型 余 项 刻画 的 是 当 z 一 ro 时 的 极限 性 态 , 因此 在 《习题 集 》 中 将 相应 
的 泰勒 公式 称 为 局 部 泰勒 公式 , 它 的 主要 用 途 是 在 极限 计算 等 方面 ( 见 82.10.4). 

此 外 , 在 fo"+0(zo) 存在 时 有 忌 。 = O((z - zo)"+1) (z 一 zo). 这 种 形式 在 许多 计 
竺 中 对 于 估计 阶 数 是 很 方便 的 . 若 从 上 下 文 知道 极限 过 程 为 > 一 zo, 则 还 可 以 将 上 述 
表达 式 简 记 为 On+1. 
第 二 种 余 项 是 拉 格 朗 日 型 余 项 , 它 的 形式 为 


m+I) 运 
Rs(z) = ee 汪 二 人 Zo)) (z 一 zo]n+1， 


其 中 0<0<1. 车 取 m = 0, 则 带 有 拉 格 朗 日 型 余 项 的 泰勒 公式 为 
jf(z) = flzo) 二 jzo+gz 一 zo))(z 一 zo)， 
这 就 是 拉 格 朗 日 中 值 定理 . 它 的 另 一 种 形式 为 


@ 本 书 对 于 余 项 的 定义 和 记号 来 自 于 [6，26] 等 教科 书 , 与 《习题 集 》 有 些 差异 . 在 《习题 集 》 中 没有 用 
佩 亚 诺 型 余 项 的 名 称 , 本 书 的 Rn 在 那里 记 为 丸 .+1- 
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Aj = jzo+bAz)Arz. 
这 些 公 式 常 称 为 有 限 增 量 公式 . 
带 有 拉 格 朗 日 型 余 项 的 泰勒 公式 也 称 为 泰勒 中 值 定 理 . 它 与 拉 格 朗 日 中 值 定理 一 
样 具 有 多 方面 的 应 用 . 
为 读者 方便 , 下 面 列 出 了 最 为 常用 的 几 个 泰勒 公式 : 


Tez=1+z+ 呈 二 十 王 十 Re) 
加 如 ， 


23 ，25 na-1 22 
工 , sinz 一 7 一 有 十 页 一 十 ( “Tt+Ron( 中 ， 
2 4 2m 
JII，cosz = 1 一 可 十 持 一 … 十 (DT 十 瓦 2n+l(z)， 


IV. (+aa =1+az+ 2 是 ee 一 ntJan+ Ru 


2 3 册 
V. InGL+J=z 一 本 + 本 一 二 (CD 2 十 Rn)， 
3 5 2n~1 
二 尖 忆 到 过 一 :1 克 一 1 和 
VI arctanz =z 一 -了 十 每 +(-U” 及 2T 十 儿 n(7)， 
晤 全 0 (mn 一 3 咱 2n 一 1 
VIH，arcsin7 一 7 十 襄 7 十 302 十 … 十 (Cn 二 7 十 Ran(z). 


注 1 注意 到 奇 函 数 ( 偶 函 数 ) 在 点 z = 0 展开 的 泰勒 多 项 式 中 的 z 的 偶数 赛 次 ( 奇 
数 雪 次 ) 的 项 的 系数 总 是 0, 在 sin z, cos zarctan z,arcsinz 的 上 述 泰 勒 展开 式 的 余 项 
前 认为 都 有 系数 为 0 的 一 项 . 如 下 面 的 某 些 习题 中 会 看 到 的 那样 , 这 对 于 误差 估计 是 有 
益 的 . 


注 2 ”上述 第 IV 个 公式 , 即 二 项 式 函数 (1 + z)” 的 展开 式 , 其 中 含有 参数 w, 因此 
它 实 际 上 包含 了 无 穷 多 个 公式 ,下面 列 出 几 个 最 常用 的 公式 : 


a= 一 1 这 =1-z+zz 一 z3 十 .… 十 (-1)nzn" 十 Rn(z)， 

志 芝 公 二 =1-2z+3z2 -4z73 十 .… 十 (~1n(n 二 1)zn 二 Rn(z)， 
们 一 去 VI+z=1+ 季 一 3 十 埋 空 和 人 二 冲 Cr" 十 Rn(z)， 
a = -去 ， -二 =1- 了 十 和 过 音 再 2 (Un"zr 十 Rn(z)， 


2.10.1 ” 泰 勤 公式 计算 (习题 1376-1392) 
这 里 的 第 一 个 题 显 示 了 微分 学 在 一 个 代数 问题 中 的 应 用 . 


习题 1376 将 多 项 式 
P(z) = 1 二 3z 十 5z2 一 2z3 
表示 成 二 项 式 = + 1 的 非 负 整数 寡 的 多 项 式 . 
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解 1 用 初等 代数 可 计算 如 下 : 
Plz)=1+3[(z+l) 一 习 +5(z+I) 一 3 一 2[z+IHD 一] 
=1+faz+1l) -3 引 +5l(z+1D)2 一 2(z+1D+a 
-2[(z+1a-3z+1H2+3z+I 一 导 
=(1-3+5+2)+(3-10 一 6)(z+1l+(G5+6)(z+1D2 一 2(z 十 13 
=5-13(z+l)+1I(z+1D2 一 2(z+HD23， 口 
解 2 ”本题 给 定 的 多 项 式 可 以 看 成 为 它 自身 在 z = 0 处 展开 的 泰 勒 公式 , 同时 作为 
函数 它 又 可 以 在 点 z = -1 处 展开 为 泰勒 公式 , 于 是 本 题 就 可 以 通过 导数 计算 来 解决 ， 
计算 出 
己 (z) = 3 二 10z 一 6z2，Pw(z) = 10 -12z，P%(z) = 一 12， 
用 z = -1 代入 得 到 
P(-1) = 5，P'(-1) = -13，P"(-1) = 22，P%(-1) = -12， 
于 是 就 有 


Plz) =5+(-13)(z+D+ 全 @+D2+ 二 (+D8 


=5-13(z+1)+11(z+1)2 一 2(z 二 1)3， 口 


本 小 节 下 面 的 习题 都 是 计算 某 个 函数 在 指定 点 处 的 泰勒 公式 到 某 个 指定 宕 次 的 项 ， 
也 就 是 要 计算 它们 的 系数 , 这 里 大 体 上 有 两 种 方法 , 一 种 是 按照 公式 


(有 
全 名 -om 


进行 计算 , 也 就 是 先 求 fF(z) 在 点 zo 处 的 高 阶 导 数 , 常 称 为 直接 法 . 
另 一 种 方法 是 利用 己 知 的 几 个 常用 的 泰勒 公式 , 通过 包括 变量 代 换 在 内 的 各 种 运 
算 来 计算 出 所 求 的 泰勒 公式 , 常 称 为 间接 法 . 这 要 求 我 们 记 住 最 基本 的 儿 个 函数 (其 中 
包括 er,sin z cosz; (1 + z)“,ln(l + z),arctanz 等 ) 在 z = 0 处 展开 的 泰勒 公式 ,就 如 
同 求 导数 计算 中 的 求 导 公式 一 样 , 以 上 几 个 函数 的 泰勒 公式 也 是 微分 学 中 的 “ 九 九 表 ”. 
利用 泰 勤 公式 的 唯一 性 , 无 论 用 什么 (正确 的 ) 方法 , 所 得 的 结果 都 应 当 相 同 . 


习题 1377 求 f(z) = 了 的 泰勒 展 开 式 至 含 z4 的 项 . (9)(0) 的 值 是 多 
少 ? 


解 由 于 给 定 的 分 式 函数 的 分 母 在 实数 域内 不 可 约 ,该 分 式 不 能 分 拆 成 分 母 为 一 - 
次 函数 的 分 式 之 和 , 因此 用 求 导数 的 直接 法 似乎 不 方便 . 以 下 用 间接 法 来 计算 ， 
先 将 f(z) 改写 如 下 : 


27 2z(1 十 z) 
=1+ 一 - 竺 一 > =1 十 
7 1 一 十 Z2 I+Z3 


然后 利用 工 二 -的 泰 公 式 , 将 其 中 的 换 为 za, 就 可 计算 如 下 : 
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flz]=1+(2z+2z2)(1-z3+Os) 
=1+2z+2z2 一 2z4 二 0O5 (z 一 0)， 
其 中 06, O5 是 关于 极限 过 程 z 一 0 的 D(zs),O(z5) 的 简写 . 
按照 泰勒 公式 中 的 系数 公式 就 得 到 
J(0) = 24 x (-2) = -48， 口 
注 这 里 用 直接 法 固然 不 便 , 但 就 是 用 间接 法 , 也 有 多 种 不 同 计算 方法 , 以 上 选取 
的 是 较为 简短 的 一 种 . 


习题 1378 求 ftz) = 一 Q 二 o) 。 的 泰勒 展开 式 至 含 z2 的 项 . 


(1 一 2z)4(1 十 2z)60 
解 ” 取 对 数 后 可 计算 得 到 
jn jf(z) = 100In(1+z) 一 40ln(1- 2z) 一 60ln(l+2z) 
=100z- 至 )-40(-2z- 公 -)-6ol2z- 等 )+os 
=60z+150z2 二 O3s (z 一 0). 
然后 再 回 到 /(z), 这 可 计算 如 下 : 


J(z) =emyf(z) = e60z+150z2?+Os 


=1+(60z+150z?) 十 去 (60z+ 150z2)2 + Os 


=1 十 60z+1950z2 十 0Os (z 一 0)， 口 
解 2 由 于 取 对 数 后 求 导 还 是 容易 的 , 本 题 可 用 直接 法 计算 如 下 : 


yz) 100 + 一 80 -120 
jz) 1+z 1=-2z 1+2c， 
jz) jc) _ 100 160 240 
7 一 人 7 加 ) 一 + 人 25 +252， 
令 z= 0 代入 就 得 到 


j(0) = 1 7(0) = 60,， AP"(0) = 3600- 100+160+240 = 3900， 
因此 得 到 
jz) =1+60z+1950z2+Os (z 一 0).， 口 
注 ”这 类 题 用 直接 法 或 间接 法 都 有 多 种 做 法 , 需要 根据 题 的 特点 选取 较 好 的 方法 . 


习题 1379 求 f(z) = Ya 二 z(a> 0) 的 素 勒 展开 式 至 含 z2 的 项 . 
解 1 用 直接 法 , 则 有 


上 1 一 到 
je)= 南 (e+z) 严 ， 
ww 1 一 问 本 
三 = (+z) ”， 


令 z 一 0 代入 得 到 (0) = 市 cm, 7"(0) = 二 所 -2m, 于 是 得 到 
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War 十 Ta 十 ER 2 十 元 22+Os (z 一 0 口 
解 2 用 间接 法 可 从 二 项 式 函 数 (1 + z) 六 的 展开 式 如 下 求解 : 
1 工 
Yam+z=all+ 总 ) 
=a(+ 十 :高 + 去 十: 世 .)+0s (z 一 0)， 


加 以 整理 就 得 到 与 解 1 相同 的 答案 ， 口 
注 令 a=]lmm=mw, 则 可 看 出 z2? 项 的 系数 就 是 在 81.5.4 中 的 命题 1.7 的 结果 . 


人 


习题 1380 求 f(tz) = VI- 2z 十 到 ~ 光一 37+2Z2 的 泰勒 展开 式 至 含 r3 的 项 . 


解 ”本题 直接 计算 导数 或 用 二 项 式 函 数 的 展开 式 都 可 以 做 . 这 里 介绍 用 隐 函 数 求 
导 的 直接 法 , 它 避 免 了 对 无 理 函 数 求 高 阶 导 数 . 

令 y= VI 二 2 开 上 +z5, 则 刀 =1- 2z+z3, 于 是 有 

28y' = -2 十 3z2， 
2y2 +2y = 6z， 
6 灵 十 2 一 6， 
令 z=0 代 入 得 到 
3(0) =1L (0) = 一 (0) = 一 1 2 (0)=0. 
同样 令 z= 光 二 37 十 75, 则 z3 = 1 ~ 3z +z2, 于 是 有 
3z2z' = -3 二 27， 
6zz2 十 3z2z/ = 2， 


6z3 二 18zz'z/ 十 3z2z% 一 0， 


令 z= 0 代入 得 到 
z(0) = 1，z(0) = -1，z"(0) = -村 z/(0) = -6. 
合并 以 上 结果 就 得 到 
(0) = 0, fj0) = 0 7"(0) = 南 , j(0)=6. 
于 是 得 到 所 求 的 展开 式 为 


jz) = 关 +zs+O4 (rz 一 0 口 
习题 1382 求 ftz) = 元 的 泰勒 展开 式 至 含 r4 的 项 . 


解 这 里 的 函数 f(z) 于 z = 0 处 没有 定义 , 但 可 以 根据 连续 延 拓 要 求 补充 定义 
0) = 1 当然 还 需要 证 明 这 样 延 拓 后 的 函数 在 点 zx = 0 处 无 限 多 次 可 导 , 但 在 这 里 我 
们 只 关心 如 何 计算 . 

采用 待定 系数 法 设 有 
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jz) = Bo+ Biz 十 外 22+ 侣 za+ 全 z+Os (一 0)， 
然后 就 可 以 展开 z = (ez - 1)j(z) 如 下 : 
z 二 (Bo+Biz+ 健 = 十 亿 = 十 量 z 


x (z+ 责 zz2 十 责 za+ 1 


而:+ 页 ) +os 
= Boz+[( 印 +B)z2+( 名 十 孚 十 孚 )=2+( 十 全 十 公 十 全 )z 
+( 支 + 马 PB2 ， Ba ，B4 


j 动 午 + 嫩 + 个 + 如 ) 呈 +os (z 一 0)， 
等 置 两 边 同 赛 次 项 的 系数 , 就 可 以 依次 解 出 所 要 的 系数 如 下 : 


Bo= 了 Bi = -去 下 =2(- 青 + 卫 ) = 喜 ， 
人 
画 =6 支 + 直 - 赤 )=0 
莹 而 人 1 
尺 =2(- 评 + 页 元) = 24 720 一 30 
于 是 得 到 本 题 的 答案 为 
/lz) =1- 半 cz+ 十 于 - 高 呈 +0s (zz 一 0 口 


注 本 题 的 f(z) 是 伯 努 利 数 的 生成 函数 , 系数 B; (i = 1,2,，…) 就 是 伯 努 利 数 . 在 
[23| 的 87.2.3 中 给 出 了 计算 Bu 的 一 般 递 推 公式 . 


下 面 是 常见 的 正切 函数 的 泰勒 展开 式 计算 , 将 举 出 几 种 解法 以 供 比较 . 
习题 1386 求 /(z) = tanz 的 泰勒 展开 式 至 含 z5 的 项 . 
解 1 利用 sinz, cosz 和 可 二 的 泰勒 公式 , 用 间接 法 计算 如 下 : 


2 
WE SinZ 多 -人 + 120 +Or 


ee 
3 5 2 4 4 
= 人 -所 + 闸 )G+( 酝 - 副 )+ 本 )+or 


1 1 1 5 

=z+(- 井 + 二 )+ (页 - 直 + 走 )z 
=z+ 并 za+ -2 

解 3 用 待定 系数 法 


可 在 中 +Or (z 一 0). 口 
从 正切 函数 为 奇 函数 , 因此 其 展开 式 中 不 含 z 的 偶 次 寡 项 , 又 已 知 tanz wz (z ~ 
0), 因此 只 需要 两 个 待定 系数 就 够 了 . 设 


tanz =z+az3+bz5+Or (z 一 0)， 
然后 展开 等 式 tanz . cosz = sin z 的 两 边 得 到 
有 一 再 z3+ 高 严 二 Or = (z+az3+bz5+Or)j(l 一 到 + 盐 玉 十 O6) 


=z+(o- 去 )aa+ 人- 号 + 直 )zs+oy (z 一 0)， 
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等 置 两 边 同 罕 次 项 的 系数 就 得 到 
1 1 


0 
2 24 ”120 6 24 120 15 
解 3 用 直接 法 做 , 对 正切 函数 逐次 求 导 得 到 
(tanz)' = sec2 z， 
(tanz) 一 2sec2ztanz， 
(tanz)% 一 2sec4z 十 4seczztan2z， 
(tanz)(9) = 16 secdztanz 十 8sec2ztan3z， 
(tanz]G5) = 88 sect ztan27 二 16sec6z 十 16sec2ztan4z， 
用 zx = 0 代入 得 到 f(z) = tanz 的 导数 值 为 
j0) =1 7j(0)=0 7j(0)=2 10(0) = 0 7G)(0) = 16， 
于 是 得 到 
tanz 一 z 十 厅 za+ 兰 z5+Or. 口 
解 4 用 直接 法 也 不 一 定 像 解 3 那样 来 做 . 记 ?y = tanz, 则 有 
久 =sec2z 一 1 十 妨 ， 
一 2 
2 一 20 十 289 
80 = 6y 凡 十 2 
3 加 = 6y2 十 8 十 2y90， 
然后 从 y(0) = 0 起 即 可 求 出 
2 0 一 0 一 0 几 ()=2 90) 一 0 99(0) = 16， 
即 得 到 与 解 3 相同 的 导数 值 ， 口 
注 “由 以 上 计算 可 见 , 我 们 熟悉 的 正切 函数 在 点 z = 0 处 的 泰勒 展开 式 , 要 比 正 弦 
函数 和 余弦 函数 的 泰勒 展开 式 复杂 得 多 , 很 不 容易 计算 . 若 要 展开 到 含有 z8 项 , 则 得 到 


2 17 62 


和 2 9 
可 十 语 呈 十 527 + 天 有 z +OU (z 一 0). 


实际 上 这 种 复杂 性 与 习题 1382 的 注 中 提 到 的 伯 努 利 数 的 出 现 有 关 . 关于 正切 函数 的 素 
勒 展开 式 的 一 般 性 讨论 可 以 参考 [23] 的 87.2.3. 在 那里 还 讨论 了 zcot z, secz 和 zcscz 
的 泰勒 展开 式 . 


tanz 三 2 十 


习题 1387 求 flz) = mn 各 2 的 泰 黄 展 开 式 至 含 z8 的 项 . 


解 这 里 补充 定义 f(0) = 0. 可 以 证 明 这 样 延 拓 后 的 函数 在 z = 0 处 无 限 多 次 可 
导 . 以 下 用 待定 系数 法 来 求解 本 题 . 
由 于 7(0) = 0 f(z) 又 是 偶 函 数 , 因此 有 
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jn 一 az2 十 bz4 +czs+Os 一 z2(a+bz2+cz 和 十 Os (一 0). 


然后 按照 erC = 名 二 展开 两 边 得 到 


Sin 了 
加 


和 6 
1 二 z2(a +bz2+czg) 十 要 (o+bz2 十 cz 人 2 十 在 (@+ 加 二 cz 


二 
三 1 和 十 1 一 8010 +Os (z 一 0)， 
等 置 两 边 同 寡 次 项 的 系数 就 可 以 求 出 
= 一 
1 
一 10- 2 一 IT 7 180， 
人 ia 这 证 5 
< 10 
于 是 得 到 本 题 的 答案 为 
并 本 
ln 2 二 一 站 1807 28357 十 Os (z 一 0). 口 


2.10.2 ”若干 证 明 题 (习题 1393) 
习题 1393 含有 4 个 小 题 . 


习题 1393.1 设 ftz 十 月 = jz) 十 几 P(z) 十 十 好 Jo(z 十 6 (0<9< 1), 而 
且 yn+b(z) 尖 0, 证 明 


解 根据 /在 点 z 处 有 (n+ 1) 阶 导数 , 可 以 写 出 带 佩 亚 诺 型 余 项 的 泰勒 公式 : 


JG@+ 月 =7+ 夺 加 ++ 因 10 四 +T 人 ro 一 四 


将 它 与 题 中 的 带 拉 格 朗 日 型 余 项 的 展开 式 比较 , 可 见 有 


乞 fo 人 z 十 gj) 一 嫩 fe() 玉 1 jetD(z) +olnti) 一 0). 


将 上 式 的 右边 第 一 项 移 到 左边 , 除 以 im"+1/mt 并 整理 如 下 : 
全 10mG) .0- 三 全 +o) 一 0). 


令 刀 一 0 左 式 的 极限 为 + (z) 关 0, 这 样 就 推出 存在 极限 jg = 元 +T， 口 

注 “ 本 题 与 82.6.2 中 的 习题 1246-1247 都 是 对 于 中 值 定理 的 “中 值 "的 讨论 . 在 美国 
数学 月 刊 , 第 97 卷 (1989), 205-213 页 对 本 题 的 多 方面 应 用 有 讨论 (中 译文 见 数学 译 林 ， 
第 10 卷 (1991), 第 1 期 , 85-92 页 ). 

下 面 两 个 习题 都 是 条 件 加 在 六 fj 上, 结论 却 是 关于 九 的 估计 , 于 是 可 以 用 带 拉 格 
朗 日 型 余 项 的 泰勒 公式 将 户 饭 , 大 联系 在 一 起 - 
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习题 1393.3 设 flz) e CGI0,]，f(0) = jJ(GD) = 0 而 且 当 z < (0,1) 时 有 
1fw(o)| < 4, 证 明 当 0< zs 和 工时 有 
lrcjls 到 
解 任 取 一 点 zo e (0,1), 写 出 f(0), 7(1) 在 点 zo 的 泰勒 展开 式 如 下 : 
JO = Jao+Flano-zo+ 荆 全 -ao? 
7JOD= Ho+Flzod-a+ 二 全) 
其 中 0< 司 <zo< 包 <1. 
利用 7(0) = F(D) = 0 将 两 式 相 减 以 消去 未 知 的 f(zo), 就 得 到 对 |(zo)| 的 估计 : 
es- 


1 一 zo)?， 


< 和 全 轨 +0-zo< 全 

其 中 最 后 一 步 利 用 当 zo e (0,1D) 时 有 zi 二 (1 一 zo)j2 < [zo+(1 一 zo) 有 一] 

由 于 zo e (0,1) 是 任意 取 的 , 又 因为 j(z) 在 [0,1] 上 连续 , 因此 在 fo,1 上 处 处 成 
立 lflails 熏 . 口 

习题 1393.4 设 /(z) (-oo < z < +oo) 是 二 阶 可 微 函数 , 且 

= sup (zjl< +oo 大 一 012)， 
本 
证 明 不 等 式 
ME < 2MoM2. 

解 1 若 / 是 常 值 函数 , 则 Mi = Ma = 0, 不 等 式 已 经 成 立 . 否则 有 Mo > 0 

本 题 与 上 一 愿 属于 同样 的 类 型 , 只 是 区 间 两 侧 无 端点 , 为 此 引入 一 个 参数 上 如 下 
任意 取 定 一 点 zo, 对 于 t> 0 写 出 如 下 的 两 个 泰勒 展开 式 : 

jlao -日 = flzo+ leo)(-D+ 二 多 1， 
Hoo+0= Jo+JGojt+ 三 各) 人 

其 中 zo-t<a<zo< 名 < 工 十 寺 

将 以 上 两 式 相 减 就 可 以 对 于 | 记 (zo)| 作出 如 下 估计 : 

Ifrleols 击 [yeo+al+lteo-bl+ 生 (GOI+IGa) 

这 时 右边 的 上 > 0 还 没有 确定 . 一 个 合理 的 选择 就 是 使 得 上 式 右边 尽 可 能 小 , 从 而 得 到 
尽 可 能 好 的 估计 . 由 于 这 两 项 的 乘积 是 常数 二 MonMa, 利用 关于 wb > 0 的 平均 值 不 等 
式 2 寺 & > V 丙 当 a -8 时 成 立 等 号 , 可 知 ! 的 最 人 选择 就 是 使 得 这 两 项 相等 ， 于 是 从 


生 - 一 二 2 即 可 确定 出 + V/ 21、 这 时 该 表达 式 达 到 最 小 值 V2HT5. 又 由 于 za 
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可 到 到 所 有 实数 , 可 见 | 疡 (zj| 在 (co, +co) 上 有 界 , 因此 Mn 为 有 限 实数 , 目 成 立 所 要 
证 明 的 不 等 式 Mz < MoM2. 口 
注 这 是 兰 道 -阿达 马 型 不 等 式 之 一 . 可 以 证 明 题 中 的 不 等 式 右边 的 常数 2 已 经 是 
最 佳 值 . 关于 这 方面 的 材料 可 以 看 [13，509 页 
解 2 这 个 解法 具有 强烈 的 几何 直观 意义 , 在 证 明 时 若 用 积分 学 中 的 牛顿 - 菜 布 尼 
痰 公式 就 非常 简单 .下面 先 用 几何 语言 讲 清 思路 , 给 出 用 积分 学 工具 的 证 明 , 然后 在 注 
解 中 说 明 , 不 用 积分 学 知识 也 可 以 实现 这 个 证 明 . 
如 附 图 所 示 作 出 y = 7(z) 的 图 像 . 取 点 
Ptzo,j (zeo)) 并 过 该 点 作 斜 率 为 十 Ma 的 直 
” 线 与 z 轴 相交 . 交点 为 4= mm 一 go 和 
'(z 
B=m+ 翅 2， 


附 图 中 是 P(zo) > 0 的 情况 , 直线 4PB' 
习题 1898.4 的 所 轩 的 斜率 为 Ma, 直线 4 PBB 的 斜率 为 -MX 


利用 | 放 (z)| < Ma 就 可 见 曲线 y = jl(z) 完全 落 在 两 个 三 角形 AP44' 和 APBB/ 
中 , 从 而 [4, B] 上 由 j(z) 生成 的 曲 边 梯形 面积 (在 附 图 中 的 阴影 区 ) 9 大 于 等 于 三 角 
形 AP4B 的 面积 . 对 于 /(zo) < 0 也 有 类 似 的 结论 . 从 和 牛顿 - 莱 布 尼 茨 公式 有 


= Yamdz=7B)-7C， 


于 是 得 到 
12 
Sephp= 姜 人 <lsl<2a0 一 Je(co) <2Monl， 
利用 ao 的 任意 性 就 得 到 所 要 的 不 等 式 Ma < 2MoMa， 口 


注 可 以 看 出 解 2 与 82.6.5 的 习题 1266 的 附 图 中 提示 的 几何 方法 是 相同 的 , 因此 
只 要 用 该 习题 中 所 用 的 引 理 2 就 可 将 解 2 改写 成 只 用 微分 学 工具 的 一 个 证 明 . 


只 对 f(zo) > 0 写 出 证 明 . 用 拉 格 朗 日 中 值 定理 和 Ma 的 定义 可 知 成 立 不 等 式 
|P(z) 一 狐 (zo)l < Mazlz 一 zol 


县 在 柜 一 aol < 刀 8 ， 即 = e [4 可 时 有 7r(z) > 0， 然 后 作 辅助 函数 Ptz) 一 
Atz) - Paeo)fz -aoj 在 区 间 [zo, B 上 对 F(z) 应 用 引 理 2 就 得 到 


-五 到 <- peo=JB)- 厂 名 -Joos< 瑟 名 
这 吉 提 供 了 /(B) - (co) > 上 人 8 ， 又 在 区 间 [4,zol 上 对 Fa) 应 用 引 理 2 得 到 
jc- > 五色 本 2 所 要 求 的 不 等 式 
刀 名 <r 四 -TO sa 
以 下 已 经 没有 困难 . 对 户 (zo) < 0 的 讨论 是 类 似 的 . 
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2.10.3 ”近似 计算 与 误差 估计 (习题 1394-1397) 


在 82.4 中 已 经 通过 微分 与 函数 增 量 的 关系 , 即 
AfF =df+olAz) (Az 一 0)， 

用 微分 代替 增 量 进行 近似 计算 . 在 习题 1097-1110 中 的 许多 题 都 是 如 此 .然而 这 类 近 
似 计算 只 是 “以 直 代 曲 "也 就 是 用 f(zo) + 产 (zo)(z - zo) 来 逼近 fj(z), 这 只 可 能 在 
Az = z - z0 充分 小 的 情况 才能 取得 较 好 的 近似 , 同时 还 无 法 对 于 误差 作出 估计 . 

在 有 了 带 拉 格 朗 日 型 余 项 的 泰勒 公式 之 后 , 我 们 取得 了 两 个 方面 的 重大 进展 ; (1) 
记 Az = z - zo, 则 就 是 用 Ar 的 多 项 式 , 即 泰勒 多 项 式 , 来 逼近 函数 j(z); (2) 对 于 由 
此 引起 的 误差 可 以 作出 估计 . 

习题 1394 估计 下 列 近似 公式 的 绝对 误差 

(aj) er ss 1 二 z+ 查 + Re 

(b) sinz sz 一 号 二 |z| 和 

(c) tanzsz+ 五 0 

(d) viFsvl+ 和 -号 其 中 0 和 zs< 和 1， 

解 这 里 都 是 用 函数 /(z) 的 泰勒 多 项 式 来 台 近 该 函数 , 因此 都 可 以 用 带 拉 格 朗 日 
型 余 项 来 估计 误差. 

(a) 写 出 f(z) = ez 在 点 zx = 0 处 的 泰勒 展开 式 至 含有 zn 项 , 则 利用 (ez)(") = ez 
对 所 有 正 整数 m 成 立 , 就 有 


Rn(z) =e 寻 一 (+z+ 和 + 于) 一 To 
其 中 0< 9 < 1 因此 当 0 < z 和 1 时 就 可 以 估计 余 项 的 绝对 误差 限 为 


1Ro(z)| < 下 iT < 全 口 
人 入 回顾 8$1.2.3 的 习题 72, 其 中 对 于 zx = !1 的 情况 给 出 了 更 好 的 估计 | 鼠 ,(z)| < 
有 . 可 以 证 明 这 对 于 0 和 和 1 也 是 成 立 的 . 然而 那里 使 用 的 是 针对 数 e 的 特殊 方法 ， 
而 这 里 却 是 可 以 用 于 一 大 类 函数 的 普遍 有 效 的 方法 . 
(b) 写 出 f(z) = sinz 在 点 z = 0 处 的 泰勒 展开 式 至 含有 z4 项 , 则 其 余 项 就 是 


Rs(z) = sinz 一 Z 十 宇 一 Cn， 


其 中 利用 了 (sin z)G) = cosz. 
于 是 当 |z| < 去 时 就 可 以 估计 得 到 绝对 误差 限 为 
IRaols 页: 南 = 现 0 =000026. 口 
注 由 于 sinz 是 奇 函 数 , 它 的 泰勒 展开 式 中 偶 次 项 系数 均 为 0. 将 7 - 二 za 看 成 


为 三 次 泰勒 多项式 或 者 四 次 泰勒 多 项 式 都 是 正确 的 , 然而 所 得 到 的 误差 限 是 不 一 样 的 ， 
前 者 要 比 后 者 大 . 在 下 一 个 小 题 中 也 有 同样 的 问题 . 
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(c) 与 上 面 的 小 题 (b) 相同 , 写 出 f(z) = tanz 在 点 z = 0 处 的 泰勒 展开 式 至 含 
有 za 的 项 , 则 需要 计算 (tan rz)G). 利用 82.10.1 的 习题 1386 的 解 3 中 的 计算 , 即 有 Q@ 
(tanz)(5) = 88 sectztan2z 十 16sec6z 十 16seczztan4z. 
由 于 这 是 偶 函 数 , 且 在 [0,0.1] 上 单调 递增 , 因此 只 要 用 z = 0.1 代入 就 得 到 了 /(z) = 
tanz 时 的 |fG5)(bz)| 的 上 界 估计 . 计算 得 到 (tan z)G) = 17.394， 于 是 就 可 以 估计 
绝对 误差 为 


局 6. 
|Ra(z)l < 页 17.394.10-5 一 1.45 x 10-6. 口 


{d) 写 出 ftz) = VIz 在 点 z= 0 处 的 泰勒 展开 式 至 含有 z? 项 , 则 
尼 加 二 玫 人 9 m 
2{(z) 一 


三 党 
2 


其 中 Jw(z) = 生 ( 二 z) 2 ,0< zsgl, 因此 就 可 以 估计 绝对 误差 限 为 


lmaojl< 辣 :于 = 机 =00625. 口 
习题 1396 利用 泰勒 公式 对 下 列 各 值 进行 近似 计算 , 并 估计 误差 - 
(a) Y30; (b) 多 50; (c) %4000; 
(d) Vei; (e) sin18?; (f) ln 1.2; 
{g) arctan0.8; (hb) arcsin 0.45; (D (1.1)12. 


分 析 ”本题 没有 提出 近似 计算 的 精度 要 求 , 读者 可 以 参考 《习题 集 》 的 答案 来 做 
这 里 只 指出 这 类 问题 中 存在 两 种 可 能 的 误差 . 

第 一 种 误差 是 由 于 只 能 取 有 限 项 的 泰 勤 多项式 而 引起 的 , 一 般 称 为 截断 误差 . 它 可 
以 用 余 项 来 估计 . 

第 二 种 误差 是 对 有 限 项 作 计算 时 带 来 的 舍 入 误差 , 这 里 要 考虑 每 一 步 的 计算 需要 
多 少 位 数字 才 合 适 , 一 般 可 以 采取 多 留 几 位 的 方法 . 

如 果 是 手 算 , 请 参考 前 面 81.2.3 的 习题 72 中 对 于 数 e 的 近似 计算 过 程 , 这 里 不 再 重 
复 . 如 果 用 计算 器 来 计算 泰勒 多 项 式 , 则 由 于 计算 器 一 般 有 10 位 有 效 数 字 , 而 平时 遇 到 
的 多 数 问题 中 的 误差 要 求 没有 这 样 高 , 因此 已 经 足够 . 

下 面具 对 于 上 述 习 题 的 9 个 小 题 中 的 (a) 和 (d) 写 出 解答 过 程 . 

解 (a) 为 计算 义 30, 先 找 出 与 30 最 接近 的 立方 数 27, 然后 将 根 式 写成 为 


350= 957+5=3 + 二 
然后 访 可 以 用 o -- 到 的 二 项 式 函数 (1 + z) 二 的 泰 贡 展 开 式 来 做 


凶 利用 恒等式 sec2 z = tan2z 十 1 可 以 得 到 较 简短 的 形式 : 
{tan z)G5) = 120sec4 ztan2z 十 16sec2 z. 
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由 于 本 题 没 有 事先 要 达到 多 少 精度 的 要 求 , 因此 我 们 看 只 用 含有 二 次 项 的 泰勒 多 
项 式 能 达到 什么 样 的 精度 . 这 时 有 


潭 -a 人 (+ 寺 于 + 二 二 -( 旭 ) -二 ) + 
用 计算 器 求 出 近似 值 为 3.106 995 885. 为 了 决定 其 中 几 位 是 可 靠 的 , 需要 估计 余 项 . 
写 出 


工 . (一 也).( 一 互 
人 
其 中 0 < 9 < 1. 于 是 可 以 估计 得 到 


1Ra| < 人 呈 南 汪 254x 10-. 


由 此 可 见 取 80 s 3.107 时 可 确保 写 出 的 数字 都 是 精确 的 ， 也 就 是 说 误差 不 超过 
0.5 x 10-3, 或 者 说 凡 30 介 于 3.1065 到 3.1075 之 间 @. (读者 可 以 参看 本 书 在 81.1.5 开 
始 时 关于 精确 数字 的 定义 的 解释 .) 

用 计算 器 求 出 Y80 = 3.107 232 506, 可 见 上 述 分 析 是 正确 的 , 即 取 到 二 次 项 时 只 能 
保证 前 4 位 数字 是 可 靠 的 . 

由 于 《习题 集 》 的 答案 中 也 是 3.107 2, 可 见 该 书 的 作者 在 做 本 题 时 所 用 的 项 数 至 
少 包含 了 z3 项 在 内 . 读者 可 以 一 试 . 从 略 ， 口 

解 (d) 计算 Vs 有 两 个 方法 . 第 一 种 方法 是 用 泰 勤 公 式 并 用 拉 格 朗 日 型 余 项 估计 
误差, 第 二 种 方法 是 模仿 习题 72 的 做 法 , 实际 上 就 是 用 无 穷 级 数 来 做 . 从 习题 1394(a) 
可 见 在 误差 估计 方面 后 者 可 能 更 准确 一 点 . 

下 面 我 们 用 第 一 种 方法 做 . 

如 上 面 在 解 小 题 (a) 所 说 , 在 没有 指定 精度 要 求情 况 下 的 计算 带 有 盲目 性 . 为 此 
用 “逆向 "思维 方法 , 即 先 看 《习题 集 》 的 答案 是 1.648 72, 这 表明 误差 不 超过 0.5 x 10-5. 
然后 来 看 应 当 取 多 少 项 . 

利用 习题 1394(a), 当 er 中 的 > = 去 时 有 余 项 估计 


= 工 长 于 
| < 机 十 训 丈 开 仙 Jr 
其 中 0 < 9 < 1 并 利用 1.72 = 2.89 > e@ 取 晤 < 1.7 然后 经 过 尝试 知道 取 m = 6 时 
Fi6 < 2.64 x 10-5 满足 要 求 . 
于 是 有 


@ 如 果 读者 已 经 学 过 无 穷 级 数 中 的 莱 布 尼 蒋 型 级 数 ( 见 《习题 集 》 85.2),， 就 应 当知 道 它 的 相继 部 分 和 作 ， 
为 级 数 和 的 近似 值 恰好 给 出 了 上 界 和 下 界 , 并 由 此 形成 一 个 长 度 趋 于 0 的 区 间 套 , 这 个 区 间 套 的 公共 点 就 是 
级 数 和 . 此 外 , 用 某 个 部 分 和 作为 级 数 和 的 近似 值 时 , 其 误差 不 超过 弃 去 的 第 一 项 . 由 于 纹 二 并 的 泰 勤 级 数 
从 第 二 项 起 就 是 菜 布 尼 茨 型 级 数 ， 因 此 可 以 知道 本 题 的 3.106 996 是 下 界 , 而 它 加 上 2.54 x 10-4 后 是 上 界 . 
于 是 530 介 于 3.106 996 到 3.107250 之 间 . 
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1 
坦 和 1 1 
es1+ 交 + 让 "区 二 页 次 二 在 调 6 


+ 直 . 而 十 
忆 1.648719 618. 

利用 前 面 的 误差 分 析 , 又 考虑 到 er 的 无 筋 级 数 展开 式 中 当 > > 0 时 每 一 项 大 于 0， 

因此 可 见 VEs 的 值 介 于 1.648719 与 1.648722 之 间 , 因此 取 1.648 72 就 保证 每 一 位 都 是 


精确 数字 , 即 误差 不 超过 0.5 x 10-5. 用 计算 器 可 计算 出 Vs = 1.648 721 271, 与 以 上 分 
析 一 致 ， 口 


2.10.4 ”局 部 泰勒 公式 的 一 些 应 用 (习题 1398-1413) 
如 前 所 说 , 局 部 泰勒 公式 就 是 带 佩 亚 诺 型 余 项 的 泰勒 公式 . 
这 里 的 第 一 个 应 用 是 用 于 极限 计算 (已 见于 82.9.1 的 习题 1333 的 解 3). 
习题 1398-1406 是 使 用 局 部 泰勒 公式 计算 极限 的 常规 题 . 这 里 建议 , 在 计算 中 应 同 
时 考虑 使 用 等 价 量 代 换 法 等 方法 , 这 样 可 避免 在 泰勒 展开 式 时 作 过 多 的 不 必要 计算 . 
习题 1406 (a) 求 二 (二 一 eotz). 
解 1 将 cotz 写成 正弦 函数 除 以 余弦 函数 的 商 , 然后 作 泰 勒 展开 : 


疯 二 全 一 ootz] = 各 2m2eoz 
0 站 也 Z 一 0 


TZ2 sin 
zz 一 工 rz 一 z(L 一 十 z2) 上 +Os 
1 6 2 
JD] ] 
Z 一 0 了 
二 人 
一 -和 + 二 =3 
解 2 如 果 能 利用 tanz ~ z (z 一 0) 并 记得 关于 tan zx 的 泰勒 展开 式 , 就 有 
亏 73 二 O 
的 夺 避 | Ji tanz-z hi 3 1 
是 二 人 -oo9- 且 党 三 -四 ”二 
，, ， ，、，_ ，， s 厅 一 -7 
习题 1406(b) 求 jim sm 人 Ganz -2 汪 二 一 训 REE 
解 如 下 处 理 即 可 求 出 所 要 的 答案 : 
lim sin(sin z) 可 工 一 2 
2 一 0 六 
四 1 ; 下 1 1 4 
有 (snz- 南 snmgz+ 直 sinsz+or) -z(1- 二 -下 +Oo) 
一 癌 
一 0 2 
二条 直人 二 人 二 江 2] 下- 王 人 所 - 下 态 二 十 尖 
起 人 -证 + 喜悦- 和 (人吉 )+ 曾 -人 -让 )+or 
0 


ee 
一 ++1+ 有 8 


接 下 来 的 习题 1407-1409 是 求 给 定 函数 当 z 一 0 时 的 主 项 Czn", 其 中 C 产 0. 下 面 
给 出 习题 1407 的 解答 - 
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习题 1407 求 y = tan(sin z) -~ sin(tanz) 当 z 一 0 时 的 主 项 Crn (C 地 0). 


解 由 于 y(z) 是 奇 函数 , 其 主 项 的 次 数 必 是 奇数 .经 党 试 知道 主 项 不 低 于 五 次 项 . 
在 82.10.1 的 习题 1386 的 基础 上 , 试用 


tanz 一 Z 十 本 牛 音 呈 +crz7+O(zs) (z 一 0)， 


其 中 系数 暂时 不 必 求 出 . 然后 作 以 下 展开 : 


tan(sin z) = sin z 十 二 sinsz 十 音 sin5z 二 csinrz+O9 


3 
人 -+ 页 汪 -+ 计 ( 人 -+( 训 + 而 )) 
+ 童 (器 - 间 z]+em+Oo 


本 5 :二 3 7 5 
一 了 十 噩 2 307 + 人 ( 7r+ 60 寺 +cjz +Oe (z 一 0)， 


到 | 1 民 
sin(tanz) = tan7 6tan 7z+Tantanz 一 条 tan 7 十 Oos 
2 


= (z+ 村 za 上 + 条 =+ez7] - 二 (+ 人 (有 + 可 )z7) 


1 5 瑟 。7 工 闻 
+ 南 ( + 号 z7] - 页 = 十 O9 
1 1 人 
=z+ 埋 o -而 z+(c- 贡 + 元 -页 )m+Os (z 一 0)， 
于 是 就 可 看 出 主 项 为 Cz7, 并 得 到 
过 人 蕊 着 二 
=( 基 - 二 + 英 - 志 ) 玫 +Oo= 南 吕 +Oo 一 9 
即 所 求 的 主 项 是 二 z7， 口 


注 “从 上 述 计算 过 程 可 见 展开 到 z7 是 必要 的 , 然而 却 并 不 需要 系数 c = 机 的 具 
体 数 值 , 同样 也 不 必 计算 出 7! = 5040. 


习题 1410 的 三 个 小 题 都 是 按照 一 定 的 渐 近 性 态 的 要 求 来 选取 待定 系数 , 其 中 后 两 
个 习题 是 用 有 理 分 式 函 数 来 逼近 其 他 函数 . 下 面 讲解 其 中 之 一 - 


习题 1410.3 选择 系数 4, 妃 , C 和 万, 使 得 当 z 一 0 时 有 渐 近 等 式 
ar- 1 十 4z 十 甩 z2 
1+Cz+Dz 

解 确定 4 个 待定 系数 一 般 需 要 4 个 条 件 . 
将 渐 近 等 式 的 两 边 乘 以 1 + Cz + Dz2, 就 得 到 


1+ 4z+Bz2 er(1+Cz+Dzr2?)+Os 


+O(z5) (z 一 0). 


二 了 2 
一 (1 十 Z 十 休 十 洛 + 列 )L+Cz+Dr)+O5 
=1+(L+C)z+( 坦 +CTD)z2 


+(D+ 呈 + 二 ma+( 且 + 呈 + 击 )m4+0s (z 一 0). 
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等 置 两 边 的 同 窦 次 项 的 系数 , 就 得 到 关于 待定 系数 的 线性 方程 组 : 


1+C= 4 
去 +C+D= 也 
D+ 全 + 青 = 
旦 + 呈 + 击 =0 
即 可 解 出 
4= 直 ,也 = 二 , C= -去 D= 二 : 口 


下 面 的 习题 1411 是 推导 近似 公式 , 有 4 个 小 题 . 解答 其 中 的 第 2 小 题 . 
习题 1411(b) 设 lz| 为 小 量 , 推导 也 于 二 二 - 间 革 二 二 的 简单 近似 公式 . 


解 以 z 一 0 时 的 z 为 一 人 推导 如 下 : 
/和 -省 生 入 本 -并 刘 
一 也 十 了 三 个 1 二 2 
2z 世 2 
计 T2 ) -人 于 + Oo) 


= 生 z+O0a (z 一 0)， 


可 见 近似 公式 为 生 z， 口 
下 面 是 两 个 应 用 题 . 它们 都 是 关于 圆 弧 长 度 的 近似 计算 方法 . 
习题 1412 设 z 的 绝对 值 为 小 量 时 , 推导 


Z 一 asinz 十 Dtanz 


的 近似 公式 , 精确 到 含 zs 的 项 . 利用 这 个 公式 给 出 对 小 角度 弧 长 的 近似 求法 . 
解 用 局 部 泰勒 公式 得 到 
asinz 十 Btanz 一 az 一 理 十 二 高 z5) 
十 D(z+ 站 me 十 音 z5) +Or (zz 一 0)， 
于 是 应 当 使 得 c+ 8 = 1, -二 w+ 可 0 = 0, 这 样 就 解 得 e = 立 ，B = 下, 且 同 时 就 有 : 
芭 号 snz+ 才 tanz 一 二 茄 史 十 Ory (z 一 0). 
于 是 对 于 半径 为 鼠 的 小 角度 z 的 红 长 * 有 近似 公式 
5 一 尼 z 入 BR( 呈 sinZ 十 吉 tanz 一 而 = 中 口 


注 对 于 圆 半 径 已 = 1, 看 角度 z 并 非 很 小 的 情况 . 对 于 z = r/8 ~ 0.392 699， 
公式 的 前 两 项 给 出 0.393 193, 小 数 点 后 的 前 三 位 是 精确 的 . 在 减 去 而 本 之 后 则 得 到 
0.392727, 取 0.3927 则 精确 到 小 数 点 后 第 四 位 . 
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习题 1413 估计 如 下 的 切 比 雪夫 规则 的 相对 误差 : 圆 弧 的 长 近似 等 于 等 腰 三 角形 
的 两 历 长 之 和 , 这 个 三 角形 的 底 边 是 这 段 弧 的 弦 , 高 为 这 段 弧 拱 高 的 全 

解 不 芒 疫 加 半生 为 单位 长 度 如 附 图 所 示 , 加 圆 弧 7 
长 等 于 其 圆心 角 z, 弦 4B = 2sin 雪 ,， 圆 弧 的 拱 高 ( 即 矢 ) 
CD=1-cos 吕 ， 题 中 的 等 大 三角 形 的 高 


ED= \:cp- 本-Q-eos 号 ) 
于 是 等 腰 三 角形 的 两 腰 长 之 和 为 


习题 1413 的 附 图 4+EB= 2u/sin2 村 十 二 .01 一 cos 呈 ). 


用 泰勒 展开 式 计算 根 号 下 的 表达 式 得 到 


1 Z1\2 -一 下 
Sin 寺 枉 人 cos 本 ) 三 豆 十 亏 cos: 了 cos 了 了 
了 


2 


2 + 型 3 驰 ) 

了 + 歼 - 语 

2Z2 2 2 
8 有 .720 
-2- 

-于 -人 +o ec- 


一 (4 妃 + 匹 有 ) = 并 一 2V 气 - 阵 +Os 
人 -+ 


+ O6) = 


)+Os 


有 全 全 小 


避 2 人 5+or Ce 一 0 
可 知 相对 误差 限 为 


4 
友和 
5s 7880 口 


注 本 题 和 上 题 都 是 关于 圆 弧 长 度 的 近似 计算 方法 - 从 上 题 的 计算 可 知 , 若 用 sinz 
与 cosz 的 组 合计 算 , 则 相对 误差 限 为 引 5 , 因此 本 题 的 切 比 雪夫 公式 要 精确 得 多 .例如 
对 于 z = r/8, 则 该 公式 给 出 0.392 696, 小 数 点 后 的 前 五 位 都 是 精确 的 . 

小 结 ” 从 以 上 的 应 用 可 见 , 局 部 泰勒 公式 虽然 不 能 用 于 估计 绝对 误差 限 , 但 还 是 可 
以 用 于 估计 得 到 与 rz 一 0 有 关 的 相对 误差 限 , 这 对 于 评价 近似 公式 是 有 用 的 . 
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82.11 函数 的 极 值 . 函数 的 最 大 值 和 最 小 值 (习题 1414-1470 ) 


内 容 简介 本 节 包含 了 关于 求 极 值 与 最 值 的 基本 习题 , 此 外 还 有 极 值 问题 在 某 些 
不 等 式 与 函数 之 间 的 绝对 偏差 等 方面 的 应 用 - 

按照 《习题 集 》 在 本 节 的 前 言 , 所 用 的 极 值 概念 在 其 他 文献 中 常 称 为 严格 极 值 , 即 
在 极 值 点 zo 的 某 一 个 邻 域内 函数 值 f(zo) 严格 大 于 (或 严格 小 于 ) 其 他 点 上 的 函数 值 . 

请 读者 注意 , 将 极 值 限制 为 严格 极 值 概念 也 会 带 来 一 些 不 便 . 例如 , 在 区 间 上 的 函 
数 的 最 值 点 若 不 是 端点 的 话 , 就 不 一 定 是 满足 严格 要 求 的 极 值 点 ， 这 对 于 费 马 定理 和 罗 
尔 定理 的 叙述 或 证 明 也 会 造成 麻烦 . 但 就 本 节 涉及 的 习题 而 言 没 有 什么 问题 , 


2.11.1 ” 极 值 的 研究 (习题 1414-1428) 


由 于 极 值 概念 具有 明显 的 几何 意义 , 因此 在 本 小 节 的 习题 求解 时 建议 多 从 几何 上 
观察 问题 及 其 答案 , 在 有 可 能 时 利用 81.4 所 学 的 作 函 数 草图 的 技巧 是 有 用 的 . 反 过 来 
说 , 在 确定 了 单调 性 与 极 值 点 之 后 , 函数 的 图 像 就 可 以 作 得 更 准确 了 . 


习题 1417 研究 函数 y = zm(1 -- zj) 的 极 值 , 其 中 mn, mm 为 正 整数 . 


分 析 从 几何 上 看 , y(z) 的 图 像 在 > = 0 的 邻近 与 zm 相似 , 在 z = 1 的 邻近 则 与 
(1 = z)” 相似 , 而 z 在 z=0 以 及 (1--z) 在 z= 1 是 否 取 到 极 值 , 则 取决 于 mm,m 的 
奇偶 性 , 因此 mm,m 的 奇偶 性 对 于 z = 0,1 这 两 个 点 是 否 是 极 值 点 有 重大 关系 . 

另 一 方面 , 从 y(0) = y() = 0 和 zy(z) 在 (0,1) 上 大 于 0, 就 可 以 从 连续 函数 的 最 值 
定理 知道 在 [0,1] 上 的 最 值 在 (0, 1) 内 达到 . 于 是 由 费 马 定理 知道 在 该 点 处 导数 为 0. 这 
样 的 点 的 存在 性 也 可 以 从 罗 和 尔 定理 知道 . 于 是 本 题 的 答案 大 体 上 已 经 清楚 口 

解 ” 求 导 数 得 到 

多 =mzm-1L(1 一 z)n” 一 nzm(l 一 zZ)n 一 1 
= zm 1(1- zj" .[m 一 (m 十 mn)oz]， 
就 可 以 解 得 / = 0 的 三 个 根 : 


21 一 0，72 一 了 


7 十 罗 

先 看 点 zl = 0. 在 该 点 的 邻近 , y'(z) 的 符号 与 mm 的 奇偶 性 有 关 . 若 mm 为 偶数 , 则 
凤 一 1 为 奇数 , 在 zi = 0 左 侧 邻 近 y < 0, 在 其 右 侧 邻近 y > 0, 因此 zi = 0 是 极 小 值 
点 , 极 小 值 为 0. 车 mm 为 奇数 , 则 mm -- 1 为 偶数 , 在 zi = 0 两 侧 都 有 %W > 0, 因此 y 在 
zl1 = 0 的 一 个 邻 域内 严格 单调 递增 , zi = 0 不 是 极 值 点 . 

再 看 点 za 三 二 元 < (0,1). 在 该 点 邻近 导 函 数 yY(z) 的 符号 由 其 表达 式 的 最 后 
一 个 因子 mm - (m 十 m)z 的 符号 决定 , 因此 可 见 在 点 za 左 侧 邻 近 风 > 0, 而 在 其 右 侧 邻 
近 ! < 0, 因此 ra 是 极 大 值 点 . 极 大 值 为 


J(za) = 


7Z3 王 1. 


im 了 


本 
人 (me 十 罗 ) 
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在 点 za = ! 邻近 , yW(z) 的 符号 与 mn 的 奇偶 性 有 关 . 用 与 m 同样 的 讨论 知道 , 当 m 
为 偶数 时 rs = 1 是 极 小 值 点 , 极 小 值 为 0. 而 当 m” 为 奇数 时 y 在 zs = 1 的 一 个 邻 域内 
严格 单调 递减 , rs = 1 不 是 极 值 点 ， 口 

练习 ”建议 读者 对 m,m 的 奇偶 性 的 四 种 组 合 情 况 分 别 作出 示意 图 . 


习题 1420 研究 J= (1 +z+ 要 + + 于 )e- 的 极 值 ,其 中 为 正 申 数 


解 ” 此 题 不 容易 从 几何 上 考虑 . 直接 求 导 得 到 
丸 一 (+z+ 要 + +Tr)e- (1+z+ 二 


Zn  -z 


一 一 二 Te 


亿 

可 见 = 0 的 唯一 解 是 > = 0. 这 时 ”的 奇偶 性 起 决定 性 作用 . 

当 双 为 偶数 时 , y' 在 z 尖 0 时 总 是 小 于 0, 因此 在 (--co,+co) 上 严格 单调 递减 ， 
而 当 ?m 为 奇数 时 , 多 在 > < 0 时 大 于 0, 在 z > 0 时 小 于 0, 因此 z = 0 是 极 大 值 点 , 极 
大 值 为 1， 口 

注 1+z+ 要 +… :十 到 是 er 在 z = 0 的 泰勒 多 项 式 . 本 题 反映 了 它们 的 特 
殊 性 质 ， 这 方面 还 可 参考 [23] 药 第 八 章 第 二 组 参考 题 4. 全 
在 下 面 的 附 图 中 分 别 列 出 了 m 为 偶数 和 奇数 的 4 种 情况 供 参考 . 显然 无 论 取 什 么 
zy(+oo) = 0 和 2%(-oo) = oo 总 是 成 立 的 . 


检 
刀 ! 


(Onm=1 (dJn=3 
习题 1420 的 附 图 


习题 1423 研究 函数 f(z) = (z - zoj"e(z) 在 点 zx = zo 时 的 极 值 (n 为 正 整数 )， 
其 中 函数 p(z) 在 = = ro 时 连续 , 且 p(zo) 关 0. 


解 ”由 于 只 知 po(z) 连续 , 只 能 直接 考察 f(z) - fj(zo). 利用 f(zo) = 0, 因此 就 有 
jz) - flzo) = jz) = (z 一 zo)”P(z). 
从 p(z) 在 点 zo 连续 且 pe(zo) 关 0, 可 见 在 点 zo 的 一 个 邻 域内 p(z) 与 p(zo) 同 号 . 于 
是 当 ?m 为 偶数 时 , 在 zo 的 上 述 邻 域内 , 只 要 = 地 ro, f(z) -- f(zo) 就 保 号 , 即 zo 为 极 值 
点 . 可 以 看 出 , 当 Po(zo) > 0 (< 0) 时 , zo 为 极 小 (大 ) 值 点 . 极 值 Flzo) = 0. 
反之 , 当 为 奇数 时 ,，F(z) 在 z = ro 两 侧 取 相反 的 符号 , 因此 zo 不 是 极 值 点 口 
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习题 1425 如 果 函 数 f(z) 在 点 zo 处 有 极 大 值 , 那 
么 在 这 个 点 的 某 个 充分 小 的 邻 域内 , 能 否 断 定 这 个 函数 
jz) 在 点 zo 的 左 侧 是 递增 的 而 右 侧 是 递减 的 ? 

考察 例子 : /(z) = 2 一 (2+ sin 二 )， 其 中 z 关 0， 
J(0) = 2， 


解 题 中 提供 的 例子 表明 , 虽然 我 们 经 常 从 了 在 点 
z0 左 侧 递增 、 右 侧 递减 来 判定 zo 点 是 极 大 值 点 , 但 这 只 
是 充分 条 件 , 并 不 是 必要 条 件 . 

如 图 所 示 , 函数 f(z) 的 图 像 夹 在 两 条 虚线 之 间 , 它 
们 的 方程 是 


2 =2 一 z2,3y=2 一 3z?， 习题 1425 的 附 图 
再 由 于 /(0) = 2, 这 就 保证 了 f(z) 在 点 z = 0 处 极 大 . 

另 一 方面 , 从 z 夫 0 时 的 导 函 数 

到 (内 三 -2z(2 十 sin 却 ) 十 cos 去 

可 见 , 当 |z| 充分 小 时 , 导数 放 (z) 的 符号 完全 为 上 式 右边 的 最 后 -项 cos 芝 所 决定 , 因 
此 jz) 的 图 像 在 点 (0, 2) 的 两 侧 无 限 多 次 振动 , 从 而 不 可 能 是 单调 的 ， 口 

注 这 里 主要 还 是 利用 了 82.1.3 的 习题 991 中 的 函数 1(z) = zzsin 二 (z 关 0)， 
Jj(0) = 0. 还 可 以 参考 82.7.1 的 习题 1287, 其 中 构造 了 在 某 点 单调 但 在 其 任何 邻 域内 不 
单调 的 例子 . 


习题 1426 证 明 ， 函数 
flz)=e ”” (rr0) 且 /70)=0 
在 点 z=0 处 有 极 小 值 ， 而 函数 
g(z)=xze 呈 (z 关 0) 且 9(0) = 
在 点 z = 0 处 没有 极 值 , 尽管 有 
J0(0)=0 9 =0m=Db2…)， 
作出 这 些 函数 的 图 像 . 
解 j/(z) 在 z 了 0 处 均 大 于 0, j(0) = 
此 z = 0 是 极 小 值 点 ( 见 附 图 (a)). 
在 z 尖 0 时 将 9(z) 对 z 求 导 得 到 
y 四 = (+ 得)c 去 ， 
可 见 g(z) 是 严格 单调 递增 函数 , 因此 没有 任何 
极 值 点 ( 见 附 图 (b)). 


习题 1426 的 附 图 
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在 82.5.5 的 习题 1225 中 , 已 经 证 明了 对 所 有 正 整数 m 均 有 fo(0) = 0. 在 这 个 基 
础 上 就 容易 证 明 对 所 有 正 整数 ”也 有 gc)(0) = 0. 为 此 只 要 对 g(z) = zjf(z) 用 莱 布 尼 
茨 公式 得 到 

gm0(z) = zj(z) + 人 =12…， 
令 z=0 代 入 , 可 见 所 要 的 结论 成 立 ， 口 

注 本 题 的 函数 fj(z) 的 图 像 已 见于 附录 一 的 习题 279(e), 又 见于 8$2.5.5 的 习题 
1225 的 附 图 中 的 分 图 (a). 在 那里 对 于 该 图 像 为 何在 > = 0 附近 极其 平坦 作 了 解释 . 用 
82.10 的 泰勒 公式 的 语言 来 说 , 函数 f(z) 在 点 z = 0 的 每 一 个 泰勒 多 项 式 都 是 零 多 项 式 . 


习题 1427 研究 下 列 函数 的 极 值 
1 

人 fla) =e 何 (v5+simn 十 ) Cr 天 9) 且 H(O) = 

人 yto) =e- 南 (VE+eos 二 ) ezg) 且 1O)=0 

作出 这 些 函数 的 图 像 

解 (a) 由 于 V2 > 1 因此 j(z) 在 z 关 0 时 大 于 0, 可 见 = = 0 是 极 小 值 点 . 

为 了 研究 其 他 点 是 否 会 是 极 值 点 , 求 导 得 到 

jz) =e 调 . 直 (smmz(V5+san 圭 ) 一 cos 二 )， 
利用 对 任何 a 都 有 
| 士 sna 士 cosa| < V2， 

可 见 P(z) 只 在 离散 点 上 会 等 于 0, 因此 在 z > 0 时 三 严格 单调 递增 , 而 在 = < 0 时 了 严 
格 单调 递减 , 所 以 f(z) 除 z = 0 之 外 没有 其 他 极 信 点 . 

(b) 讨论 与 (a] 相同 , 从 略 . 

两 个 函数 的 图 像 略 有 差别 : 两 者 的 水 平 渐 近 线 不 同 , (b) 是 偶 函 数 , (a) 不 是 ， 口 


习题 1427 的 附 图 


习题 1428 研究 函数 
J@] = 人 (2+cos 二 ) (r 关 o) 且 HGo)=0 
在 点 > = 0 的 极 值 , 并 作 这 个 函 艰 的 图 像 - 
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解 容易 看 出 z = 0 是 极 小 值 点 . 

本 题 表 明 在 极 小 值 点 z = 0 的 任何 一 个 邻 域 内 函数 
jz) 可 以 有 无 穷 多 个 其 他 极 值 点 . 如 附 图 所 示 ,，f(z) 为 偶 
函数 , 它 的 图 像 夹 在 y = lz| 和 y = 3lz| 之 间 , 而 当 |z| 一 0 
时 有 无 穷 多 次 振动 . 

为 了 确切 了 解 这 样 的 情况 , 只 需要 计算 > 关 0 时 的 导 
数 , 以 下 只 看 z > 0 的 情况 . 从 

1 1 


wz) 一 上 未 二 古诗 
jz) =2+cos 元 十 二 sn 记 ， 


习题 1428 的 附 图 


可 见 ,由 于 前 两 项 的 绝对 值 不 超过 3, 当 lz| < 寺 时 , 在 使 得 sin 二 等 于 1 的 点 处 ， 
导数 P(z) 的 符号 完全 由 sin 十 决定 , 这 已 经 可 以 推出 户 (z) 的 符号 当 z 一 0 时 一 定 有 
无 穷 多 次 变 号 , 从 而 fj(z) 有 无 穷 多 个 极 大 值 点 和 极 小 值 点 ， 口 
2.11.2” 极 值 、 最 值 和 确 界 的 计算 (习题 1429-1455) 

习题 1429-1444 是 一 些 简单 的 极 值 计 算 , 我 们 只 举 两 个 例子 . 
习题 1436 求 y = z8 一 工 的 极 值 . 


解 从 对 于 指数 为 坟 的 宕 郴 数 的 了 解 可 知 在 点 z = 
1 处 本 题 的 y(z) 不 可 微 , 除了 这 个 点 之 外 , 可 以 直接 求 导 
得 到 


yG@J=C-1 二 + 二 -1 全 


9 忆 -= (条 -DGe-D 二 xD 


可 见 在 点 z = 号 处 y = 0, 且 在 其 左 侧 邻 近 y < 0, 而 在 其 右 侧 邻近 / > 0, 因此 
一 量 是 极 小 值 点. 极 小 值 7( 半 ) = -号 : -页 = -3 =o47z 

在 不 可 微 点 * = 1 附近 > 0, 因此 它 不 是 极 值 点 ， 口 

习题 1444 求 y = |z| .ez-1l 的 极 值 . 


解 ”可 以 用 分 段 处 理 的 方法 克服 绝对 值 号 带 来 的 不 世 
便 (参考 81.1.4 的 习题 26 的 解 2). 

在 (-oo,0) 上 y = 一 zer -1 导数 = er (一 1 一 o)， 全 
可 见 z = 一 !1 为 极 大 值 点 , 极 大 值 es 0.135. 习题 1444 的 附 图 


由 3(0) = 0, 而 当 z 关 0 时 y(z) > 0, 可 见 z=0 是 
极 小 值 点 , 极 小 值 y(0) = 0. 
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在 (0,1) 上 y = ze*-!, 风 = er-1(1 +z) > 0, 因此 没有 极 值 点 . 

在 (1 +co) 上 y = zel-*, 风 = el-z(l 一 z) < 0, 因此 没有 极 值 点 . 

由 以 上 讨论 可 见 > = 1 是 极 大 值 点 , 极 大 值 y(1) = 1 口 

注 此 题 中 的 z=0 和 zx= 1 都 是 函数 的 不 可 导 点 ( 角 点 ), 但 恰好 都 是 极 值 点 . 这 
说 明 在 寻找 极 值 点 时 , 不 能 放 过 对 于 不 可 导 点 的 分 析 . 

习题 1445-1449 是 求 最 值 . 对 于 定义 域 为 有 界 闭 区 间 的 连续 函数 , 则 可 用 连续 函数 
的 最 值 定理 肯定 最 大 值 点 和 最 小 值 点 的 存在 . 区 间 上 的 连续 函数 若 只 有 一 个 极 值 点 , 则 
它 就 是 最 值 点 . 如 果 最 值 点 不 是 区 间 的 端点 , 则 就 是 极 值 点 ( 它 可 能 是 不 严格 的 极 值 点 ). 


习 顾 1447 求 在 区 间 [-10,10] 上 的 函数 f(z) = |z2 -- 3z + 2| 的 最 大 值 和 最 小 值 . 


解 从 z2 -3z+2=(z 一 lz 一 2) 可 见 ， 二 汪 沪 处 画 数 j(z) 达到 最 小 值 0. 

在 (一 10,10) 中 只 有 驻 点 z= 羡 (号 ) = 一. 然后 与 边界 上 的 J(-10) = 
132 和 /10) = 72 作 比 较 ， 可 见 最 大 值 是 132. 口 

习题 1450-1454 是 求 确 界 的 计算 题 . 确 界 能 够 达到 就 是 最 值 . 在 求 确 界 时 除了 考虑 
极 值 点 和 端点 之 外 , 还 要 考虑 其 他 因素 . 例如 , 若 f(z) 是 区 间 为 (o, +cc) 上 的 连续 函数 ， 
则 还 要 考虑 fa + 0) 和 (+oeo) (如 果 它 们 存在 的 话 ). 


习题 1451 求 函数 f(z) = (1 +z+ 村 + + 呆 )e- 在 区 间 (0,+co) 上 的 下 
确 界 和 上 确 界 . 


解 利用 82.11.1 的 习题 1420 的 结论 , 知道 f(z) 在 [0, +co) 上 非 负 严格 单调 递减 ， 
且 有 /+oo) = 0 (参考 那里 的 分 析 与 附 图 ). 由 于 已 知 1(0) = 1, 但 z = 0 不 属于 本 题 所 
考虑 的 区 间 , 因此 就 得 到 jz)=1，inf jz)=0. 口 

ZE(0, 十 co) 


ZTE(0, 十 oc) 


习题 1454.1 求 函数 F(5) = 
作出 函数 


和 在 区 间 Z<《< +co 上 的 下 确 界 和 上 确 界 , 并 


Mo) = _ sup 7 和 mlz)= inft 7 


Z<E< 十 oo Z<6<+ 


的 图 像 . 


解 由 于 是 中 对 z 不 加 限制 , 因此 需要 在 (一 co, +co) 上 分 析 7(5) 的 确 界 . 
直接 求 导 得 到 ， 
5 3+ 弛 -26 一 2 3 一 2 一 

1- 生生 -和 人， 
再 利用 3 一 踊 一 音 = (3+ 旨 (1 一 旨 可 见 f(6) 在 (一 oo, 一 3 上 严格 单调 递减 , 在 于 3, 
上 严格 单调 递增 , 在 [1, +co) 上 严格 单调 递 诚 又 注意 到 f(+co) = 0 于 是 1(6) 在 
(-co,+eo) 的 点 = -3 处 达到 最 小 值 f(-3) = -二 ,而 在 点 5 = ! 处 达到 最 大 值 


JAD = 南 (参见 附 图 的 分 图 (a). 
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由 此 就 容易 确定 所 要 求 的 两 个 函数 为 : 
了 < 现 机 本 

MG =124。 ， 和 mg 下 引 阁 ，-3<z< 
3+o 0 zy>-1 


下 面 的 附 图 中 分 别 作出 了 7(6), M(z),m(z) 的 图 像 (本 题 的 M(z),mtz) 的 定义 与 
81.7.5 的 习题 748 中 的 两 个 同名 函数 不 同 )， 口 


ma(z) 一 一 1/6 
习题 1454.1 的 附 图 
习题 1454.2 设 
4=sup|j(z)| 天王 01 2 


假如 f(z) = e-, 求 Mo, MAM2. 


解 显然 Mo = 1. 为 求 Mai, 计算 
jz) = -2ze-， jv(z) = e- 王 (一 2 十 4z2). 
由 于 j(z) 是 奇 函数 ,只 要 在 [0,+co) 上 研究 它 ， 由 于 
j(0) = 0，j(Hoo) = 0, 因此 j(z) 在 这 个 区 间 上 有 最 
大 值 或 最 小 值 , 它 的 绝对 值 就 是 Mi. 从 玫 (z) = 0 解 出 在 


了 > 0 时 /(z) 的 唯一 极 值 点 为 了 = ,因此 就 有 


AM0 = IrC) 一 V 了 -二 = 0858， 
同样 为 求 M?, 需要 计算 
Jw(z) = er (8z+4z 一 8za) = 4e-z(3 一 2z2). 
由 于 /(z) 是 偶 函 数 , 只 要 在 [0, +co) 上 研究 它 . 习题 1454.2 的 附 图 
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从 Fwta) 0 的 根 为 民 知道 在 [0， 好 上 普 严 格 单调 闻 增 , 在 |/ 号 ,+co) 上 
严格 单调 递 碱 .计算 得 到 
闪 
7 入 二 46- 之 w0.893. 


然而 与 (0) = -2 相 比 后 可 见 Xe = 2， 口 


注 在 附 图 中 作出 了 户 妃 , 态 的 图 像 . 可 以 注意 到 三 + 上 内 分 别 对 应 于 jz) 的 
图 像 中 的 拐点 , 户 (z) 的 极 值 点 和 六 (z) 的 零点 . 
下 一 题 是 极 值 问题 在 数列 研究 中 的 应 用 , 有 三 个 小 题 . 这 里 讲 第 3 小 题 . 


习题 1455 (c) 求 数列 Wm (n = 1,2,… ) 的 最 大 项 . 


解 “ 将 离散 变量 ” 连续 化 , 讨论 函数 ftz) = z 羡 ,z > 工 
为 研究 ffz) 的 极 值 点 , 用 对 数 求 导 法 得 到 
1 / 二 
7 四 = 革 ( 台 ) -二 :2 
可 见 jz) 在 [Lej 上 严格 单调 逆 增 , 而 在 [e +cc) 上 严格 单调 递减 因此 在 数列 { Vi} 
中 最 大 的 项 只 可 能 在 ，= 2 秋 一 3 之 中 . 
从 23 < 32 可 以 知道 V < 站 ,于 是 最 大 的 项 就 是 数列 的 第 三 项 %5， 口 


注 在 81.2.2 的 习题 65 的 解 3 中 , 不 用 微分 学 工具 就 已 经 解决 了 本 题 的 问题 . 


2.11.3 “不等式 证 明 (习题 1456) 
习 题 1456.1 和 1456.2 共 含 6 个 不 等 式 . 下 面 列 出 前 5 个 并 讲解 其 中 后 两 个 . 


习题 1456.1 证 明 下 列 不 等 式 : 
(a) |3z - zal < 2, 其 中 |z| < 2; 


(b) 二 和 zz+{(1--zpP<1l 其 中 0<z<sbp>l 


人 四 mo 全 全 or 其 由 >0n>0 和 0<zsg 


(d) 2 士 人 和 Vznr 二 ar 和 z+w 其 中 z>0a>0mn>l1 
2 nm 
(e) lesinz 十 bcosz| 入 Va2 十 刀 . 


分 析 从 前 三 个 小 题 的 不 等 式 形式 可 见 , 只 要 研究 函数 的 最 值 即 可 证 出 . 其 中 的 
(c) 若 两 边 除 以 am+", 则 可 引用 82.11.1 的 习题 1417. 下 面 给 出 后 两 个 小 题 的 解 ， 口 
(d) 解 此 是 表面 上 看 似乎 与 极 值 或 最 值 无 关 , 但 利用 r,a 都 大 于 0 的 条 件 , 且 关 
于 z,a 为 齐 次 , 将 中 间 的 函数 除 以 z + w, 就 得 到 等 价 的 不 等 式 
EC 


?= 、 Z+a 


2 


和 lz>0a>0n>l)， 
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将 中 间 的 函数 记 为 f(z), 则 只 要 能 求 出 了 在 (0, +co) 的 上 确 界 和 下 确 界 就 足够 了 . 由 于 
上 确 界 为 1 是 明显 的 , 下 面 只 要 证 左边 的 不 等 式 . 
将 f(z) 的 分 子 分 母 同 除 以 r, 令 t = a/z, 并 为 了 计算 简单 起 见 令 


eco- 主祭 
于 是 只 要 求 出 C(t) 在 (0,+coe) 上 的 下 确 界 后 再 开 ? 次 根 即 可 . 
将 G(b 对 上 求 导 得 到 
co- 本 示 -合谋 
生 和 0 十 圾 一 (1 二 妇 )] = 让 十 ， 


可 见 在 1 = 1 处 G(b) 达到 最 小 值 G(1) = 1/2n-! 因此 所 要 求 的 下 确 界 是 1/23L 这 
就 证 明了 不 等 式 ， 口 

(@) 解 1 用 中 学 数学 关于 正弦 函数 与 余弦 函数 的 琶 加 知识 已 可 解决 设 ob 不 同 
时 为 0, 于 是 ao2 十 刀 > 0. 从 


JG@) = asinz+boosz = V 十 现 (-sinz+ 二 cosz) 
就 可 以 确定 角 p < [0,2z), 使 得 满足 
站 过 
机 


从 而 得 到 一 个 重要 的 等 式 : 
jz) = Vaz 十 殉 (sinzcosp 十 coszsinp) = Vaz 十 克 sin(z 十 P). 
由 此 即 得 到 所 要 的 不 等 式 |f(z)| < Vaz 十 殉 ， 口 


解 2 用 平均 信 不 等 式 zy < 于 十 刀 也 可 解决. 将 fz) 平方 即 有 


J2(z) = azsin2z 二 2(acosz)(bsinz) 十 如 cos2z 


委 a2sin2z 十 (acosz)2+ (bsinz)2 十 2cos2z 一 a2 十 好， 口 
解 3 用 柯 西 不 等 式 ( 即 82.7.2 的 习题 1293) 的 证 明 可 能 是 最 简短 的 了 : 
laesinz 十 bcosz| < Va5 十 到 . Vsin2z +cos2z = V05 十 丈 ， 口 
解 4 用 微分 学 也 可 给 出 简短 的 证 明 . 
由 于 f(z) = asinz +bcosz 是 周期 连续 函数 , 因此 有 最 大 值 M 和 最 小 值 mm. 利用 
jz+T) = 一 F(z), 可 见 mm = 一 M, 因此 有 |f(z)| < M. 以 下 只 要 计算 最 大 值 M. 
根据 费 马 定理 , 达到 M 的 点 zo 处 导数 为 0. 于 是 有 
久 (zo) = acoszo 一 bsinzo = 0. 
利用 这 个 关系 即 可 计算 得 到 
M2 = 2(zo) = (asinzo +bcoszo)2 


= a2sin2 zo 十 2(acoszo)(bsin zo) + 刀 cos2 zo = a2 十 达 、 口 
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2.11.4 ”偏差 计算 (习题 1457-1461) 
这 里 的 几 个 习题 与 两 个 函数 f(z),9(z) 在 指定 区 间 [o, 引 上 的 绝对 偏差 
A= sup |7(z) 一 9(z)| 
asz<b 
有 关 , 若 其 中 g(z) = 0, 则 就 是 函数 f(z) “与 零 的 偏差 ”. 
下 面具 举 与 二 次 函数 的 最 佳 线性 逼近 有 关 的 两 道 题 . 其 中 的 第 一 题 可 看 成 是 用 堆 
次 多 项 式 ( 即 常数 ) 在 [一 1, 1] 上 来 允 近 z2. 


习题 1458 当 参 数 4 选 为 何 值 时 , 多 项 式 


P(z)=z2+9 
在 区 间 [-1,1] 上 与 零 有 最 小 的 偏差 , 即 
Bp = sup |P(z)| = min. 


一 1<zs1l 


解 如 右边 的 附 图 ! 所 示 , 作出 了 9 = 一 贡 时 的 
1P(z)| 的 图 像 .问题 是 要 对 每 一 个 9 求 出 |P(z)| 在 C-1] 
上 的 最 大 值 , 它 是 9 的 函数 , 然后 再 对 于 9 取 最 小 值 . 

分 两 步 来 做 . 首先 引入 参数 9 的 函数 

F(g) = sup |P(z| = max |z 十 9 
ze[-1] zE[ 一 1 


并 求 出 它 的 值 , 然后 再 求 min 天 (9). 

如 前 面 求 最 值 与 确 界 问题 中 所 说 , 为 了 求 F(9), 只 要 列举 出 P(z) 在 区 间 [-1,1] 上 
的 极 值 和 在 端点 处 的 值 , 取 绝 对 值 后 选取 其 中 的 最 大 数 即 可 . 

于 是 有 


习题 1458 的 附 图 1 


下 (9) = max{| 忆 一) 已 (0), P(GD)} = maxfll 十 gg 

然后 分 别 在 (-oo, -]Lj, [-10] 和 [0,+co) 上 讨论 F(9)， 
或 者 如 左边 的 附 图 2 所 示 , 先 用 虚线 作出 ll 和 |1 + 9| 的 图 
像 , 然后 在 纵 坐标 方向 取 它们 的 最 大 值 , 用 粗 黑 线 表示 , 就 
可 以 得 到 


F(g) 


1 
-9， 9 和 一 可 ， 
| 了 
9 十 1 2> 一 . 
1 


可 见 最 小 偏差 min FU9) 在 g 一 -二 时 达到 , 上 且 同时 有 Bp = 志 . 
在 习题 1458 的 基础 上 , 我 们 可 以 解决 下 一 是 中 的 更 复杂 一 点 的 最 佳 线性 逼近 问题 . 


习题 1460 函数 f(z) = z?2 在 闭 区 间 [zi, zz] 上 用 线性 函数 
g(z) = (zl 十 zz)z 十 b 
近似 代替 , 使 得 函数 f(z) 和 9(z) 的 绝对 偏差 是 最 小 的 , 求 这 个 最 小 的 绝对 偏差. 


习题 1458 的 附 图 2 


口 
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解 这 里 的 参数 是 六. 引入 函数 


五 (D) = Imax j 懈 一 (zl 十 zz)z 一 名， 


zE[z1,zal 


问题 就 是 求 出 已 (, 然后 求 其 最 小 值 . (这 是 一 个 典型 的 min max 问题 .) 
为 用 习题 1458 的 结果 , 可 用 线性 变换 将 区 间 [zl, z?] 变换 为 [一 1, 站. 为 此 令 


丰 一 22 一 全 1 和 


ZL 十 Z2 
2 


则 当 r 从 zi 递增 到 ra 时 ,上 从 -1 递增 到 1, 于 是 就 可 以 将 已 (b) 变换 为 


(GD) = 


其 中 的 参数 


InaX 
zE[zl,zal 


(2 一 2 


人 C- 也 于 2) + (一 0 @@ 二 | 


| 让 
| 十 外 ， 


4 十 (zl 十 Z2)2 
[2 


最 后 , 引用 习题 1458 的 结果 , 就 知道 当 参 数 9 = 一 二 ,也 就 是 


时 , f(z) = 空 与 g(z) = 


4 (b) 
习题 1460 的 附 图 


为 此 可 以 计算 如 下 . 


六 二 
5= 于 [ 鱼 5 一 (zl 十 zz)2 


二 -二 (人 十 到 十 6rlz2) 
(zi + zz)z 十 的 绝对 偏差 达到 最 小 值 
A= 吉 (一 zj? 口 

注 以 下 配合 附 图 作 几 点 补充 说 明 ，( 附 图 中 取 ri; < 0 < 
z2, 但 以 下 说 明 对 于 其 他 情况 都 是 成 立 的 .) 

(1) 如 习题 1460 所 说 , 其 意义 是 在 指定 的 区 间 [zi, zz] 上 用 
线性 函数 g(z) = (zi + zz)z + 逼近 抛物 线 ftz) = z2 时 , 如 
何 选取 才能 使 得 两 个 函数 在 fzi, rz] 上 的 绝对 偏差 最 小 . 为 
什么 这 条 直线 的 斜率 是 zi + zz? 它 有 什么 意义 ? 

如 左边 的 分 图 (a) 所 示 , 在 区 间 [zi, za] 上 的 抛物 线 y = z2 
的 两 个 端点 记 为 4 和 吾 , 则 连接 它们 的 弦 4B 的 斜率 是 


这 也 就 是 直线 8 = 9( 四 的 斜率 . 

(2) 最 佳 的 参数 "所 对 应 的 直线 的 几何 意义 是 什么 ”如 左 
边 的 分 图 (b) 所 示 , 这 条 最 佳 的 直线 在 图 中 是 填 以 灰色 的 平行 
四 边 形 4BB"A" 的 平行 于 边 4 如 的 中 线 4 B', 其 中 边 4 B7 
与 抛物 线 相 切 . 
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切线 478" 的 斜率 为 r; + zz, 因此 从 zy = z2 的 导数 公式 Y = 2z 可 求 出 切 点 的 横 
坐标 , 并 记 为 c = (zi + z2)/2. 
弦 4B 的 方程 为 y = 开 + (zi + zz)(z 一 z), 用 z= < 代入 , 并 减 去 /(c) = 忆 后 除 
以 2, 就 得 到 
去 (于 二 (zl +za)( 
即 题 中 最 后 得 到 的 最 佳 绝对 偏差 A. 
从 弦 4B 的 方程 减 去 A 就 得 到 最 佳 直线 4 号 ' 的 方程 为 


守 + (ca+maj( 一 20) 一 吉 ( 吕 二 下 一 2zaza) 


za 一 Z1)2?， 


1 十 Za 人 二 2 工 
于 二 一 21) 于 ) = 喜人 


= (zl + za2)z 一 Z172 一 井 ( 吐 十 于 一 2zlz2) 


= (zl 十 zz)z 一 南 (G 十 到 十 6zlz2)， 


这 也 即 是 题 中 最 后 得 到 的 g(z) = (zl + zz)z 一 上 

(3) 是 否 可 以 考虑 用 更 一 般 的 直线 g(z) = az + 来 逼近 Jf(z) = z2? 这 时 有 两 个 参 
数 wb 可 供 选择 . 

这 个 问题 的 提 法 完全 合理 , 但 可 以 证 明 , 参数 u 的 最 佳 值 就 是 zl + z?， 因此 习题 
1460 的 意义 在 于 解决 了 用 直线 最 佳 逼 近 抛物 线 这 个 问题 的 一 半 , 即 在 给 定 为 最 佳 什 
时 如 何 选择 的 问题 . 

有 兴趣 的 读者 可 以 对 此 作出 证 明 . 其 中 只 用 到 初等 运算 . 

(4) 以 上 对 抛物 线 的 最 佳 线性 逼近 概念 可 以 推广 到 对 一 般 函 数 的 最 佳 多 项 式 逼 近 ， 
这 就 是 给 定 区 间 la, 吕 上 的 函数 fj(z), 同时 又 给 定 多 项 式 的 次 数 w, 要 求 在 所 有 的 盖 次 
多 项 式 中 找到 与 f(z) 在 [如 上 的 绝对 偏差 达到 最 小 . 这 与 82.10 中 用 ff(z) 在 点 zo 处 
的 泰勒 多 项 式 逼 近 j(z) 是 不 同 的 , 参见 后 面 82.11.6 的 命题 2.11 ( 切 比 雪夫 定理 ). 


2.11.5“” 根 的 个 数 问题 (习题 1462-1470) 


下 面 几 题 都 可 统一 为 确定 方程 f(z) = e 的 实 根 个 数 , 其 中 为 参数 , 在 对 / 作 单 调 
性 分 析 后 , 每 个 单调 区 间 内 满足 f(z) = e 的 根 至 多 只 有 一 个 , 而 是 否 存在 这 样 的 根 则 取 
决 于 该 区 间 在 /映射 下 的 像 是 否 包含 这 时 函数 f(z) 在 各 个 极 值 点 处 的 极 值 将 直接 
出 现在 答案 中 . 容易 看 出 , 作出 函数 /的 图 像 对 于 判定 实 根 的 个 数 是 很 有 帮助 的 , 


习题 1463 求 方程 zz - 3z2 - 9z 十 疡 = 0 的 实 根 的 个 数 , 并 确定 这 些 根 的 范围 . 


解 记 j(z) = za -3z2 - 9z, 则 方程 为 f(z) = 一 六 
将 了 对 zx 求 导 得 到 
jz)=3z2 -6z 一 9， jz) =6r 一 6. 
从 jz)=3(z2 -2z-3)=3(z-3)(z+1l) 可见 有 两 个 驻 点 -1 和 3. 从 单调 性 讨论 可 
见 z = -1 是 极 大 值 点 , 极 大 值 j(-1) = 5; z = 3 是 极 小 值 点 , 极 小 值 f(3) = -27. 此 


352 第 二 章 “一 元 币 分 学 


外 , > = 1 对 应 的 点 (1, -11) 是 拐点 , 其 左 侧 的 曲线 止 , 右 侧 的 曲线 凸 . 这 样 就 可 以 作出 
附 图 中 的 图 像 . 为 方便 起 见 , 在 两 个 坐标 轴 上 所 取 的 标 度 不 同 . 

再 利用 /(-oo) = -co 和 j(+oo) = +oo, 就 可 以 对 于 方程 f(z) = 一 的 实 根 个 数 
作出 以 下 结论 : 


(1) 当 关 > 27 时 , 方程 具有 小 于 -1 的 一 个 实 根 ; 

(2) 当 疡 = 27 时 方程 有 两 个 实 根 , 除了 小 于 -1 的 根 之 外 
有 一 个 二 重 根 r = 3; 

(3) 当 矿 e (-5,27) 时 ,方程 有 三 个 实 根 , 分 别 在 
(-oo, -1D), (-1,3) 和 (3,+oo) 内 ; 

(4) 当 关 = -5 时 方程 有 两 个 实 根 , 除了 大 于 3 的 根 之 外 
有 一 个 二 重 根 z = -1; 

习题 1463 的 附 图 (5) 当 太 < -5 时 方程 只 有 大 于 3 的 一 个 实 根 ， 口 


注 在 作出 最 后 的 结论 时 没有 详细 写 出 其 过 程 , 这 里 给 出 结论 (1) 的 来 历 , 其 余 可 
类 推 , 从 略 . 

由 于 方程 是 f(z) = - 包 当 疡 > 27 时 在 三 个 单调 性 区 间 上 , 只 有 在 (-co, -1] 上 让 
的 值 从 -oo 到 5, 从 而 覆盖 了 --j < -27 的 点 , 而 在 其 余 的 两 个 单调 性 区 间 上 函数 值 都 
大 于 等 于 极 小 值 fj(3) = -27, 因此 不 会 提供 实 根 . 


习题 1466 求 方程 In z = kz 的 实 根 的 个 数 , 并 确定 这 些 根 的 范围. 
解 1 定义 jz) = Inz/z (z > 0), 则 方程 改 为 f(z) = 大 . 求 导 得 到 


"2 一 Imz 


2 和 
可 见 有 极 大 值 点 r = e, 极 大 值 (也 是 最 大 值 ) 为 ffle) = 1/e = 0.368. 又 可 见 在 (0,ej 
上 严格 单调 递增 , 在 [e, +co) 上 严格 单调 递减 , 是 有 (+0) = -co, fj(+eo) = 0. 此 外 还 
有 7(1) = 0 ( 见 附 图 1). 
利用 单调 性 区 间 (0,e] 和 [e, +co) 上 j 的 取 值 范 Y 
围 就 可 以 得 到 1 
(D > 去 时 方程 没有 实 根 ; 总 
(下 = 二 时 方程 只 有 一 个 实 根 e; -1 
(3) 0 < 上 < 二 时 方程 恰好 有 两 个 实 根 , 它们 分 -2 
别 在 (1,e) 和 (e, +oo) 内 ; 
(4) < 0 时 方程 只 有 一 个 实 根 , 在 (0,1) 内 ， 口 省 的 册 必 汪 


解 2 换 一 个 角度 来 考虑 本 题 , 则 方程 In z = kz 的 实 根 个 数 问题 就 是 我 们 熟知 的 
对 数 曲 线 y = imz 和 直线 y = kz 有 几 个 交点 的 问题 . 
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引入 辅助 函数 
P(z)=Inz 一 kz，Z>0. 
问题 转化 为 确定 已 的 零点 个 数 , 从 已 的 导 函 数 
画 (z) 一 去 一 大 
可 见 , 当 上 和 0 时 忆 为 严格 单调 递增 . 利用 已 (+0) = -co 和 已 (+oo) = +ece 可 见方 程 
下 (z) = 0 惟 有 一 个 实 根 , 其 中 利用 了 ln z = of(z) (z 一 +co). 
以 下 讨论 > 0. 这 时 函数 亚 在 (0, 卡 ] 上 严格 单调 递增 , 而 在 [二 ,+co) 上 严格 单 
调 递减 . 于 是 知道 x = 1 人 是 极 大 值 点 , 也 是 最 大 值 点 . 
由 此 可 见 , 问题 在 于 下 的 极 大 值 (也 是 最 大 值 ) 的 符号 . 可 以 计算 得 到 
(0+) = 一 oo， F( 基 ) 一 一 Ink 一 1，F(+Hoo) = -oo， 
根据 严 ( 志 ) 的 符号 就 得 到 以 下 结论 (参见 附 图 2): 
(1) nk > -1 即 太 > el, 这 时 开 (z) 没有 零点 , 即 方程 mnz = kz 无 实 根 ; 
(2) k = e-5 方程 Inz = kz 恰 有 一 个 实 根 , 即 z = e; 
(3) 0 <K < e-1 方程 Inz = kz 恰 有 两 个 实 根 , 分 别 在 点 1 的 两 侧 ; 
此 外 还 有 前 面 已 经 得 到 的 结论 : 
(4) 大 和 0 时 方程 In z = kz 恰 有 一 个 实 根 ， 口 


习题 1466 的 附 图 2 


习题 1468 求 方程 sin3z .cosz = a(0 和 zs 和 ff) 的 实 根 的 个 数 , 并 确定 这 些 根 的 
范围 . 


解 记 上 jz) = sins z.cosz, 则 在 区 间 [0,mj 上 f(z) = -Fr - z), 因此 其 图 像 关 于 
区 闻 [0, 可 的 中 点 r/2 为 中 心 对 称 , 或 说 是 奇 函数 . 
求 出 导数 


j(z) = 3sin2zcos2z--sin4z = sin2z(3cos2z ~ sin2z)， 
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可 见 在 开 区 间 (0,r) 内 存在 关于 其 中 点 2 刘 生 的 风 人 下风 zl)Z2, 其 中 zl < /2 < z2)， 
满足 tanzl = V3, tanzaz = -V3. 即 有 zt = 本 ， 2 等 . 还 可 看 出 f(z) 在 [0,zij 上 
严格 单调 递增 , 在 [zi, rz] 上 严格 单调 递减 , 在 [zz,m] 上 严格 单调 递增 , 因此 zi 是 极 大 
值 点 , 而 zz 是 极 小 值 点 . 

从 sinzl = 次 ， cos zl 一 去 ， 可 计算 得 到 


f(zi) 一 (次 ) .二 = 3 给 六 0.325， 


然后 由 对 称 性 即 得 到 ftza) = 一 又 = -0.325. 


由 以 上 单调 性 分 析 就 可 以 得 到 如 下 结论 ; 
人 当 lal > 了 全 时 Ha) = 没有 实 根 
他 当 al= 1 
(3) 当 0< lal < 玛 时 J(z) = a 有 两 个 实 根 ; 
( 当 a=0 时 全 = 0 有 三 个 实 根 ， 口 


习题 1468 的 附 图 


习题 1470 在 什么 条 件 下 , 方程 
z3+pT+q=0 
有 : (a) 一 个 实 根 ; (b) 三 个 实 根 ? 
在 (p,4) 平面 上 描绘 出 相应 的 区 域 . 


解 为 清楚 起 见 , 我 们 约定 本 题 中 的 三 个 实 根 是 指 彼 此 互 异 的 三 个 实 根 , 而 在 一 个 
实 根 的 情况 允许 它 是 三 重 根 , 
记 jz) = z3 +pzr +9, 则 求 导 得 到 
jz) = 3r2+p， 太 (z) = 6z. 
如 果 f(z) = 0 有 三 个 实 根 , 则 根据 罗 尔 定理 ,fj"(z) = 0 就 必须 有 两 个 实 根 , 可 见 只 能 是 
D < 0. 这 时 从 P(z) = 0 得 到 两 个 驻 点 


QZ1 一 -对 ， 2 一 + 了 痉 . 
利用 /(z) = 6z 与 z 同 号 , 可 见 zi 是 极 大 值 点 , 而 zz 是 极 小 值 点 . 
从 太 (z) = 3(z - zi)(z zz) 可见，F(z) 在 (一 co, zl] 上 严格 单调 递增 , 在 [zi za] 
上 严格 单调 递减 , 在 [za, +co) 上 严格 单调 递增 . 因此 jz) = 0 有 三 个 实 根 时 ，j(z) 的 
极 小 值 f(za) < 0. 这 时 极 大 值 jzi) > 0 也 一 定 成 立 . 于 是 得 到 不 等 式 


jj= 避 W 妇 +e<o<yc)=- 专 V 巡 + 


由 此 得 到 
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也 就 是 
人 2 十 多 < 0. (2.19) 

反之 , 若 这 个 不 等 式 成 立 , 则 已 列 含 p < 0. 然后 反 推 就 可 以 得 到 f(z) < 0 < 7(zi), 从 
而 jz) =0 有 个 汪 全 这 就 证 明了 (2.19) 是 方程 有 三 个 实 根 的 充分 必要 条 件 . 

根据 以 上 分 析 即 可 作出 参数 (p,9) 平面 上 的 曲线 
@2 十 和 = 0. 如 左边 的 附 图 所 示 , 在 该 曲线 的 左 方 ， 
即 图 中 的 灰色 区 域 , 不 包含 其 边界 即 是 f(z) = 0 有 三 
个 互 异 实 根 所 对 应 的 参数 (p, q) 点 全 体 . 

然后 再 分 析 该 区 域 的 边界 . 其 中 原点 p = 4 一 0 对 
应 的 方程 f(z) = 0 只 有 一 个 三 重 实 根 . 然而 边界 上 其 
他 点 对 应 的 方程 , 从 前 面 的 分 析 可 见 这 时 ri 关 zz, 且 

习题 1470 的 附 图 其 中 有 一 个 为 二 重 根 . 

容易 看 出 , 若 p > 0, 则 j(z) = 3z2 +p > p > 0, jz) 在 (-oo,+co) 上 严格 单调 
递增 , 且 f( 士 co) = 士 co， 改线 从 ,车 了 一 = 0, 则 方程 zz +g = 0 只 有 一 个 实 
根 (包括 9 = 0 在 内 ). 若 P < 0, 但 92 十 -7 笋 > 0, 则 前 面 的 推导 表明 这 时 的 极 小 值 
f(za) > 0, 因此 了 鸭 二 =0 只 有 一 个 实 根 . 

结论 : 2 + 入- > 0 或 p= 4= 0 是 za 十 pz+9g= 0 只 有 一 个 实 根 的 充 要 条 件 ， 口 


2.11.6” 补 注 


这 个 补 注 有 两 个 内 容 : 1. 作为 82.11.4 的 偏差 计算 的 引申 , 简要 地 介绍 切 比 雪 夫 的 
一 致 斩 近 多 项 式 的 基本 概念 ; 2. 作为 82.11.5 的 根 的 个 数 问题 的 应 用 , 举 出 两 个 具体 的 
例题 , 它们 都 是 在 下 一 节 的 函数 作 图 中 需要 解决 的 问题 . 


1. 一 致 逼 近 多 项 式 的 介绍 


在 82.10.3 已 经 看 到 , 利用 带 拉 格 朗 日 型 余 项 的 泰勒 公式 , 不 但 可 以 用 泰勒 多 项 式 
来 逼近 某 些 函 数 , 同时 还 能 提供 误差 限 的 估计 . 

然而 泰勒 多 项 式 的 逼近 效果 很 不 均匀 . 例如 , 用 工 一 再 来 台 近 正弦 函数 y = sinz 
时 , 在 习题 1394(b) 中 得 到 的 误差 估计 是 由 余 项 


z3 cos(gr) 5 
Rs(z) 一 sinz 一 7 十 -6 一 加 


给 出 的 . 于 是 误差 不 仅 与 sin z 的 五 阶 导 函数 (sin z)(5) = cosz 有 关 , 而 且 还 和 zx 有关. 
只 有 当 |z| 充分 小 时 才 有 很 好 的 逼近 效果 . 

在 实际 问题 中 的 台 近 要 求 往往 是 对 于 一 定 范围 提出 的 . 例如 , 若 要 求 在 区 间 [0， 可 | 
上 用 多 项 式 来 逼 近 sin r, 且 提出 误差 不 超过 0.5 x 10-4, 则 就 可 能 要 用 次 数 相当 高 的 泰 
勒 多 项 式 才能 达到 、. 

为 此 切 比 雪夫 提出 了 最 佳 一 致 丙 近 多 项 式 的 概念 . 
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定义 ” 设 给 定 区 间 fo, 可 上 的 连续 函数 flz) 和 正 整 数 mn. 在 所 有 的 允 次 多 项 式 中 ， 
与 f(z) 在 [中 上 的 绝对 偏差 最 小 的 多 项 式 就 称 为 f(z) 在 fa, 中 上 的 最 佳 一 致 逼近 m 
次 多 项 式 . 

在 82.11.4 中 的 习题 1460 就 是 这 样 的 问题 . 如 该 题 的 注 (3) 中 所 说 , 该 题 的 答案 实 
际 上 已 经 给 出 对 于 [zi, za] 上 的 函数 2 的 最 佳 一 致 逼近 线性 函数 . 

可 以 证 明 , 在 给 定 有 界 闭 区 间 上 的 连续 函数 和 正 整 数 mn” 之后, 上 述 定义 中 的 最 佳 一 
致 逼近 多 项 式 是 存在 唯一 的 . 

关于 这 方面 的 内 容 可 以 参考 [15] 的 第 六 章 或 计算 数学 的 其 他 教材 . 下 面 只 介绍 刻 
画 了 最 佳 一 致 逼近 多 项 式 的 切 比 雪夫 定理 , 并 证 明 其 中 较 容 易 的 充分 性 部 分 . 


命题 2.11 ( 切 比 雪夫 定理 ) 设 f(z) 是 区 间 Jo, 中 上 的 连续 函数 , m 为 正 整数 , 则 交 
次 多 项 式 P(z) 是 f(z) 的 最 佳 一 致 届 近 mn 次 多 项 式 的 充分 必要 条 件 是 : 差 flz) - P(z) 
在 fw 中 上 至 少 有 盖 + 2 个 正 负 相间 的 等 值 偏 差点 . 


证 只 给 出 充分 性 的 证 明 . 
记 ftz) 和 P(z) 在 [如上 的 绝对 偏差 为 
fo) 一 PGz 外 

根据 条 件 , 在 [c, 吓 内 存在 风 十 2 个 点 zi < zz < … < zn+2, 使 得 flzi) - Plzi) = 
(-1jizA, 其 中 等 于 1 或 者 一 1. 

用 反 证 法 . 如 果 具 有 以 上 性 质 的 P(z) 不 是 最 佳 一 致 逼 近 的 mn 次 多 项 式 , 则 存在 另 
一 个 普 次 多 项 式 Q(z), 使 得 成 立 

max |f(z) 一 Q@(z)| < A. 


askzS&b 


这 时 两 个 多 项 式 之 差 
9z) -Ptz) = [flz)-Pol-[Ifz) 一 Qz)] 

在 偏差 点 zl, zz,… ,zn+2 上 的 符号 完全 由 jf(zi) - P(zi) (i = 1,2,… ,十 2) 决定 . 由 
于 后 者 正 负 相 间 , 因此 Q(z) - P(z) 存在 n+ 1 个 零点 . 由 于 多 项 站 Q@(z) - P(z) 的 次 
数 不 会 超过 mw 引出 矛盾 口 

回 到 82.11.4 的 习题 1460, 从 其 附 图 (b) 可 见 , 在 [zi, zz] 上 对 于 j(z) = z2 的 最 佳 
一 臻 逼近 一 次 多 项 式 , 即 直线 

g(z) = (zl +z2)z 一 井 G 十 玛 十 6zlza)， 

恰好 有 三 个 等 值 偏差 点 : zl, c = 也 二 22 和 72. 可 以 看 出 , 这 是 这 条 直线 所 具有 的 独 
一 无 二 的 特征 . 
2. 关于 方程 的 根 的 个 数 问题 的 两 个 例子 


例题 1 证 明 三 次 代数 方程 
j(z) = 5z3 - 21z2+15z+17=0 


只 有 一 个 实 根 . 
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解 1 作 代 换 = 一 t+ 喜 , 则 得 到 缺少 一 次 项 的 三 次 方程 
妇 十 鳌 十 4=0， 


264 
其 中 p = -有 和合 =-2889= 多 =2112. 


应 用 习题 1470 的 结果 , 由 于 P < 0, 而 按照 (2.19) 的 不 等 式 左边 的 表达 式 计 算得 到 
@2 十 色 = 如 =09216>0， 
可 见 f(z) = 0 只 有 一 个 实 根 ， 口 
如 解 1 那样 应 用 82.11.5 的 习题 1470 的 现成 结果 并 不 方便 , 因此 还 不 如 用 该 题解 中 
的 思想 , 这 就 是 下 一 个 解法 . 
解 2 在 三 次 多 项 式 存在 极 值 点 的 情况 , 若 两 
个 极 值 同 号 , 则 三 次 方程 具有 一 个 实 根 . 
对 jf(z) = 5z3 - 21z2 + 15z + 17 求 导 得 到 
jz) = 15z2 - 42z 十 15， 
即 可 解 出 两 个 极 值 点 为 zu = 卫士 2、 公 其 近似 
值 为 
2z1 久 2.380，z2 六 0.420. 
由 此 即 可 求 出 f(za),J(zs) 的 近似 值 为 
jci) 1.154， (za) sx 19.601， 
可 见 f(z) = 0 只 有 一 个 实 根 (参见 附 图 )， 口 例题 的 附 图 


例题 2 证明 四 次 代数 方程 
g(z) = 2 一 16z3 一 2z+8=0 
恰 有 两 个 实 根 . 

解 从 9(0) =8> 0, 9(D = -9 < 0, 可 知 g(z) = 0 至 少 有 两 个 实 根 . 若 它 还 有 两 
个 实 根 , 则 从 罗 和 尔 定理 可 知 , 9'(z) = 4z3 - 48z? - 2 = 0 必定 有 三 个 实 根 . 

从 g"(z) = 12z(z 一 8) 和 g%(z) = 24(z - 4) 可 见 , 三 
次 多 项 式 g%'(z) 有 两 个 极 值 点 : zl = 0, za = 8. 计算 出 极 
大 值 g'(zi) = -2 < 0, 可 见 极 小 值 9 (z?) 必定 也 小 于 0. 

由 于 两 个 极 值 同 号 , 因此 9g'(z) = 0 只 有 一 个 实 根 , 记 
为 za 汪 12.004. 它 是 g(z) 的 极 小 值 点 , 也 是 最 小 值 点 . 

于 是 在 (-co,zs) 上 g(z) 严格 单调 递减 ， 而 在 
(zs, 十 oo) 上 g(z) 严格 单调 递增 . 由 此 可 见 , 9(z) = 0 只 有 
两 个 实 根 ， 口 

注 可 以 计算 出 g(z) = 0 的 两 个 实 根 , 记 为 ra 
0.752 和 zs s 16.006. 在 附 图 的 上 方 是 y = 9(z) 的 图 像 ， 
例题 2 的 附 图 又 为 清楚 起 见 , 将 原点 附近 的 图 像 放 大 后 作 在 下 方 . 
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82.12 根据 特征 点 作 函 数 图 像 (习题 1471-1555 ) 


内 容 简介 ”本 节 是 用 微分 学 知识 来 作出 函数 的 比较 准确 的 图 像 . 将 这 里 的 方法 与 
81.4 中 作 草图 像 的 许多 方法 相 结合 , 就 有 可 能 既 把 握 住 图 像 的 基本 趋势 , 同时 又 抓 住 重 
要 的 细节 ( 即 所 谓 特 征 点 ). 

与 81.4 的 情况 类 似 , 本 学 习 指引 专门 设置 了 附录 二 , 其 中 包含 了 82.12 的 每 个 习题 
的 图 像 供 参考 .( 对 于 含 参数 的 题 则 取 定 某 个 参数 后 作 图 .) 

由 于 特征 点 是 通过 求解 方程 j(z) = 0 或 P(z) = 0 得 到 的 , 在 不 一 定 能 得 到 根 的 
精确 表达 式 时 可 以 用 它们 的 近似 值 来 代替 . 《习题 集 》 中 打 了 星 号 的 题 就 是 如 此 , 求 根 
的 方法 可 以 是 82.15 中 那样 的 算法 , 也 可 以 用 Mathematica, Maple 等 软件 . 


2.12.1 ”有理 函数 的 图 像 (习题 1471--1483) 


一 开始 是 关于 多 项 式 的 三 个 习题 . 与 81.4 中 不 同 的 是 , 目前 不 仅 可 以 利用 多 项 式 的 
一 般 规 律 , 而 且 可 以 用 微分 学 方法 确定 极 值 点 和 拐点 , 作出 严格 的 单调 性 分 析 和 凸 性 分 
析 , 从 而 得 到 相当 准确 的 图 像 . 下 面具 举 一 个 例子 , 并 指出 可 以 用 列表 法 将 求 得 的 信息 
集中 起 来 以 便于 观察 和 使 用 ， 


习题 1472 作 函 数 y = 1+z2 一 等 的 图 像 . 


解 从 方程 可 见 ytz) 是 偶 函 数 , 其 图 像 是 开口 向 下 的 四 次 折 物 线 , 余下 的 问题 就 是 
确定 单调 区 间 、 极 值 点 、 思 凸 性 区 间 和 指点 . 为 此 只 要 计算 出 
Wi(z)=2z 一 2z3 一 2z(1 一 z)(1+z)， 
就 得 到 驻 点 为 0, 十 1， 从 上 式 因 式 分 解 即 可 确定 单调 区 间 ,， 且 确定 * = 0 为 极 小 值 点 ， 
z = 十 为 极 大 值 点 ， 现 将 这 些 信息 列表 如 下 ， 由 于 ya) 是 个 函数 , 只 需 列 出 [0, +oo) 
上 的 信息 即 可 . 
了 0 (0,1) 1 (1 +oo) | +oo 
久 0 + | 0 三 到 汪 
4 | 极 小 值 1 | | 极 大 值 3/2 语 一 co 
然后 再 作 四 凸 性 分 析 . 计算 出 
p(o) = 2 一 6z2， 
可 见 有 两 个 零点 二 ， 从 y(z) 在 经 过 这 些 点 时 的 符号 
变化 可 知 它们 对 应 于 两 个 押 点 (+ ,1 黄 ), 近似 的 从 标 
值 为 ( 士 0.577,1.278). 当 z 从 一 co 递增 至 +oo 时 , 曲线 的 
四 上 西 性 变化 顺序 为 四 凸 四 . 
根据 以 上 信息 作出 的 图 像 已 经 具有 相当 的 准确 性 , 不 再 是 草图 了 ， 口 


习题 1472 的 附 图 
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接 下 来 的 习题 是 有 理 分 式 函 数 的 作 图 . 它们 比 多 项 式 要 复杂 得 多 . 这 时 可 能 出 现 垂 
直 渐 近 线 和 便 渐 近 线 (包括 水 平 渐 近 线 )， 关于 极 值 点 和 拐点 的 计算 也 可 能 出 现 复杂 的 
情况 .下面 看 几 个 例子 . 

习题 1475 作 函 数 4 = -一 1 的 图 像 


57z 十 6 


解 这 是 比较 简单 的 一 个 有 理 分 式 函 数 . 按照 81.4.1 习题 251 中 提示 的 方法 , 将 它 
分 解 为 


全 - 3 
王 相 下 二 二 
-3 2Z- 
就 不 难 用 图 像 委 加 的 方法 作出 草图 . 符 列 是 可 以 从 上 上述 分 解 看 出 存在 两 条 答 直 源 近 线 
2 = 2, z = 3 和 水 平 渐 近 线 y = 1. 此 外 还 有 两 个 零点 z = -1 和 1, 于 是 图 像 分 为 三 支 ， 


然后 用 微分 学 求 特征 点 . 


先 将 对 工 求 导 得 到 
2 
) 二 二 地 5 2 宇 ， 旋 二 人 
从 久 = 0 解 得 两 个 实 根 : 
zl = 了 -2 0.420， za 一 2 写 2.380. 


又 从 的 符号 变化 可 以 知道 zi 是 极 小 值 点 , 极 小 值 y(zi) = --0.202, zs2 为 极 大 值 点 ， 
极 大 值 y(zz) 盖 一 19.798. 
再 求 二 阶 导数 得 到 
2(5z3 ~ 21z2 十 157 + 17) 
太 () 一 (5 二 57 十 6)5 


在 82.11.6 的 例题 1 中 已 经 证 明 上 式 的 分 子 
只 有 一 个 实 根 za -0.586. 当 z 从 小 到 大 经 过 
Z3 时 y' 从 负 到 正 , 即 凸 性 从 严格 止 变 到 严格 凸 . 
因此 (za,y(zs)) 是 抛 点 , 其 中 y(zs) 汪 一 0.071. 

此 外 ,在 2 < z < 3 时 你 的 表达 式 中 分 子 
为 正 , 分 母 为 负 , 因此 风 < 0, 因此 相应 的 一 支 
曲线 是 严格 凹 的 .同样 可 知 , 在 z > 3 的 一 支 上 
4 > 0, 曲线 是 严格 凸 的 . 


习题 1475 的 附 图 
根据 以 上 信息 就 可 以 作出 yz) 的 图 像 , 其 中 还 将 原点 附近 用 分 图 放大 , 以 看 出 极 小 
值 点 和 拐点 附近 的 情况 口 


习题 1482 作 4 一 于 于 二 的 图 像 . 


解 若 先 作 分 解 


3 十 一 3Z 十 互 
Z 二 1 2z2 一 z 十 1 


Wz) 王 2 十 
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就 可 以 直接 看 出 存在 垂直 渐 近 线 > = -1 和 斜 渐 近 线 y = z. 又 若 再 利用 81.4.1 中 的 习 
题 256-257 的 图 像 作 出 上 述 分 解 式 右边 第 三 项 的 图 像 , 则 就 不 难 用 图 像 研 加 的 方法 作出 
Y(z) 的 草图 . 
下 面 用 微分 学 计算 特征 点 . 先 求 导 得 到 
太 4zs(z3 十 1) 一 3z2(z4 十 8) ”zz(z4 二 47 一 24) 

U(z) = [ET 到 (人 z5 十 1)2 
容易 得 到 的 实 根 是 zi; = 0 和 za = 2. 从 z+: 十 47 -- 24 劈 去 因子 z - 2 后 得 到 三 次 多 项 
式 zZ+272+47+12. 它 的 导数 3z? + 4z 十 4 的 判别 式 大 于 0, 可 见 只 有 一 个 实 根 , 虽 
然 它 可 以 通过 四 则 运算 和 根 式 表 示 , 但 这 样 的 公式 并 不 方便 , 我 们 取 它 的 近似 值 , 记 为 
23 忆 一 2.41， 

从 yY(z) 的 符号 可 以 判定 ra = 2 是 极 小 值 点 , 极 小 值 J(z2) = 2 闻 ; zs 是 极 大 值 点 ， 
极 大 值 y(zs) s -3.21. 然而 zi = 0 的 两 侧 y(z) 均 小 于 0, 因此 它 不 是 极 值 点 . 
再 计算 二 阶 导数 得 到 
交 (6z5 十 12z2 一 48z)(z3 + 1)2 -2(z3 十 1) .3z2(z6 + 473 一 24z2) 
六 罗 二 (2 二 1 
__6z(z 一 16z3 一 2 十 8) 
本 (到 十 1]) 


从 82.11.6 的 例题 2 可 知 , 分 子 除了 zi = 0 这 
个 根 之 外 , 还 有 两 个 实 根 . 求 出 两 个 实 根 的 近似 值 
并 记 为 zt s 0.752 和 zs s 16.006. 通过 yw'(z) 的 
符号 变化 可 以 判定 它们 都 对 应 于 图 像 上 的 拐点 ， 
其 中 z = 0 既是 驻 点 , 又 对 应 于 一 个 拐点 . 

最 后 计算 出 拐点 的 坐标 (的 近似 值 ) 为 (0,8)， 
(0.752, 5.835)，(16.006, 16.004), 其 中 最 后 一 个 拐 
点 与 渐 近 线 y = z 非常 接近 , 在 草图 上 是 很 难 表 
示 的 . 

习题 1482 的 附 图 根据 以 上 分 析 即 可 作出 附 图 所 示 的 图 像 ， 口 


2.12.2 ”无 理 函 数 与 初等 超越 函数 的 图 像 (习题 1484-1530) 
先 看 一 个 无 理 函 数 的 作 图 , 它 表 现 出 与 前 面 的 有 理 函 数 不 同 的 一 些 特点 . 
习题 1487 作 y = %5 一 2 二 7 十 工 的 图 像 . 


解 本题 的 草图 是 容易 得 到 的 , 只 需要 先 作出 三 次 多 项 式 y = za - z2 一 2 十 1 = 
(一 12(z+1l) 的 图 像 , 然后 与 寒 函数 y = 5 复合 即 可. 它 显然 有 两 个 零点 -1 和 1. 
但 为 了 准确 把 握 图 像 的 特性 , 还 是 需要 用 微分 学 工具 来 做 . 

求 导 得 到 
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zy(z) = 3z2 2 一 1 二 对 1 
3(z 一 1D)3(z 十 1)3 3(z 一 1)3(z+1l) 

可 见 其 分 子 有 零点 zl = - 志 . 由 导数 的 符号 可 知 zl 是 极 大 值 点 , 极 大 值 为 y(zi) = 
82727 = 1.058. 

由 于 y{z) 的 分 母 在 z = 士 1 时 为 0, 可 见 y(z) 在 这 两 点 处 的 导数 为 co, 即 存在 垂 
直 切 线 . 不 但 如 此 , 进一步 分 析 在 这 两 个 点 的 两 个 单 侧 导 数 , 可 见 W{(-1 士 0) = +oo， 
UVW(L-0) = -oo,yY(L+0) = +oo, 因此 在 z = !1 处 图 像 有 尖 点 (10). 

再 求 二 阶 导数 得 到 

oz) = [(z+ 和 村 ae 于 (+1) - 引 


互 ， 
3 


2 


卫 二 三 入 
-=C -1 二 e+I 、 az+I) 3 


3c+ 村 1)(z 一 1) -二 e+1 


3 -De+D 一 二 az 一 1)(z+D1) 8 1 

3(z 1) 村 (cz 上 1) 生 9 (z -1 条 1 

可 见 在 z < -1 时 多 > 0, 曲线 为 西 , 而 在 z > -1 时 多 < 0, 曲线 为 凹 , 因此 点 (-1,0) 
是 拐点 . 


lo 


从 zy(z) ~ z (z 一 co) 可 见 有 可 能 存在 斜率 1 的 
斜 渐 近 线 . 为 此 计算 极限 
Jim(y(z) 一 z) 


= lim (zs 一 z2 一 z+1 一 2Z) 
2 一 oo 


= Jimsz( 于 一 过 + 十 -1 
lim z(1- 击 +0( 古 )-]) 到 


习题 1487 的 附 图 即 得 到 斜 渐 近 线 y 一 一 二. 


将 以 上 信息 结合 草图 就 可 以 作出 附 图 中 的 图 像 , 其 中 的 虚 曲线 是 三 次 多 项 式 
=z3--az2-z+l 的 图 像 ， 口 


习题 1509(b) 作 函 数 y = e-2z sin2 zx 的 图 像 . 


解 由 于 y = e-2z 和 2 = sin2z 都 是 很 熟悉 的 函数 , 因此 只 要 用 图 像 乘 法 就 可 以 
描 出 y(z) 的 草图 , 它 夹 在 e-2z 与 z 轴 之 间 , 且 在 每 一 个 区 间 [kr, (& + 1)zl 上 将 sin2z 
在 % 方 向 拉 长 . 更 具体 来 说 , 从 函数 y(z) 的 表达 式 可 见 成 立 恒等式 

3y(z+T) =er2rgy(z)， 
因此 只 要 作出 在 fo, 可 上 的 y(z) 的 图 像 , 然后 按照 y 方向 的 比例 e- 莽 即 可 逐次 作出 任 
何 [kr, 人 类 + 1)xl 上 的 图 像 . 当然 其 中 的 许多 特征 点 是 需要 用 微分 学 来 计算 的 , 
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计算 导数 得 到 
W(z) = e-2(-2sin2z 二 2sinzcosz) 
一 一 2e 2 
= 一 2VIe-2zsinzsin(z 一 瑟 ) 
于 是 可 从 y 的 符号 确定 两 组 极 值 点 : 
zt AT 十 到 和 zx = 有 
mx 是 极 大 值 点 , 极 大 值 为 yze) = 到 str 至， 居 极 小 值 点 , 极 小 值 为 0 其 中 大 取 
所 有 整数 . 
再 求 二 阶 导 数 


4(z) = -2V5e-2z[-2sinzsin(z 一 亚 ) 十 cosTsin(z 一 也 ) 十 sinzcos(Z 一 也 )] 


sinz(sinz 一 cosZ) 


= -2V2e-2z*[cos(2z 一 也 ) 一 cos 光 十 sin(22 一 也 )] 


= 2e-2z(1 一 2sin 2z). 
于 是 可 从 风 的 符号 讨论 确定 两 组 拐点 : 


2 5 一 2kr- 开 二 
(tr+ 本 ,er 6 了 和) 和 (tr+ 号, 和 )， 


其 中 上 取 所 有 整数 . 

最 后 是 作 图 像 的 问题 . 如 前 所 说 , 可 以 先 作 出 [0,mj 上 的 图 像 , 然后 按照 y 方向 的 比 
例 系数 得 到 在 每 个 [kr, (k + 1)xz] 上 的 图 像 . 然而 由 于 这 个 比例 系数 是 ezr s 535.5, 要 在 
一 张 图 上 画 出 y(z) 在 较 大 范围 上 的 图 像 是 有 困难 的 . 


在 附 图 中 作出 了 [--3.4,3.4] 上 的 函数 图 像 , 其 中 
在 z<0 和 z >0 的 纵 坐 标的 尺度 为 100 : 1. 

在 图 上 用 黑 圆 点 标 出 的 是 : 函数 y(z) 的 3 个 
零点 z = -m,0,r, 它们 也 是 极 小 值 点 ; 4 个 拐点 ， 
它们 的 坐标 近似 值 为 (一 2.88,21.3)，(--1.83,36.4)， 
(0.262,0.0397)，(1.31,0.068); 两 个 极 大 值 点 , 它们 
的 坐标 近似 值 为 (一 2.36, 55.6),， (0.785, 0.104)， 口 习题 1509(b) 的 附 图 


注 以 上 附 图 在 点 > = 0 有 失真 之 处 , 这 是 因为 两 侧 的 罗 差 了 100 倍 , 尽管 风 = 0 


都 成 立 . 用 82.14 的 曲率 概念 来 说 , 在 点 (0,0) 两 侧 邻 近 的 曲线 弧 若 用 曲率 圆 的 弧 来 代 
替 的 话 , 圆 半径 差 了 100 倍 . 


习题 1521 作 3 = (z+3)e 的 图 像 . 


解 函数 y(z) 在 点 z = 0 处 没有 定义 . 将 y 对 z 求 导 得 到 


芭 习 工 
y(z) =e= (1- 王 二 2) = 十 e= -2)(+1， 
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可 见 z 一 1 是 极 大 值 点 , 极 大 值 为 y(-1) = e : 0.368,z = 2 是 极 小 值 点 , 极 小 值 为 
2(2) = 4e2 = 6.595. 


再 求 二 阶 导数 得 到 
工 
ya- 上 位 + 喜 - 二 0- 二 -区 
_ 二 /2 十 5 
(人 和)， 


可 见 z -- - 羡 对 应 的 点 (对 ,号 e 鱼 ) 是 图 像 的 一 个 拐点 , 其 左 全 为 四 , 右 便 为 四 


此 外 从 y(+0) = +oo 可 见 存在 垂直 渐 近 线 z = 0， 
又 从 Vy(-0) = 0 可 见 , 车 在 点 zx = 0 补充 定义 y(0) = 0， 
则 在 该 点 左 连续 . 

从 yz) ~ z (z 一 co) 知 可 能 存在 斜 渐 近 线 . 计算 

Jim (y(z) 一 Z) 一 Jim (= (e 二 一 1) 十 2ez 
工 
6 五 


三 全 3 


二 


一 2+ lim 
oo 


即 有 和 斜 渐 近 线 y = z 十 3. 
根据 以 上 分 析 即 可 作出 附 图 所 示 的 图 像 ， 口 习题 1521 的 附 图 


注 图 像 中 的 拐点 的 纵 坐 标 为 各。 生 s 0.131, 在 作 草图 中 很 容易 被 忽略 , 这 也 是 
选 讲 本 厦 的 动机 之 一 . 

下 面 两 个 题 中 的 函数 都 是 经 常会 见 到 的 基本 例子 . 

习题 1526 作 函 数 y = zz 的 图 像 . 

解 函数 的 定义 域 为 (0,+oo). 从 习题 1342 知道 有 y(+0) = 1. 


求 导数 得 到 
Wi(z) = zz(zinz)' = zz(L+Inz)， 
可 见 在 (0,e !] 上 y(z) 严格 单调 递减 , 在 [e-1, +cc) 上 严格 单调 递增 ， 
z= e-1 xs 0.368 是 极 小 值 点 , 极 小 值 y(e-1) = e-。* ”和 0.692. 
再 求 二 阶 导数 得 到 
忽 ( 对 三 m(( 十 lnz)2 十 二 ) > 0， 
可 见 y(z) 在 (0,+co) 上 为 凸 函数 . 
习题 1526 的 附 图 根据 以 上 分 析 即 可 作出 附 图 中 所 示 的 图 像 ， 口 
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习题 1527 作 ? = 2 的 图 像 . 
解 函数 的 定义 域 是 (0,+co). 求 z 一 +0 时 的 极限 


(这 并 非 不 定式 ). 又 有 


pz lim 世 工 
3(+oo) = im es 一 ef 一 e0=1， 


此 存在 水 平 渐 近 线 y = 1. 
计算 出 导数 为 
yz) = z 二 (1 一 Iaz)， 
因此 有 极 大 值 点 z = e, 极 大 值 为 es 1.444668. 
再 求 二 阶 导数 为 
(z) = zz 二 -41 一 3z+2(z 一 Dinz+ln2az]， 
求 出 两 个 根 的 近似 值 为 0.582 和 4.368, 它们 对 应 于 两 个 拐 
点 , 其 近似 的 坐标 为 (0.582, 0.394) 和 (4.368, 1.401). 
根据 以 上 分 析 可 以 作出 附 图 所 示 的 图 像 ， 口 


注 1 ,这 里 指出 本 是 与 前 面 某 些 习题 的 联系 . 

在 zz 中 取 z 为 正 整数 几 就 得 到 数列 {Y}. 利用 81.2.2 的 习题 65 ( 即 lim。Yy = 
1), 就 可 以 直接 证 明 本 题 中 的 y(+oo) = 1. 在 82.11.2 的 习题 1455(c) 中 确定 获 效 列 的 最 
大 项 也 是 用 本 题 的 函数 y(z) 作为 工具 来 解决 的 . 

注 2 介绍 与 此 题 有 关 的 一 个 有 趣 的 小 问题 : 在 er 和 me 中 哪 一 个 更 大 ? 

由 于 本 题 已 经 证 明 e。 是 函数 z= 的 最 大 值 ， 即 对 于 任何 ze 的 正 数 ", 都 有 


DzE<ee) 


习题 1527 的 附 图 


从 而 就 有 
2 
可 见 z> = 只 是 其 中 的 特例 而 已 . 可 计算 出 re 汪 22.459 < er s 23.141. 
注 3 类 似 地 导出 以 下 不 等 式 : 当 0 <a<b<e 时 0 < 加 ,而 当 e<a<z 时 


ab > 02. 


2.12.3 ”参数 方程 与 隐 函 数 方程 表示 的 曲线 (习题 1531-1545) 


在 81.4.4 中 通过 对 习题 369 的 两 个 小 题 (b)，(g) 的 讨论 , 已 经 介绍 了 作 其 草图 的 基 
本 方法 . 将 这 样 的 方法 配合 微分 学 工具 后 , 就 有 可 能 通过 对 特征 点 的 计算 将 图 作 得 更 为 
准确 . 这 在 82.2.2 的 习题 1038 中 已 经 有 所 体现 , 只 是 当时 的 微分 学 工具 还 太 少 . 

习题 1531 中 的 函数 的 方程 也 可 以 改写 为 VZ - v8 = 1, 它 的 作 图 不 难 . 对 于 习题 
1532 则 可 以 参考 82.2.2 中 的 习题 1038, 两 者 的 图 像 只 相差 平移 与 关于 > 轴 的 反射 - 
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习题 1533 作出 由 参数 方程 z 一 


y= 二 给 定 的 曲线 . 


解 先 分 别 考虑 z 旧 = 土 二 1 工 十 
记 和 yb = 天 上 的 图 像 , 参考 
附录 一 中 的 习题 253 和 259 的 图 像 就 不 
难 如 附 图 1 所 示 作出 它们 的 图 像 . 从 图 
上 可 见 y(b) 的 三 支 都 随 t 的 递增 而 单调 
递减 , 而 对 于 z(t) 则 需要 计算 
7 1 _- 引 -2) 
习题 1533 的 附 图 1 z 鸭 -1 全 闻 人 证 ， 
从 而 知道 上 = 0 为 极 大 值 点 , 极 大 值 z(0) = 0, t = 2 为 极 小 值 点 , 极 小 值 zx(2) = 4. 

由 此 即 可 对 z(i) 和 g(b) 分 别 作 单 调 性 分 析 , 并 列表 如 下 : 


t | (-oo-0 | -1 Co01oToDTiTdG2)T 2 |G2,+oo 


z| ~” |-06| 六 4 2 
Y 六 沁 | 0 入 12/3| 忌 


由 于 %(b) 的 三 支 都 是 +t 的 严格 单调 递 碱 函数 , 因此 将 = 看 作为 y 的 函数 更 为 方便 . 这 样 
就 可 以 确定 函数 > = z{y) 有 三 支 曲线 . 以 t 的 变化 为 序 并 对 照 附 图 1 令 述 如 下 

第 I 支 曲线 对 应 于 + (一 co, 一 0) 从 0 递减 趋 于 一 co z(y ) 从 - -co 递增 趋 于 -- 志 
第 开支 曲线 对 应 于 te (一 1, 1), y 从 +oo 递 沽 趋 于 -co, z(y) 从 -去 递增 硅 0， 多 后 
减 交 于 -oo; 第 II 支 遇 线 对 应 于 t+ e (L, +oo),y 从 +oo 咀 城 赵 于 0 zy) 从 +oo 站 沽 
至 4 然后 递增 趋 于 +oo, 这 样 就 完成 了 每 一 支 曲线 的 z = z() 的 单调 性 分 析 . 

从 表格 可 见 当 L 趋 于 -1,1 和 co 时 点 (z(y),3) 都 趋 于 无 穷 远 处 , 即 有 可 能 存在 渐 
近 线 . 

首先 是 当 上 一 -1 时 , 有 垂直 渐 近 T 
线 z = 一 亏 , 而 当 上 一 oo 时 有 水 平 渐 近 | 
线 4 = 0. 然后 计算 极限 

绩 始 - 二 二 = 坦 


到 bw 一 志 0 


可 见 有 斜 渐 近 线 y = 去 z 一 立 . 习题 1533 的 附 图 2 


这 样 就 可 如 附 图 2 所 示 作出 三 支 曲线 . 若 考虑 函数 y = y(z), 则 没有 任何 极 值 点 , 
反之 , 若 考虑 7 = z(), 则 y = 0 是 极 大 值 点 , 极 大 值 z(0) = 0, y = 2/3 是 极 小 值 点 , 极 
小 值 z(2/3) = 4. 
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最 后 作 凸 性 分 析 . 仍然 以 z 作为 自 变量 , 则 先 求 出 导数 
OO 
y 四) 一 TD 一 到 +35 二 站， 
的 所 区 (zj 2 人 一 D( 相 十 对 十 了 
2 人 人 直 一 2)38( 十 1) 
可 以 证 明码 二 3 十 1 = 0 只 有 一 个 实 根 , 其 近似 值 为 -0.322, 对 应 于 第 I 支 曲线 中 的 抛 
点 (一 0.079,0.360). 
从 风 (z) 和 参数 t 的 变化 范围 与 方向 , 可 知 第 I 支 曲线 为 四 , 第 开支 曲线 为 凸 止 凸 ， 
第 JII 支 曲线 为 凹凸 ， 口 


以 下 是 用 引入 参数 的 方法 作 隐 范 数 方程 确定 的 函数 的 图 像 . 其 中 第 一 题 即 是 前 面 
81.4.4 的 习题 370.1(b), 因此 只 作 一 些 补充 说 明 , 请 读者 完成 解 题 的 全 过 程 ， 


习题 1541 作 z3 十 由 一 3azy=0(a>0) 的 图 像 ( 币 卡 儿 叶 形 线 ). 


补充 “只 要 令 z = az',y = ay' 代入 , 并 将 z, 丸 重 记 为 rz, 就 得 到 z3 十 中 一 3zy = 
0, 即 已 经 归结 为 81.4.4 的 习题 370.1(b), 它 相当 于 这 里 的 e = 1. 以 下 只 对 此 作 补 充 . 

如 习题 370.1(b) 的 解 所 示 , 由 于 方程 关于 z,y 对 称 , 可 知 
图 像 关 于 直线 y = z 是 对 称 的 . 令 y = 如 , 即 以 点 (z,g) 到 原点 
的 连接 线 的 斜率 上 六 全 人 

2 的 二 让 3 人 一 i， 

然后 就 可 用 微分 学 工具 作出 单调 性 分 析 . 与 此 有 关 的 特征 点 和 
3(z) (或 者 z(b)) 的 单调 性 在 习题 370.1(b) 中 都 已 经 求 出 . 此 外 ， 一 + 35y-0 
在 那里 也 已 经 求 出 了 渐 近 线 方程 >+y + 1 = 0. 这 些 不 再 重复 . 习题 1541 的 附 图 

以 下 列 出 y 关于 z 的 一 阶 和 二 阶 导 数 的 计算 结果 供 参考 : 

UV ie- ww 的 2@+I 


加 一 251， 和 (302 有 1 
凹凸 性 分 析 的 结果 表明 , 笛 卡 儿 叶 形 线 没有 拐点 , 细节 从 略 ， 口 


习题 1543 作 z2y2 = za -- 妈 的 图 像 . 
解 在 方程 中 将 z 与 -y 对 换 后 方程 不 变 , 这 表明 图 像 关 于 直线 y = -z 对 称 . 
通过 3 = 好 引入 参数 忆 人 和 人 
z= 直 -ty0= 于 -如 
求 导 得 到 


然后 就 有 2 = y(z) 的 导数 


dz 2 二 把 


dy tt1L 二 2t3) 
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由 此 可 见 需 要 注意 以 下 几 个 参数 值 : 
写 下 二 
6 机 =-0794 和 -让 = 2 -1.260. 


以 下 是 关于 上 述 导 数 的 符号 信息 的 列表 表示 : 


直 | (一 co, 友 ) | 妇 | ( 妇 广 ) | 二 | 人 ;0) | (0,+oo) 
加 一 0| + |+| + 一 
叶 十 十 中 0 一 一 
咏 一 oo 站 0 Sa 中 


从 z(b 的 表达 式 可 见 它 有 垂直 渐 
近 线 + = 0 和 斜 渐 近 线 z = -tt， 从 2) 
的 表达 式 可 见 它 有 垂直 渐 近 线 上 = 0, 且 
当 上 + 一 co 时 趋 于 抛物 线 y = 一 切 . 
根据 表格 中 的 单调 性 分 析 可 作出 
附 图 1 所 示 的 z( 和 YY(b 的 图 像 . 其 中 
z(i) 有 极 小 值 点 妇 盖 -1.260, 极 小 值 
z(tb) = 3/34 < 1.890. yt) 有 极 大 值 
点 二 所 --0.794, 极 大 值 y( 雪 ) = 一 z(tz). 
由 以 上 分 析 可 知 本 题 的 函数 图 像 分 为 两 支 ， 参数 + < (0,+oco) 对 应 于 第 工 支 . 
te (-oo,0) 对 应 于 第 I 支 . 前 者 的 y(z) 关于 z 严格 单调 递增 , 后 者 则 随 参 数 上 的 递增 
按照 递减 、 递增 再 递减 的 顺序 变化 . 
从 zx 人 (0 和 (人 的 表达 式 可 见 , 当 上 一 0 和 + 一 oo 时 点 (z(t,y() 会 远离 原点 , 且 
可 看 出 与 抛物 线 y = -z2 和 z = 妨 接近 . 直接 用 参数 方程 即 可 证 明 
匣 PO -wb= 匣 要 -t-( 直 -2t+ 芍 =0 
im By 的 +zzGb]= lm[ 了 一 已 + 蒜 一 对 + 吉 ]=0. 
根据 以 上 分 析 就 可 以 作出 如 附 图 2 所 示 的 隐 函 数 方程 rzy2 = za - 妈 的 图 像 , 在 其 
中 的 箭头 为 上 递增 方向 , 还 用 虚线 作出 了 = -z2 和 z = 妇 这 两 条 " 渐 近 抛物 线 ”， 
在 图 中 的 4 个 小 黑 圆 点 除了 两 个 分 别 为 x 和 3? 的 极 
值 点 之 外 , 其 余 两 个 是 拐点 . 它们 是 如 下 得 到 的 ， 
按照 公式 计算 二 阶 导数 
2， 7 3 
到 到 (全 效 放 人 3 
_ 28(+7 如 +T) 
[CE 
可 见 当 上 > 0 时 y(z) 始终 是 四 函数 , 这 就 是 图 中 穿 过 第 
一 、 三 象限 的 第 工 支 曲线 . 然而 当 上 < 0 时 的 第 I 支 曲线 
习题 1543 的 附 图 2 的 上 四 凸 性 则 有 较 复 杂 的 变化 . 分 析 如 下 . 


习题 1543 的 附 图 1 
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当 t<0 时 从 ww(z) = 0 解 得 两 个 参数 值 


三 -7 忆 -1.899， 刀 = 去 =- 刘 人 福 -0.526. 


它们 对 应 的 拐点 坐标 的 近似 值 为 (2.18, 一 4.14), (4.14, 一 2.18). 
最 后 利用 二 阶 导数 y%(z) 的 表达 式 对 第 开支 曲线 作 四 凸 性 分 析 并 列表 如 下 : 


已 


注 妃 对 应 的 就 是 在 附 图 2 中 的 点 (1.89, -2.38), 在 该 处 z 达到 极 小 值 . 在 上 述 列 
表 中 似乎 在 它 的 两 侧 的 曲线 分 别 为 凸 和 四 , 然而 这 是 就 参数 + 来 观察 的 . 从 附 图 中 可 见 ， 
该 点 的 左 侧 邻 近 没 有 函数 图 像 中 的 点 , 而 在 该 点 右 侧 邻近 则 对 一 个 z 值 有 两 个 y 值 满 
足 隐 函数 方程 , 因此 该 点 不 是 拐点 . 这 种 情况 在 参数 方程 和 隐 范 数 方程 给 出 的 曲线 中 是 
常见 的 . 


习题 1544 作 zy = (z > 0,y > 0) 的 图 像 . 


补充 “由 于 本 题 已 经 在 81.4.4 的 习题 370.1(g) 中 作 过 详细 
讨论 , 这 里 只 作 一 点 补充 ,主要 的 问题 就 是 在 那里 的 草图 中 是 
否 遗 漏 了 什么 重要 的 特征 点 ? 

已 知 图 像 有 两 支 , 其 中 平凡 的 一 支 就 是 y = z (z > 0), 另 
一 支 记 为 yz) (z > 1), 它 是 我 们 研究 的 主要 对 象 . 习题 1544 的 附 图 

这 里 有 两 种 方法 . 第 一 种 是 用 隐 函 数理 论 可 以 证 明 y = y(z) 的 存在 和 可 微 性 , 并 可 
以 用 82.2.3 的 方法 计算 出 它 的 一 阶 导 数 和 二 阶 导数 , 由 于 这 方面 的 理论 本 身 要 到 多 元 
微 积分 中 学 习 , 这 里 从 略 . 

第 二 种 方法 就 是 如 前 一 样 从 y = 妃 引入 参数 方程 , 即 得 到 

az 的 -ty 的 -tt>0， 

然后 在 上 尖 1 时 的 可 微 性 以 及 从 z = z 人 tb) 推出 反 函 数 的 存在 性 都 没有 藉 则 上 的 困难 . 下 
面 只 作 一 点 计算 . 


Q-eoewae 


按照 参数 方程 定义 的 函数 的 求 导 法 则 得 到 
二 二 
昌 几 _ TI+T)a ti 人 t-1-lnb 
人 1 tt 一 1=-tnt“ 


渤 
tET.[ 


jn 引 
二 一 荆 
将 分 子 的 括号 内 的 表达 式 记 为 fb), 则 瑚 (= 1 一 圭 , 可 见 在 上 > 1 时 Pt) > 0, 在 
0<t<1TI 时 忆 (<0. 由 于 jj1) =0, 可 见 当 上 头 1 时 分 子 fb 总 是 大 于 0 的 . 又 将 分 
母 改 写 为 

t-1-tnt=tf -去 + 二)=- 弛 (人 了)， 
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可 见 在 # > 0 时 分 母 总 是 小 于 0 的. 于 是 除了 t = 1 对 应 的 点 > 一。 之 外 , 总 有 y(z) < 0， 
即 yz) 为 严格 单调 递 短 (在 = 一 。 处 如 前 所 说 可 以 按照 y ~。 连续 延 拓 -) 

不 但 如 此 , 在 导 函 数 y(z) 的 表达 式 中 令 上 一 1, 然后 对 不 定式 作 计算 就 得 到 极限 值 
为 -1. 从 导数 极限 定理 可 知 , 在 点 > 一 。 处 的 导数 也 存在 , 且 使 得 导 函 数 在 该 处 连续 . 

为 了 讨论 图 像 的 四 凸 性 , 需要 计算 二 阶 导数 y(z)， 可 以 证 明 它 处 处 大 于 0, 因此 
yz) 是 (L, +eo) 上 的 凸 函 数 于 是 本 题 的 图 像 没 有 任何 特征 点 . 

这 最 后 一 步 的 计算 和 证 明 虽 然 只 是 初等 的 运算 , 但 较为 复杂 , 我 们 将 它 写 成 为 
82.12.6 中 的 命题 2.12， 口 

法 “与 隐 函 数 方程 zy = y” 有 关 的 问题 很 多 . 下 面 介绍 伯 努 利 对 的 结果 . 

1728 年 丹尼尔 : 伯 努 利 写 信 给 哥 德 巴赫 , 说 他 证 明了 方程 zy = 姑 除了 24 = 42 这 
一 组 解 之 外 , 不 存在 任何 其 他 正 整 数 解 他 又 说 , 该 方程 存在 无 穷 多 个 有 理 数组 解 . 此 
后 , 满足 该 方程 的 一 对 正 数 (z, 切 就 称 为 伯 努 利 对 . 

读者 容易 验证 , 对 每 一 个 正 整数 n, 在 81.2.3 的 习题 69 中 与 数 。 有 关 的 

王 mm 十 1 
(二 
恰好 就 是 伯 努 利 对 . nm = 1 时 就 是 (2,4),m = 2 时 就 是 (号 ,2 ), 实际 上 不 难看 出 有 
22 2 旦 
证 省 全 本 从. 均 放 和 人 的 全 和 全 1 
(的 一 (有 一 (和 一 (全 ) 
胡 尔 维 欧 已 经 证 明 , 在 有 理 数 的 范围 内 , 除了 这 些 解 之 外 没有 其 他 伯 努 利 对 ， 


娄 
人 4 


2.12.4 ” 极 坐 标 系 中 的 函数 图 像 (习题 1546-1550) 
在 81.4.5 中 已 经 介绍 过 在 极 坐标 中 作 函 数 草图 的 方法 . 下 面 选 两 个 例子 来 讲解 . 


习题 1549 在 极 符 标 系 (g,7) (r > 0) 中 作 函 数 r 一 om 他 的 图 像 ,其 中 p > 1， 
Q>0. 


解 “ 如 81.4.5 所 示 , 首先 在 (9p,r) 的 直角 坐标 系 中 观察 > = >(9) 的 变化 趋势 . 为 此 
只 要 计算 > 对 p 的 导数 . 由 于 双 曲 正切 函数 的 求 导 公式 一 般 使 用 较 少 , 下 面 还 是 将 该 函 
数 用 指数 函数 表示 后 求 导 ( 双 曲 函数 的 定义 与 图 像 见 附录 一 的 习题 340). 

为 简单 起 见 取 a = 1. 

于 是 先 写 出 > = 一 上， . 钮 一 e-” ,然后 求 导 得 到 


9 一 1 ee 十 e-9 
dr 和 e9 一 e-9 1 (ee +e-9) 2 一 (e 一 e9) 
dp 一 人 e+e wp (ee 十 er-9)2 

| 8 


Rs 二 4 
(= 让 ezTer 二 GT (ee 十 e-9)2 


-ae-1D-(ee 一 er9)(e+er9]] 


(ze+er97 


SS -Leo-D-(ew 一 e 2 让 
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于 是 只 要 研究 最 后 一 式 的 方 括号 内 的 符号 . 将 它 记 为 
Jp) =4(2 一 I) 一 (ez 一 e 29)， 
则 有 /F(0) = -4 < 0， 
Jp) =4- 2e2 -2e-29， 
jp) = -4ez 十 4e 2y， 
可 见 在 p > 0 时 /(p) < 0, 然后 结合 疡 0) = 0 和 J(0) = -4 就 可 推出 f(p) < 0.( 原 
来 只 需要 在 p > 1 上 建立 这 个 不 等 式 , 但 从 上 面 的 讨论 可 见 在 p > 0 上 讨论 更 方便 .) 
由 此 可 见 p > 1 时 r(9p) 是 严格 单调 递减 函数 ( 见 附 图 1)， 
又 容易 得 到 
r(1+0) = +oo, r(+oo) = 0， 
即 当 9p 一 1 二 0 时 图 像 上 的 点 趋 于 无 穷 远 . 随 着 p 的 递增 ,> 递 :| ; 
减 趋 于 0, 因此 在 极 坐 标 中 的 图 像 是 趋 于 极点 O 的 螺 线 . (参见 OO 1 2 3 4 39 
在 81.4.5 的 习题 371.1(h) 和 附录 一 中 的 其 他 螺 线 的 例子 .) 习题 1549 的 附 图 1 
为 了 把 握 p 一 1 + 0 时 图 像 远 离 原点 时 的 性 态 , 我 们 来 看 本 题 的 图 像 是 否 存在 渐 近 
线 . 从 2 一 1+0 时 7 一 +oo 可 以 知道 , 如 果 存 在 渐 近 线 , 它 的 斜率 只 能 是 tan 1. 引入 
直角 坐标 方程 


2 9 


Zz(p) = cos， 


3(P) 一 om “sinw， 
然后 就 有 
2) 
em1tozP) 
再 求 下 列 极限 : 


op) 一 tanl'z(p)] 


于 了 otan92 一 tanl. 


tt 吧 .rs 屋 
5 村 (sinp 一 tanl.cosp) 


=tanhl.cos1， lim tane 一 tanl 
9 一 1+0 引 一 立 


一 tanhl.cosl.sec21 
习题 1549 的 附 图 2 = taohl. 

cos1 
可 知 存在 渐 近 线 


生 tanh 1 
1 一 Ztanl 十 0 


根据 以 上 分 析 可 以 作出 附 图 2 所 示 的 图 像 . 从 曲线 与 渐 近 线 相交 可 知 存在 拐点 ( 见 
82.8.2 的 习题 1317 的 注 )， 用 Mathematica 软件 可 求 出 拐点 的 直角 坐标 的 近似 值 为 
(0.593, 2.506), 在 附 图 中 用 小 黑 圆 点 标 出 口 
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习题 1550 在 极 坐 标 系 中 人 函数 p - arccos 工 亏 上 的 图 像 
(此 题 中 的 函数 在 《习题 集 》 的 以 前 版 本 中 为 cos P = 工 志 ,这 与 现在 的 题 不 全 相同 .) 

解 记 jr) = 和 (r > 0), 则 由 于 反 余 弦 函 数 的 定义 域 为 一 1, ], 因此 必须 满 
足 |7(r)| < 1. 容易 解 出 的 范围 为 ro,+co), 其 中 


全 0.618. 


7o 二 


如 附 图 1 的 分 图 (a) 所 示 , 当 r 从 ro 递增 到 2 时 ， 
jlr) 从 -1 递增 到 0.25, 然后 当 r 从 2 递增 到 +co 时 ， 
Jr) 从 0.25 递减 趋 于 0. 

在 此 基础 上 与 反 余 弦 函 数 复合 , 就 如 附 图 1 的 
分 图 (b) 所 示 , 得 到 了 在 (r,9) 的 直角 坐标 系 中 p = 
arccos f(r) 的 图 像 . (这 里 可 参考 附录 一 的 习题 312 关于 
反 余 弦 函 数 的 图 像 . 当 z 从 -1 递增 到 1 时 ,arccosz 从 
区 严格 单调 递减 到 0. 特别 是 有 arccos0 = 于) 

这 样 就 确定 了 9 = arocos 工 5 的 定义 域 为 
ro,+eo)， 当 > 从 ro 递增 到 2 时 ,从 交 递减 到 
arccos0.25 75.5"， 而 当 r 从 2 递增 趋 于 +co 时 ，p 
遇 全 作风 4 则 递增 趋 于 季 . 


这 已 经 表明 图 像 有 垂直 渐 近 线 . 从 直角 坐标 变量 
二 和 
和 


二 一 一 一 一 一 一 一 
二 


2 一 7cos%p 一 了 
可 见 r = 工 上 二, 因此 当 z 一 1 一 0 时 点 (z, 切 与 原点 的 距 
离 r 一 +co, 即 有 垂直 渐 近 线 r = 1. 在 极 坐标 系 中 可 写成 
为 rcosp = 1. 
根据 以 上 分 析 在 附 图 2 中 作出 极 坐标 系 中 的 函数 图 像 ， 
1 其 中 直角 坐标 近似 值 为 (--0.618,0) 的 小 黑 圆 点 是 > 的 最 小 
习题 1550 的 附 围 2 值 点 , 直角 坐标 近似 值 为 (0.5,1.936) 的 小 黑 圆 点 是 po 的 最 
小 值 点 . 
附 图 2 提示 我 们 该 图 像 有 拐点 ， 由 于 本 题 虽然 是 极 坐标 作 图 题 , 但 完全 可 以 用 
y = yz) 表示 出 来 , 因此 从 r = 工 二 - 即 可 写 出 该 函数 的 显 式 为 
Vi 一 z]2 v5-1 
和 ZE (- > 二 .1)， 
然后 用 标准 的 求 二 阶 导数 的 方法 求 出 拐点 , 它 的 坐标 近似 值 为 (一 0.123, 0.882) (在 附 图 
2 上 也 用 小 黑 圆 点 标 出 ). 具体 的 计算 从 略 。 口 
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2.12.5 ”曲线 族 的 图 像 (习题 1551-1555) 


这 些 是 含有 参数 的 曲线 族 的 作 图 题 . 它们 都 可 以 用 81.4 中 作 草 图 的 技巧 得 到 大 致 
正确 的 图 像 , 然后 用 计算 特征 点 等 方法 加 以 精确 化 , 最 后 再 考虑 参数 变化 对 图 形 的 影响 ， 
作出 曲线 族 . 下 面 只 讲 其 中 的 一 题 . 


习题 1553 作曲 线 族 y = z 土 Vatl - 2) 的 图 像 , 其 中 a 为 参 变数 


解 当 a= 0 时 就 是 直线 y = z, 对 于 ac0 的 其 他 情况 可 以 将 方程 改写 为 
收 -z)2 一 al 一 z2)=(L+az2 一 2zy+ 思 一 a=0， 
因此 是 平面 上 的 二 次 曲线 . 根据 平面 解析 几何 知识 , 这 是 以 坐标 原点 O 为 中 心 的 二 次 曲 
线 , 当 a > 0 时 为 机 圆 , 而 当 a < 0 时 为 双 曲 线 . 它们 的 图 像 如 下 面 的 附 图 所 示 . 


渐 近 线 方程 为 
Vy=(1 士 V=a)z 


(b) 


习题 1553 的 附 图 : (a) a > 0 时 的 椭 园 族 , (b) a < 0 时 的 双 曲 线 族 
下 面 我 们 不 依赖 解析 几何 知识 来 对 于 图 像 作出 概要 描述 , 具体 计算 细节 从 略 . 
分 两 种 情况 , 即 对 于 分 图 (a) 中 的 椭圆 族 和 分 图 (b) 中 的 双 曲 线 族 分 别 讨论 . 
{a) 当 a > 0 时 , 函数 y(z) 的 定义 域 为 [1 1. 图 像 是 有 界 的 . 


求 导数 得 到 
1 下 二 QZ 
yz) = 1 土 了 7 5， 
3 可 工 求 二 
从 多 =0 解 出 z= 土 TD 0 
GD) = 于 一 一 


(ao 


J 知 没有 抛 点 . 利用 二 阶 导数 的 符号 可 以 判定 : 当 y(z) 的 表达 式 中 第 二 项 前 取 加 号 时 


忆 


线 为 凹 ， 同时 知道 点 - 为 极 大 值 点 , 极 大 值 为 y = VIT ai 而 当 y(z) 的 表达 式 
二 8 一 | 小 小 一 一 
中 第 二 项 前 取 减 号 时 曲线 为 凸 , 点 TO 为 极 小 值 点 , 极 小 值 为 y = 一 VI 十 . 


在 分 图 (a) 中 对 于 参数 。 = 去,1, 号 作出 了 三 个 棋 圆 , 并 标 出 它们 的 极 值 点 . 
这 个 燃 圆 族 中 的 每 一 个 杭 圆 都 通过 点 (1,1) 和 (-1, -0 它们 的 主轴 方向 各 不 相 
同 , 可 以 用 甫 析 几 何 或 其 他 方法 确定 . 
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(b) 当 a < 0 时 , 函数 y(z) 的 定义 域 是 区 间 (一 co, -1] 和 [1, +oo) 的 并 集 , 曲线 是 无 
界 的 . 

不 必 重 新 求 导 , 但 求解 % = 0 时 发 现 当 -1 < a < 0 时 才 有 实 根 . 同样 利用 二 阶 函 
数 的 符号 可 以 判定 : z = -天 上 为 极 小 值 点 , 极 小 值 为 VIT 二 Gi z = -一 上 一 为 极 

人 年 Q@ 

大 值 点 , 极 大 值 为 -VI 十 w. 

(注意 这 里 的 极 值 类 型 与 > 0 时 相反 .) 

关于 四 凸 性 的 结果 与 o > 0 相同 , 但 目前 曲线 存在 渐 近 线 . 按照 标准 的 方法 可 求 出 
渐 近 线 方程 为 


3 = (1 土 V=a)z- 
在 分 图 (b) 中 对 于 参数 。 = 一 吉 , 一 1 一 部 3 作出 了 三 对 双 曲 线 , 并 标 出 极 值 点 , 又 用 虚线 
表示 它们 的 渐 近 线 . 
这 个 双 曲 线 族 的 每 一 对 双 曲 线 都 通过 点 (1,1) 和 (-1, -1). 它们 的 主轴 方向 各 不 相 
同 , 可 以 用 解析 几何 或 其 他 方法 确定 ， 口 


2.12.6 ” 补 注 

下 面 的 命题 是 对 82.12.3 的 习题 1544 的 补充 , 也 是 82.7.2 的 习题 1288 中 用 于 证 明 
不 等 式 的 定理 的 一 次 应 用 . 

命题 2.12 隐 范 数 方程 zy = 妨 (z > 0y > 0) 的 非 平凡 解 y = yz) 是 区 间 
(1, +oo) 上 的 凸 函 数 . 

证 ”如 前 所 说 , 从 y = 如 引入 参数 上 后 将 隐 函 数 方程 转换 为 参数 方程 

z 国 =tE，y 的 =t， 

在 != 1 处 可 以 连续 延 拓 得 到 z = e,y = e. 

然后 按照 参数 方程 定义 的 函数 的 求 导 法 则 得 到 

志 

iT 0+ 证 )ma 直 


人 
dr 


_ 妇 人 人 一 1 一 mb 
Tt 
且 已 经 证 明 上 述 导 函 数 处 处 小 于 0. 下 面 要 计算 二 阶 导数 %'(z) 并 证 明 它 处 处 大 于 0， 


按照 参数 方程 给 定 的 函数 求 导 法 则 有 
d2g 区 (z) 
dz2 人 


由 于 分 母 在 前 面 已 经 计算 得 到 为 xt 一 4 . 二 记 二 和 和 且 忆 经 证 明 在 +> 0Gz]1) 
时 小 于 0 因此 以 下 只 要 证 明 gy(zjj; < 0 即 可 . 
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直接 计算 得 到 
，_ t 雪 LE-12 一 2( 要 一 1)Int 二 tln2 和 
区 人 六 一 人 -1 一 tj 


此 若 记 分 子 的 方 括号 中 的 表达 式 为 
下 (划一 3 一 1)2 一 2( 妇 一 1)Int 二 tln2 志 
则 只 要 证 明 当 上 > 0 (tt 头 1) 时 下 tt) < 0. 
利用 82.7.2 的 习题 1288 提供 的 方法 , 从 已 (t) 开始 列 出 它 的 逐次 导数 如 下 : 
正 ( 纹 = 3 一 1)2 一 2( 纪 一 1D)int 二 tn2 加 
书 册 =6L 一 1 一 24 一 二 ) 一 4lnt 十 2lnt 十 ln2t 


一 此 一 6 十 诗 一 Mtlnt+2lnt 二 ln 加 


杰 四 =4- 意 -4+ 主 -4lnt+ 全 nt 


三 三 全 + 二 
= 一 让 + 圭一 4nt+ 二 In 


一 圭 BQ -一刀 ) 一 tnnil. 

可 以 看 出 , 当 上 > 工时 有 Fw%(b < 0. 又 因 KG) = 玉 () = 天 (1) = 0, 从 而 可 以 逐 
次 推出 当 上 > 1 时 有 (的 <0 忆 的 <0 和 FPbD<0 

又 可 以 看 出 当 0 < 上 < 1 时 有 KE" 人 > 0. 于 是 又 可 逐次 推出 当 0 < 上 < 1 时 
Fob<0Et>0 和 Fltt<09. 

合并 以 上 可 知 上 > 0( 关 1) 时 环 (t < 0. 因此 函数 方程 zy = 姑 (z>0,y>0) 的 
非 平 凡 解 y = y(z) 的 二 阶 导数 y(z) 除了 在 点 z = e 外 , 处 处 大 于 0, 因此 是 严格 峰 函 
数 ， 口 

注 “ 利 用 连续 延 拓 的 方法 , 已 知 yz) 于 点 z = e 处 连续 . 然后 计算 + 一 1 时 的 导数 
琶 和 于 条 的 极限 值 , 利用 导数 极限 定理 , 就 可 以 证 明 yz) 在 点 z = 。 处 有 一 阶 和 一 
阶 的 连续 导数 . 


外 由 于 有 下 列 恒等式 


450-eE( 人 -站 -2( 直 -区 ] -er 全) 


因此 瑟 ( 区 在 0<t< 1 时 和 t > 1 时 一 定 同 号 . 
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82.13 函数 的 极 大 值 和 极 小 值 问题 (习题 1556-1590 ) 


内 容 简介 ”本 节 除 了 开始 几 个 题 之 外 都 是 极 大 极 小 问题 的 应 用 题 ， 内 容 丰 富 多 彩 ， 
有 许多 题 的 结论 具有 实际 意义 或 参考 价值 . 

本 节 的 不 少 题 已 经 成 为 各 种 教科 书 或 参考 书 中 常用 的 经 典 例 古本 书 只 能 选 讲 其 
中 的 一 部 分 

开始 的 两 题 不 是 应 用 题 , 然而 它们 对 于 解决 极 值 问题 有 用 . 由 于 其 中 没有 对 函数 加 
上 可 微 等 条 件 , 因此 它们 的 可 应 用 范围 就 更 大 了 . 


习题 1556 证 明 , 如 果 函 数 f(z) 非 负 , 那么 函数 
Flz)=CH2z(z) (C>0) 
与 函数 f(z) 有 相同 的 极 值 点 . 
解 (以 下 在 严格 极 值 的 意义 上 讨论 , 对 于 非 严格 意义 极 值 的 讨论 是 类 似 的 .) 
设 zo 是 j 的 极 小 值 点 , 则 存在 5 > 0, 使 得 当 z e (zo 一 56,zo+6) 且 z 关 zzo 时 ( 即 
z 属于 去 心 邻 域 Ci(zo) - {zoj 有 (lz) > ftzo). 由 于 矿 非 负 , 因此 将 上 述 不 等 式 两 边 
平方 且 乘 以 正 数 C 后 不 等 式 仍然 保持 原 有 方向 成 立 , 即 在 此 去 心 邻 域内 成 立 
下 (z) > F(zo)， 
此 zo 也 是 函数 忆 (z) 的 极 小 值 点 . 
反之 , 若 忆 (z) 有 极 小 值 点 zo, 则 在 该 点 的 一 个 去 心 邻 域内 成 立 上 述 不 等 式 . 由 于 
F(z) = Cjf2(z), C > 0 且 jz) 非 负 , 因此 在 上 述 不 等 式 两 边 约 去 常数 C 且 开 平方 后 ， 
两 边 的 算术 根 仍 保持 相同 方向 的 不 等 式 . 即 zo 也 是 f(z) 的 极 小 值 点 . 
对 于 极 大 值 点 的 讨论 是 类 似 的 , 从 略 ， 口 
下 一 题 可 用 于 /不 是 非 负 函数 的 情况 . 
习题 1557 证 明 , 如 果 函 数 w(z) 在 -co < z < +co 上 严格 单调 递增 , 那么 函数 
J(z) 和 2(f(z)) 


有 同样 的 极 值 点 . 


解 设 jz) 有 极 小 值 点 ro, 则 存在 5 > 0, 使 得 当 z e (zo - 6) U (zo + 6) (这 是 去 
心 邻 域 的 另 一 种 写法 ) 时 成 立 不 等 式 f(z) > ffzo). 

由 于 p(z) 在 (一 co, 上 +co) 上 严格 单调 递增 , 因此 当 z e (zo - 5) U (zo 十 9) 时 就 有 : 

2(f(z)) > (7(zo))， 

这 表明 点 zo 也 是 复合 函数 p(j(z)) 的 极 小 值 点 . 

反之 , 若 zo 是 函数 P(j(z)) 的 极 小 值 点 , 则 有 5 > 0, 使 得 当 z s (zo 一 5 2z0 二 6) 时 
成 立 不 等 式 2(J(z)) > e(f(zo). 

由 于 p(z) 在 (-co,+co) 上 严格 单调 递增 , 因此 从 上 述 不 等 式 只 能 得 到 jz) > 
j(zo), 从 而 点 zo 也 是 f(z) 的 极 小 值 点 . 

对 于 极 大 值 点 的 讨论 是 类 似 的 , 从 略 ， 口 
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习题 1560 当 对 数 的 底 为 何 值 时 , 存在 一 个 数 , 它 本 身 与 它 的 对 数 相等 ? 


解 ” 设 所 求 的 对 数 的 底 为 > 0, 且 a 基 1, 问题 是 要 使 得 方程 
log。z 一 Z (2.20) 

存在 实 根 . 

记 % = logoz, 即 有 ay = z. 两 边 取 自 然 对 数 , 就 有 ylna = lnz, 于 是 log。z = 
jnz/ lna. 这 样 将 对 数 换 底 之 后 , 方程 变 成 为 

nz 一 Zlna. 

可 见 问题 已 经 归结 为 在 82.11.5 中 的 习题 1466, 即 是 求 方程 In r = kz 的 实 根 的 个 数 . 

利用 大 = 区 直接 引用 该 题 的 解答 ， 就 知道 有 以 下 结论 : 

(1) ma > 去 时 , 即 a > 二 S% 1.4447 时 方程 (2.20) 无 解 . 平时 使 用 的 自然 对 数 和 
常用 对 数 都 在 这 个 范围 内 ; 

(2)a=ee 时 方程 (2.20) 有 一 个 实 根 z = ei; 

(3) 1 <a < e。 时 方程 (2.20) 有 两 个 实 根 ; 

(4) 0 <a< 1 时 方程 (2.20) 有 一 个 实 根 ， 口 

注 在 习题 1466 中 的 = 0 时 该 问题 有 解 , 但 对 本 题 则 当 大 = lna = 0 时 只 能 是 
a = 1 它 不 能 用 作为 对 数 的 底 . 

以 上 是 用 习题 1466 的 现成 结果 , 当然 可 以 直接 用 习题 1466 中 的 两 种 方法 之 一 或 其 
他 方法 来 解 本 题 . 

从 习题 1558 起 , 除了 上 述 习 题 1560 之 外 , 都 是 求 最 大 值 或 最 小 值 问题 , 因此 本 节 
的 标题 若 改 为 函数 的 最 大 值 和 最 小 值 问题 更 为 确切 一 点 . 这 是 数学 的 最 优化 方向 中 的 
起 点 , 其 中 常 将 要 求 最 值 的 函数 称 为 目标 函数 . 这 也 是 最 优化 方向 中 的 常用 术语 ， 

以 下 的 主要 步骤 是 根据 问题 写 出 目标 函数 , 确定 其 定义 域 , 在 定义 域 为 有 界 闭 区 间 
而 目标 函数 又 连续 的 情况 , 可 以 确定 最 值 的 存在 . 对 于 其 他 情况 则 还 要 考虑 求 确 界 . 确 
界 若 能 达到 就 是 最 值 . 最 后 还 要 研究 所 得 到 的 最 值 点 是 否 符合 问题 的 实际 情况 . 


习题 1562 已 知 直 角 三 角形 的 一 条 直角 边 和 斜 边 之 和 为 定 值 , 求 一 个 面积 最 大 的 
直角 三 角形 . 


解 1 设 题 设 的 定 值 为 a > 0, 记 一 条 直角 边 的 长 为 z, 则 0<z< 冯 .这 时 介 边 长 
a 一 z, 而 另 一 条 直角 边 长 为 Ve 一 zz 一 到 = Vao2 一 2a7， 因此 下 多 三 角 素 的 面积 (的 
两 倍 ) 为 
S(z) = zVaz 二 2az. 
将 其 对 z 求 导 得 到 


Et 一 QZ ao 一 3az 
0 
可 见 有 实 根 zo = 防 
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从 S'(z) 于 (0,zo) 时 大 于 0, 于 (zo, 号 ) 时 小 于 0, 而 S(+0) 一 0,S( 生 -0=0 可 


见 Stzo) - 认 记 就 是 最 大 值 从 zo = 号 可 知 该 直角 边 等 于 负 边 的 一 半 , 也 就 是 该 边 
对 应 的 直角 三 角形 的 锐角 为 30* 的 情况 ， 口 


解 2 设 直角 三 角形 O4 的 斜 边 4 与 直角 边 O 忆 的 和 为 
定 值 s。 如 附 图 所 示 将 这 个 直角 三 角形 关于 另 一 条 直角 边 O4 作 
反射 ,就 得 到 面积 为 直角 三 角形 O4B 面积 的 两 倍 的 等 腰 三 角形 
4BC. 它 的 周 长 为 2s. 于 是 只 要 在 所 有 周 长 2s 的 等 腰 三 角形 中 找 
面积 最 大 的 即 可 . 
可 以 证 明 在 所 有 周 长 2s 的 三 角形 中 面积 最 大 的 就 是 等 边 三 角 
形 , 它 同 时 也 是 等 腰 三 角形 . 因此 只 要 解决 了 这 个 更 一 般 的 问题 ， 
也 就 回答 了 习题 1562 中 的 问题 . 这 也 说 明 为 什么 解 1 的 最 后 解答 。 习题 1562 的 附 图 
中 , 直角 边 OB 的 边 长 为 斜 边 4 的 边 长 的 一 半 , 其 对 角 O4 妞 恰 
好 是 30"， 
可 以 用 微分 法 证 明 , 周 长 为 定 值 的 所 有 三 角形 中 等 边 三 角形 面积 最 大 , 这 里 我 们 将 
给 出 用 平均 值 不 等 式 的 初等 方法 . 

根据 海伦 公式 , 周 长 2s 且 三 边 为 ob e 的 三 角形 的 面积 为 


[CIDJTICET 3 


二 


于 是 有 
8S2=sl(se-als-b(s-cjg [9+e50t+e=-9] 
=-s( 型 -oo-e) - 中， 
其 中 成 立 等 号 的 条 件 是 s 一 a= s--5=s--c, 也 就 是 a=b=c. 于 是 已 经 证 明了 在 周 
长 2s 的 所 有 三 角形 中 等 边 三 角形 的 面积 最 大 , 最 大 值 为 max 9 = 全 。 口 
习题 1563 一 圆柱 形 封闭 铅 子 的 容积 为 了 , 当 它 的 尺寸 大 小 为 何 值 时 , 饶 子 的 表面 
积 最 小 ? 


解 1 设 饶 子 顶 盖 面 的 圆 半径 为 z, 圆柱 高 为 六 则 有 rz2 刀 = 让. (一 一 人 


- 饶 子 的 表面 积 为 本 题 的 目标 函数 , 记 为 
S(z) = 2rz2 十 2rzh = 2rz2 十 2， 4 
理论 上 S(z) 的 定义 域 为 (0,+co), 虽然 实际 上 我 们 不 可 能 制造 底 
半径 任意 大 或 任意 小 的 镀 子 . 习题 1563 的 附 力 


由 S(+0) = +oo 和 5(+oo] = +oeo 可 见 S(z) 在 (0,+oce) 上 下 方 有 界 , 从 而 有 最 小 
值 . 这 时 的 最 小 值 点 也 是 极 小 值 点 , 可 从 3'(z) = 0 解 得 . 
将 S(z) 对 求 导 得 到 
So)=4mz- 中 = 笃 -(@- 闪 
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因此 只 有 唯一 的 实 根 zo = 了 到. 从 3'(z) 经 过 点 ro 的 符号 变化 可 知 zo 就 是 要 求 的 
最 小 值 点 . 目标 函数 的 最 小 值 是 
S(zo) = 2 记 十 和 一 3V2rV2. 
Y 于 
三 
Fo FE vv3 不 
即 最 佳 尺 寸 是 圆柱 高 与 项 盖 圆 直径 相等 ， 口 
解 2 与 习题 1562 的 解 2 类 似 , 这 类 问题 经 常 可 以 通过 巧妙 地 应 用 平均 值 不 等 
式 而 得 到 解决 . 实际 上 只 要 将 目标 函数 写成 为 三 项 之 和 , 然后 用 平均 值 不 等 式 且 利 用 
Tz21 = Y, 就 可 以 得 到 
S(z) = 2rz2 + zh 二 TIZh2 3V2r5zr4h2 = 3 认 2r72. 
不 但 如 此 , 从 平均 值 不 等 式 成 立 等 号 的 充分 必要 条 件 还 知道 , 当 2rz2 = rz 故 时 上 述 不 等 
式 成 立 等 号 . 这 同时 给 出 了 目标 函数 的 最 小 值 以 及 达到 此 最 小 值 的 条 件 为 2r = 疡 “ 口 
注 ”本 是 表明 有 盖 圆 柱 形容 器 用 料 最 省 的 尺寸 是 项 圆 直 径 与 高 相等 , 这 在 日 常生 
活 和 工农 业 中 是 常见 的 然而 当 鲜 身 和 盖 底 的 材料 不 同时 就 会 得 到 不 同 的 结论 ， 
习题 1564 在 不 超过 半圆 的 已 知 马 形 中 , 试 内 接 一 个 面积 最 大 的 矩形 . 
-一 一 一 解 不 妨 取 贺 半径 为 1. 如 附 图 所 示 , 将 弓形 的 矢 
(或 称 拱 高 ) 记 为 .内 接 和 矩形 用 灰色 表示 , 它 的 一 边 在 
弓形 的 纺 上 . 将 与 弦 垂 直 的 边 的 边 长 记 为 >, 则 矩形 的 
另 一 边 的 边 长 为 2V1- (z 二 1 一 a)2. 
于 是 作为 目标 函数 的 矩形 面积 是 
5(z)=2zVI-CC+I-aoz 0<z<kaw. 
S(z) 在 区 闻 [0,a] 的 两 个 端点 处 等 于 0, 在 区 间 的 内 点 处 达到 最 大 值 , 因此 该 点 的 
导数 等 于 0. 将 S(z) 对 z 求 导数 得 到 
S'(z)=2V1--(z+1-a2+27. 


这 时 的 圆柱 高 


习题 1564 的 附 图 


-(z+1-a) 
VIL-(z+1-a)2 
2 


TREE ( -aa)2 下 ， 


方程 Se) = 0 只 有 一 个 正 根 , 因此 它 就 是 最 大 什 点 . 将 它 记 为 ro, 其 表达 式 为 
必 人 相交 全 = 
注 将 最 大 值 点 的 上 述 表 达 式 除 以 可 以 研究 on 与 弓形 的 拱 高 。 之 比 的 变 
化 范围 . 将 zoya 对 o 求 导 就 可 以 知道 这 个 比 是 的 递增 函数 ， 从 zo(+0) = 季 和 


ao(D = 2 ,可 见 它 约 在 0667 到 0.707 之 则 . 
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习题 1566 在 底 为 咏 高 为 六 的 三 角形 中 内 接 一 个 周 长 最 大 的 矩形 . 讨论 解 这 个 问 
题 的 可 能 性 . 


解 只 限于 考虑 矩形 至 少 有 一 条 边 在 三 角形 的 某 条 边 上 的 情况 . 

这 时 的 周 长 计 算 已 经 在 81.3.1 的 习题 171 中 做 
过 . 这 里 不 再 重复 . 

如 附 图 所 示 , 设 和 矩 形 的 一 边 在 三 角形 4BC 的 边 
4C 上 , 该 边 长 度 为 丸 对 应 的 高 为 .， 取 扼 形 的 平行 
于 高 的 边 长 为 r, 则 如 习题 171 所 示 , 矩形 的 周 长 为 

习题 1666 的 附 图 Po) = 2 人 (1 一 上 )z+28 <zs 门 
为 研究 周 长 随 > 而 变化 的 情况 , 求 导 得 到 
Pa 一时 .全 一 钞 

可 见 当 疡 > 了 时 z 越 大 越 好 , 因此 最 大 周 长 在 z = 户 时 达到 . 这 时 矩形 是 一 边 长 度 为 0 
的 退化 矩形 , 与 高 六 重合 , 最 大 的 矩形 周 长 为 2/. 

若 凡 < 必 则 z 越 小 越 好 , 最 大 周 长 在 > = 0 时 达到 , 矩形 变 成 与 三 角形 底 边 4C 重 
合 的 退化 矩形 , 最 大 的 矩形 周 长 为 20. 

特别 当 疡 = 时, 则 无 论 取 什么 rz e [0, 州 , 矩形 的 周 长 始 终 等 于 一 个 常数 2 九 . 

但 问题 还 没有 完 . 如 图 所 示 , 如 果 托 形 的 一 条 边 不 是 在 4C 边 , 而 是 在 三 角形 的 另 
外 两 条 边 上 , 则 是 否 会 得 到 周 长 更 大 的 内 接 和 矩形 ? 

从 附 图 可 见 , 三 角形 的 任何 一 边 的 高 不 会 超过 另 两 条 边 的 长 度 . 由 此 可 见 , 如 果 避 
是 三 角形 最 长 边 的 长 度 , 则 它 所 对 应 的 户 不 会 超过 另外 两 条 边 长 , 从 而 必定 小 于 六 同 
时 另外 两 条 边 和 高 的 长 度 都 不 会 超过 (换言之 , 若 发 生 九 之 久 则 一 定 不 是 最 长 边 的 
长 度 .) 

由 此 得 到 结论 : 三 角形 的 最 大 周 长 内 接 和 矩形 只 能 是 宽度 为 0 的 退化 矩形 , 它 与 三 角 
形 的 最 大 边 重 合 , 矩形 的 周 长 是 该 边 长 度 的 两 倍 ， 口 


吕 


习题 1576 求 本 团 + 到 =1(0 <5< oa) 过 顶点 B(0, -号 的 最 长 纺 . 


解 这 时 要 求 椭圆 上 的 点 (z,y) 到 顶点 (0, - 忆 的 距离 达到 最 大 . 为 方便 起 见 , 如 习 
题 1556 所 述 , 取 其 平方 为 目标 函数 : 
S(z) 一 22 十 (十 轨 2， 
其 中 y = y(z) 是 满足 椭圆 方程 的 非 负 隐 函 数 . S(z) 的 定义 域 是 [一 a, ol. 
将 5(z) 对 z 求 导 得 到 


S'(z)=2z 十 2 十 轨 1， 
然后 从 构图 方程 用 隐 示 数 求 导 法 得 到 一 - 努 ， 代入 后 得 到 
S'(z) = 2z 一 2 一 下 2 
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这 时 使 5'(z) = 0 的 解除 了 z = 0 是 解 之 外 还 要 考虑 1 一 与 一 一 人 = 0 的 可 能 性 . 


我 们 先 考虑 后 者 . 记 c = Vaz 一 52, 这 时 有 
3 3 
4 aa 刀 . 


将 它 与 椭圆 方程 联合 就 得 到 
z2=o2 人 (1 一 翅 一 所 “ (a2 一 202). 
可 见 在 o > V2t 的 条 件 下 存在 两 个 驻 点 


2Va 二 712 
而 > 云 二 人 了 22 


观察 取 正 号 的 zi, 这 时 在 给 点 附近 的 = 一 < 0， 即 y(z) 严格 单调 递减 , 从 而 可 推 
出 8'(z) 在 zl 左 侧 大 于 0, 而 在 其 右 侧 小 于 0, 因此 zi 是 极 大 值 点 ,同样 可 证 明 za 也 
是 极 大 值 点 . 
比较 目标 函数 S(z) 在 端点 z = +a 和 zi 处 的 值 , 从 
S(ta) = oz+ 只 < Stzua)= 邱 ， 
可 见 zl 是 目标 函数 的 最 大 值 点 . 在 附 图 的 分 图 (a) 中 对 于 a > V2 的 情况 ， 分 别 作出 
了 连接 项 点 (0, ~- 忆 和 点 (zl,3y(zi)), (zz,y(za)) 的 两 条 最 长 弦 , 长 度 为 < Se 


习题 1576 的 附 图 
a 和 V2 开 时 只 存在 唯一 的 驻 点 z = 0. 由 于 在 闵 区 间 [一 oa] 上 的 连续 函数 5(z) 
有 最 大 值 , 而 


S(0) = 402 > 2a2 > az 十 刀 = S( 士 o)， 

因此 > = 0 就 是 最 大 值 点 , 连接 顶点 (0, -已 和 (0,D) 的 酉 圆 短 轴 就 是 所 求 的 最 长 弦 , 长 
度 为 25. 在 附 图 的 分 图 (b),(c) 中 画 出 了 oa = V2 和 ao < V 政 的 情况 ， 口 

注 本 题 的 内 容 与 下 一 节 的 曲率 圆 概念 直接 有 关 . 三 个 分 图 恰好 是 点 (0,0) 处 的 
曲率 半径 大 于 20, 等 于 2 和 小 于 22 的 三 种 情况 . 在 三 个 分 图 中 用 虚 曲 线 作 出 了 以 点 
(0, - 纺 和 2 为 半径 的 圆 弧 . 分 图 (a) 和 分 图 (c) 分 别 表明 S(z) 在 点 z = 0 处 达到 极 小 
值 和 极 大 值 . 对 于 分 图 (b), 上 述 圆 弧 就 是 曲率 圆 的 一 部 分 . 这 时 的 圆 弧 与 椭圆 曲线 为 密 
切 接触 , 即 在 该 处 的 一 阶 和 二 阶 导数 都 相等 . 用 带 佩 亚 诺 型 余 项 的 泰勒 公式 可 以 写 出 


82.13 。 函 教 的 极 大 值 和 家 小 值 问题 (习题 1556-1590 ) 3 本 


S(z) = 42 一 如 +ole z4)， 
这 同时 也 对 a = V2 双 情况 的 z=0 为 要 大 信 点 给 出 了 -个 直接 证 明 
同样 可 以 对 于 a > V 细 和 oa < V 戏 情况 的 驻 点 z = 0 计算 出 
sw 2 人 202) ， 
有 (0)= 一 一 一 一 
从 而 分 别 判 定 该 驻 点 为 极 小 值 点 和 极 大 值 点 . 


习题 1579 开放 式 水 渠 的 横 蕉 面 为 等 腰 梯形 , 已 知 水 渠 中 水 的 截面 面积 为 S, 水 深 
为 凡 当 水 渠 侧 边 的 坡 角 p 为 何 值 时 , 水 渠 模 截面 被 水 浸 的 那 部 分 周 长 为 最 小 值 ? 


解 如 附 图 所 示 , 将 梯形 的 底 边 长 记 为 w 则 从 
S= 吸 二 jcotp 可 得 到 


汪 呈 志 


4 @ 一 呈 一 hcotp， 
习题 1579 的 附 图 
从 而 得 到 以 w 为 自 变 量 的 目标 函数 为 
P(p) = 史 一 六 cotw 十 2hcscwp = 电 十 此 ER 了 
然而 这 里 如 何 确定 P(Pp) 的 定义 域 呢 ? 


根据 题 意 可 见 p 为 锐角 , 其 上 界 可 取 为 90". 又 从 底 边 a > 0, 可 见 cotp 和 3/j， 
于 是 有 > arecot 总 = wo. 这 样 就 可 以 取 目 标 函数 P(9p) 的 定义 域 为 闭 区 间 fpo, 有 |， 
当 p = 9o 时 a = 0, 等 腰 梯形 退化 为 三 角形 . 


将 P(p) 对 9 求 导 得 到 


Pr(p) = 太 (1 2coswp) 


sin2 pp 
可 见 驻 点 为 上 = arccos 二 = 60". 
求 出 二 阶 导数 
0 
可 见 P"(9) 为 [po, 至 ] 上 的 凸 函数 ，P'(p) 是 严格 单调 递增 函数 若 驻 点 《 在 目标 函数 
的 定义 区 间 内 , 则 已 (p) 在 驻 点 左边 小 于 0, 在 驻 点 右边 大 于 0, 因此 6 是 极 小 值 点 , 也 
是 最 小 值 点 . 这 对 于 是 区 间 的 边界 点 Po 的 情况 也 成 立 . 
然而 当 # < ypo 时 P(p) 的 最 小 值 点 就 不 是 了. 由 于 这 时 P(9) 在 [po, 季 ] 上 严格 
单调 递增 , 在 左 端点 po 达到 最 小 值 . 发 生 这 种 情况 的 条 件 是 wo > = 60?", 也 就 是 


cotwp 一 -3 <cot0o = 一 


训 V3 
结论 : 若 3 > 寻 ， 则 最 佳 坡 角 取 60", 否则 只 能 取 arccot 总 . 各 
注 “《 习 题 集 》 所 附 的 答案 只 有 前 一 种 情况 , 可 能 是 因为 在 实际 问题 中 的 3 与 岂 
之 比 足 够 大 , 很 少 会 出 现 后 一 种 情况 . 上 述 讨论 表明 在 决定 刀 时 应 当 考 虑 3 的 实际 大 


小 . 


-cosw) > 0， 
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习题 1580 包围 面积 为 8 的 封闭 曲线 的 周 长 与 面 网 
积 为 9 的 圆 的 周 长 之 比 称 为 这 条 周 线 的 弯曲 度 . 

在 等 腰 梯形 4BCD (4DWBC) 中 , 设 底 4D = 2a， A 入 
锐角 BA4D = a, 当 梯 形 为 怎样 的 形状 时 , 它 有 最 小 的 弯 。 4 2a 忆 
曲 度 ? 习题 1580 的 附 图 1 


解 ” 将 等 腰 梯 形 的 高 设 为 变量 > (参见 附 图 1), 则 可 以 计算 出 梯形 的 周 长 为 
p(z) = 一 4a 一 27cota 十 2zcsca 
同时 梯形 的 面积 为 


S(z) = 于 .z.[2a+(2a 一 2zcota)] = 2az 一 z2cot a. 


由 于 面积 为 S(z) 的 加 的 周 长 为 2xt/ 人 ) ~ 2V55[5), 因此 就 可 以 得 到 尼 形 周 线 
的 弯曲 度 的 表达 式 为 
P(z) 2a 一 Tcota 十 Zcsca 


玖 于 2VrS(z 本 VT(2az 一 zzcota) ” 
这 就 是 本 是 的 目标 函数 , 自 变量 z 本 (0,+oeo). 
将 w(z) 对 z 求 导 得 到 
(5 (a 一 zcota)[2a 十 zlcsca 一 cota)] 
V2az 一 zZ2cota 
VTF(2az 一 z2cota) 


:. 工 十 cosa Stz 一 上 伴 
afz 是 2o) acot 了 S(z 一 2atan 的 ， 


U'(z) = 


VT(2az 一 z2cot a) 半 VTF(2az --z2cota) 羡 
可 见 有 驻 点 zo = 2ctan 和 ， 又 从 w'(z) 的 符号 变化 可 见 zo 是 极 小 值 点 , 也 是 最 小 值 点 , 


在 附 图 2 中 作出 了 弯曲 度 最 小 的 等 腰 梯形 . 从 


TZ0 Ce 
~ 一 atan 二 
2 


可 见 , 只 要 作 两 个 底 角 的 角 平分 线 , 就 得 到 所 求 的 高 ro 
的 一 半 , 然后 再 延长 一 倍 得 到 zo。 这 时 上 述 角 平 分 线 的 
交点 与 梯形 的 每 一 条 边 的 距离 都 是 守 ,因此 以 该 交点 
为 圆心 和 以 于” 为 半径 的 圆 就 成 为 等 腰 梯 形 的 内 切 图 ， 3 放风 而 曾 3 
这 即 是 弯曲 度 最 小 的 等 腰 梯 形 的 几何 特征 ， 口 


习题 1583 两 艘 轮船 分 别 以 速度 为 和 * 匀速 直线 行驶 , 两 条 直线 的 夹 角 为 9. 如 
果 在 某 一 时 刻 它们 离开 两 条 航道 的 交叉 点 的 行驶 距离 分 别 为 和 少 试 确定 两 艘 轮船 的 
最 短 距离 . 


解 如 附 图 所 示 , 若 将 两 条 轮船 分 别处 于 点 4 和 忆 的 位 置 的 时 刻 记 为 如 = 0, 则 在 
时 刻 上 的 两 船 之 间 的 距离 s 的 平方 就 可 以 用 三 角 函 数 的 余弦 定理 写 出 为 
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s2(t) 一 (a 一 ut)2 二 (一 zt)2 一 2(a 一 ad) 一 vt)cosg. 
将 s 对 上 求 导 得 到 
2ss' = 2(a 一 ou)(-o) 十 2 一 o(-o) 一 2cosg[ 一 xb 一动) 一 va 一 2 
整理 后 得 到 
55' 一 (4 十 02 一 2uucosb 并 一 [ua 十 轨 一 (如 十 va)cosg， 
?一 “Ne 由 于 0 不 等 于 0, 因此 上 + 的 系数 大 于 0, 于 是 可 解 得 唯一 
由 。 ”的 驻 点 为 
人 BA 刀 二 2 十 地 一 (好 十 va) cosg 
骂 0] 好 十 好 一 2uocosg 
且 可 看 出 当 上 递增 经 过 t 如 时 , s! 从 负 到 正 , 因此 加 是 极 
小 值 点 , 也 是 最 小 值 点 . 
为 求 sz(to), 可 先 将 s2 整理 为 二 次 三 项 式 4t2 +2Bt+C, 就 知道 最 小 值 为 C 一 二 
于 是 可 计算 得 到 
s2(to) = (a2 十 刀 一 2abcosb) 
( 岂 一 va)zsin20 
12 十 好 一 2uucos0 


习题 1583 的 附 图 


[ua 十 吼 一 ( 弛 十 ua) cos 明 2 
22 十 02 一 2uucos0 


于 是 最 短 距离 为 min s 一 olane _ 
V4 十 2 一 2uucosb 
可 以 看 出 最 短 距离 为 0 的 两 个 条 件 是 芯 = 号 和 8 = 0,r, 这 都 容易 理解 , 


此 外 还 可 以 看 出 最 短 距离 有 可 能 在 如 和 0 时 达到 , 例如 , 设 a > 已 业 < ww 则 就 有 
ua 二 < 十 ud. 这 时 若 0 充分 小 , 则 就 有 如 小 于 0. 这 几乎 相当 于 用 速度 慢 的 船 去 
追赶 速度 快 的 船 , 在 上 > 0 时 距离 只 会 越 来 越 远 . 

以 上 只 考虑 了 两 船 同时 向 航道 交点 前 进 的 情况 . 可 以 看 出 , 若 两 船 同时 背离 交点 反 
向 行驶 则 答案 相同 . 此 外 , 如 果 在 两 船 之 一 向 交点 前 进 , 而 另 一 船 背 离 交点 反 向 行驶 , 则 
只 要 将 wu 之 一 反 号 即 可 . 因此 在 《习题 集 》 中 所 附 的 本 题 答 案 为 

jb 士 valsing . 吕 D 
Va2 十 好 一 2uucosg 

习题 1590 在 半径 为 a 的 半球 形 碗 中 放 一 根 长 为 !{(L > 2a) 的 匀 质 棒 , 求 棒 在 碗 中 
的 平衡 位 置 . 


min s 一 


解 如 附 图 所 示 , 用 直线 段 4 表示 题 中 的 棒 , 长 为 1 用 半径 为 n 的 半圆 周 表示 
碗 , 代表 碗 口 的 直径 CDP 处 于 水 平 位 置 . 记 棒 的 中 点 为 M, 即 棒 的 重心 . 当 M 处 于 最 低 
位 置 时 , 棒 达 到 平衡 . 这 即 是 要 使 得 点 M 到 CD 的 距离 九 达 到 最 大 值 . 

由 题 设 条 件 ! > 2a 可 见 棒 总 有 一 端 ( 即 点 妃 ) 在 碗 外 . 

设 角 CD4 = 6, 则 棒 在 硫 内 的 部 分 4D 的 长 度 z = 2acosb. 由 于 M 是 棒 的 中 点 ， 
MD = z - 去, 这样 就 得 到 目标 函数 刀 为 
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P9) = (= 一 纹 sinb 一 2asingcosb 一 去 sinb， 


Hb) 的 是 久居 区 当 由 生 必 4 你 于 确 内 来 并 证。 
这 就 是 要 求 z > 二 . 由 z = 2acos0 就 有 萎 < cosg， c 
因此 要 求 ! < 4a. “这 显然 是 一 个 合理 的 陋 科 ， 否则 重 
心 M 在 碗 外 , 不 可 能 实现 题 意 中 的 平衡 . 

由 此 可 知 9 的 范围 是 


0<b<b=areeos 二 < 各 ， 习题 1590 的 附 图 


且 可 看 出 目标 函数 nb) 在 端点 0 和 bo 处 都 等 于 0, 而 在 (0,bo) 上 大 于 0. 这 已 经 保证 了 
A(9) 有 最 大 值 , 且 在 最 大 值 点 处 导数 为 0. 
计算 导数 并 求解 方程 
用 (9) = 2a cos 20 一 雪 cosg = 4acos26 一 志 cos8 一 2a=0， 
可 见 在 (0,b) 内 的 驻 点 是 唯一 的 , 也 即 是 要 求 的 最 大 值 点 . 将 它 记 为 上 , 就 有 


6=arccos 十 VE 十 128o- V 开 十 12807 
16a 5 
这 时 处 于 碗 内 的 棒 长 部 分 为 
1 忆 
Z 一 20cos5 一 副 十 旗 +2a. 口 


最 后 指出 , 本 节 的 许多 应 用 题 已 经 成 为 多 种 教科 书 和 参考 书 中 普遍 采用 的 经 典 性 
例题 . 由 于 篇 幅 所 限 , 本 书 只 在 上 面 讲 了 其 中 的 一 小 部 分 .下面 特别 提出 其 中 有 明显 应 
用 背景 的 部 分 习题 , 希望 初学 者 不 要 放 过 @. 

习题 1567 是 如 何 从 圆 木 中 取出 矩形 截面 的 木材 , 才能 使 得 其 强度 最 大 . 

习题 1569 是 如 何在 半径 为 尺 的 球 中 , 内 接 一 个 体积 最 大 的 圆柱 . 

习题 1571 是 如 何 对 给 定 的 球 , 作 体积 最 小 的 外 切 圆锥 . 

习题 1572 是 求 母线 长 度 固定 的 最 大 圆锥 体 . 

习题 1574 是 求 点 M(p,p) 到 抛物 线 2 = 2pz 的 最 短 距 离 . 

习题 1581 是 如 何 从 圆 中 截 去 一 个 扇形 , 使 得 剩 下 部 分 卷 成 的 漏斗 的 容积 最 大 . 

习题 1582 涉及 铁路 支线 如 何 设计 , 才能 使 得 运费 最 省 . 

习题 1586 是 圆桌 中 央 上 方 的 电灯 应 当 多 高 , 才能 使 得 桌子 边缘 有 最 大 的 照明 度 . 

习题 1587 是 直角 相交 的 河道 能 够 通行 的 船 的 最 大 长 度 . 

习题 1588 是 轮船 的 航行 费用 与 速度 有 关 时 的 最 经 济 策略 . 

习题 1589 是 在 粗糙 的 水 平面 上 移动 重 物 时 , 如 何 选 取 推 力 与 水 平方 向 的 夹 角 , 才 
能 使 得 所 用 的 力 最 小 (这 个 角 称 为 磨擦 角 ). 


@@ 还 可 以 指出 本 节 的 许多 题 有 初等 解法 (参见 习题 1562 与 1563), 因此 其 中 有 不 少 题 出 现在 科普 读物 中 
例如 别 莱 利 受 的 《趣味 代数 学 》 和 《趣味 几何 学 》 等 名 著 都 有 专门 的 章节 介绍 许多 有 趣 的 极 大 极 小 问题 . 
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补 充 

最 后 对 于 前 面 的 习题 1564 和 1566 的 解 作 些 补充 . 

习题 1564 的 进一步 讨论 ”首先 , 如 果 在 考虑 弓形 中 的 内 接 和 矩形 时 , 并 不 要 求 其 4 
个 项 点 都 在 马 形 的 边界 上 , 是 否 会 有 面积 更 大 的 矩形 ? 

这 个 问题 比较 容易 . 可 以 看 出 , 为 了 求 出 面积 最 大 的 内 接 和 矩形, 至 少 其 3 个 项 点 应 
当 在 马 形 的 边界 上 . 只 要 将 矩形 围绕 弓形 的 圆心 适当 旋转 , 就 可 以 使 得 矩形 的 两 条 对 边 
与 弓形 的 底 边 平行 , 从 而 归结 为 前 面 已 经 考虑 过 的 情况 . 

更 有 意思 的 是 当 马 形 大 于 半圆 时 的 情况 . 考虑 到 圆 的 内 接 和 矩形 中 面积 最 大 的 就 是 
内 接 正 方形 , 因此 可 见 它 也 就 是 当 弓 形 的 圆心 角 大 于 等 于 3r/2 时 的 最 大 内 接 矩 形 . 对 
于 己 形 圆心 角 介 于 并 和 3r/2 之 间 的 情况 , 问题 要 复杂 一 些 , 留 给 读者 讨论 ， 口 

习题 1566 的 进一步 讨论 ”在 考虑 三 角形 中 的 内 接 和 矩形 时 , 如 其 4 个 顶点 都 在 三 角 
形 的 边界 上 , 则 如 前 面 的 解 所 示 , 和 矩形 至 少 有 一 条 边 在 三 角形 的 边界 上 . 现在 若 不 要 求 
其 4 个 顶点 都 在 弓形 的 边界 上 , 是 否 会 有 周 长 更 大 的 矩形? 

容易 看 出 , 为 了 求 出 周 长 最 大 的 内 接 和 矩形 , 至 少 其 2 个 顶点 应 当 在 三 角形 的 边界 上 ， 
如 下 面 的 附 图 2(a) 所 示 , 只 要 将 不 含有 和 矩形 项 点 的 边 BC 平移 到 与 矩形 相遇 , 就 已 经 将 
问题 归结 为 至 少 有 三 个 顶点 在 三 角形 边界 上 的 情况 了 . 


忆 


4 


(a) 


习题 1566 的 再 图 2 
现在 看 附 图 2(b) 中 的 内 接 矩 形 CAMNK, 其 中 顶点 V 不 在 三 角形 的 边界 上 . 考虑 
矩形 各 边 的 方向 不 变 时 , 改变 边 长 MN = ZK = z, 这 时 的 矩形 周 长 P(z) 会 如 何 变化 ? 
如 图 所 示 , 当 z 变 为 z+Az = M'N' = 三 天 ' 时 , 周 长 的 增 量 A 已 = 2Az- 2(d+e)， 


而 从 图 上 可 见 Az = dltana +tanb), etan7 = dtana, 因此 可 计算 得 到 


= 了 1 _ _tana'cotT 
AP= 2Az(1 tana 十 tan0 人 ) 


由 于 a 8,7 不 变 , 因此 已 经 证 明 周 长 是 = 的 线性 函数 . 于 是 它 的 最 大 值 只 能 在 z 的 变化 
范围 的 边界 点 上 达到 . 
如 附 图 2(c) 所 示 , 过 三 角形 的 顶点 妃 作 平行 于 MAN 和 工区 并 与 边 4C 相交 的 直线 
段 , 它 就 是 z 能 取 到 的 最 大 值 . 又 过 项 点 4 作 平行 于 EM 和 天 六 并 与 边 BC 相交 的 直 
线段 . 将 它们 的 长 度 乘 以 2 并 取 其 中 的 最 大 值 , 这 就 是 当 mx, 6 不 变 时 周 长 函 数 P(z) 能 
取 到 的 最 大 值 . 

由 于 附 图 2(c) 中 的 三 角形 内 的 两 个 直线 段 的 长 度 都 小 于 三 角形 的 最 大 边 的 长 度 ， 
此 在 前 面 的 题解 中 给 出 的 答案 仍然 是 正确 的 (相当 于 这 里 的 6 = 0)， 口 
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82.14 曲线 相 切 . 曲率 圆 . 渐 屈 线 (习题 1591-1616 ) 


内 容 简介 ”本 节 考 虑 曲线 之 间 高 于 一 阶 的 相 切 , 含有 曲率 半径 和 渐 届 线 的 计算 . 它 
们 与 曲线 y = yz) 的 二 阶 导数 有 密切 联系 . 


习题 1591 选择 直线 y = kz + 的 参数 上 和 心 使 得 它 与 曲线 
4 =z3 一 3z2 十 2 
有 高 于 一 阶 的 相 切 . 


解 ”由 于 直线 的 二 阶 导数 恒 等 于 0, 因此 在 切 点 处 的 
=23-3z+2 的 二 阶 导 数 也 等 于 0. 求 出 
多 =3z2 -6rz， 人 =6z 一 6， 
可 见 只 能 是 z = 1， 这 时 的 y(1) = 0, 于 是 直线 方程 满足 
大 十 = 0. 
在 点 z = ! 处 直线 的 斜率 为 ,而 (1) =3-6= -3， 
因此 大 = -3,) = 3. 于 是 所 求 直 线 为 = -3z+3.， 口 


习题 1591 的 附 图 


注 “由 于 本 题 的 y(z) 是 三 次 曲线 , 二 阶 导数 等 于 0 的 点 至 多 只 有 一 个 . 如 附 图 所 
示 , 只 有 在 拐点 处 才 可 能 与 一 条 直线 有 高 于 一 阶 的 相 切 . 


习题 1595 求 双 曲 线 zy = 1 在 下 列 点 处 的 曲率 半径 和 曲率 中 心 : 
(a) M(LD; (b) N(100,0.01). 


解 先 求 出 y = 十 的 一 阶 和 二 阶 导数 为 ; 


的 兰 = 宇 - 次 后 三 到 
VGJ=- 十 ，ua= 半 . 


然后 写 出 曲率 半径 公式 
和 归 
R- 人 + 
罗 
对 于 点 M(LD, 用 VD = 1 yY(D = -1 yx(D = 2 代入 就 有 尽 一 2 淘 = v5. 
最 后 按照 曲率 中 心 公式 
全 二 YU+I) ， 让 1 过， 


太 

就 得 到 点 M(1,1) 的 曲率 中 心 为 (2,2) ( 见 附 图 ). 

同样 对 于 点 N(100,0.01) 计算 出 Y(100) = -10-4 和 

Oh 了 了 和 网 (100)=2x10-5, 于 是 可 以 得 到 曲率 半径 尺 汪 0.5 x 105， 
习题 1595 的 附 图 曲率 中 心 的 坐标 值 近似 为 (150,500000)， 口 
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习题 1602 求 圆 的 渐 伸 线 z = a(cost +tsint,y = a(sint 一 tcost) 的 曲率 半径 . 
解 ”按照 参数 方程 给 定 的 函数 的 求 导 法 则 , 计算 得 到 导数 为 


殉 acost 一 cost 十 tsin 胃 


本 
姑 zsintHsint+tcost 
[Lasect 
2 atcost atcos3t 
于 是 得 到 曲率 半径 为 (其 中 设 Cc> 0) 
3 
AN 记 1 
已 一 Qt+y )2 jsec 填 一 al 慎 
1 一 | 
atcos3 寺 
为 了 理解 圆 的 渐 伸 线 的 意义 , 可 求 出 曲率 中 心 
洒 
=a(cost 十 tsint 一 ee 一 Qcost 
at cos3 上 
习 一 a(sint 一 tcost 十 志 一 asint 
at cos3 下 


可 见 本 题 的 曲线 的 渐 届 线 就 是 半径 为 a 的 圆周 . 如 附 图 所 
示 , 设想 在 该 加 上 绕 了 许多 圈 细 线 , 然后 拉 住 其 线 端 展开 ， 
则 线 端 点 的 轨迹 就 是 本 题 的 曲线 . 因此 它 被 称 为 圆 的 渐 伸 
线 . 附 图 中 所 画 的 恰好 是 展开 一 周 所 得 到 的 渐 伸 线 . 口 3 是 4602 区 而 几 


习题 1603 证 明 , 二 次 曲线 
欠 一 2p7 一 qz 
的 曲率 半径 与 法 线段 的 立方 成 正比 . 
解 ” 先 求法 线段 的 长 度 . 在 点 (z,3) 处 的 切线 斜率 为 由 , 因此 过 该 点 的 法 线 方程 为 
Y -= 一 十 ( 代 一 吕 
其 中 (X,Y) 是 法 线 上 的 点 . 在 了 = 0 时 得 到 法 线 与 z 轴 的 交点 (z + yy ,0). 从 (z, 
到 该 交点 的 距离 即 是 法 线段 长 s = V2+8285 = 加 VIL+32. 


写 出 曲率 半径 公式 3 
LE 全 二 二 过 
和 二 区 ay 
用 隐 印 数 求 导 法 得 到 
2 一 p 一 gz， 
2 二 = 一， 
即 可 计算 得 到 


jg8gy/| = gg 十 9 = 四 一 2pgz 十 gz2 十 g(2pz 一 gz 一 到 
可 见 曲率 半径 尺 与 33 成 正比 口 
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习题 1604 试 写 出 用 极 坐标 给 出 的 曲线 的 曲率 半径 公式 . 


解 ” 设 曲线 的 极 坐标 方程 为 > = r(9), 则 可 以 写 出 以 w 为 参数 的 参数 方程 ; 
Z=T(p)cosp，3 一 r(Pp)sinyp- 
于 是 就 可 以 按照 参数 方程 给 出 的 函数 求 导 法 计算 得 到 


3 玫 sinW 十 rcosW 


如 一 人 一 了 “cosp 一 rsinbp 

,区 1 本 

芝 TEL sinp 十 27 cosp 一 rsinwp)(r' cosp 一 rsinp) 
四 


一 (mcosp 一 2r'sinp 一 rcosp)(r'sinp 二 rcosop)] 


__ 72 二 2r2 一 rr 
= 一 一 土 < 一 一 一 
(rcosp 一 rsinop)3 


于 是 就 得 到 则 率 半径 

_ (Ha 主 02+r9) 生 
| rz 宙 27/2 7 7 

习题 1609 在 曲线 y = Inz 上 找 一 点 , 使 得 在 这 一 点 处 的 曲率 最 大 ， 


口 


解 从 = 二 和 久 = 一 十 直接 得 到 曲率 为 


忆 过 
和 
(L+g2)2 (1+z2?) 


于 是 问题 就 成 为 在 zx > 0 上 求 K(z) 的 最 大 值 . 


KE 更 
到 


计算 曲率 对 z 的 导数 得 到 
3 1 
局 计 (1+z2) 之 一 号 0+ 史 ,272 1 
CH 和 


可 见 在 z > 0 时 的 唯一 驻 点 是 zo = .人 ， 且 从 Ketc) 的 符 
号 变化 可 知 zo 是 最 大 值 点 . 在 射线 = inz 上 的 对 应 点 是 
(次 -到 mm2) 在 附 图 中 作出 了 该 点 的 曲率 中 心 向 率 


附 2 
2 的 一 部 分 ， 白 
习题 1610 三 次 抛物 线 y = 4 0 和 Z< +co, 丰 > 0) 的 最 大 曲率 等 于 一 一 0， 
求 达到 这 个 最 大 曲率 的 点 z. 
解 先 计 算 该 曲线 的 曲率 . 从 了 = , 2 = jz 得 到 曲率 公式 为 


KZ 


( 生 ) 


开 = 可 
2 


82.14 。 曲线 相 切 . 曲率 图. 渐 届 线 (习题 1591-1616 ) ase9 


为 求 天 (z) 的 最 大 值 将 它 对 求 导 得 到 
忌 攻 
kb(1+ 古 ) -号 4+2E) .Be 


天 '(z) 一 


中 
如 
己 
] 
于 
记 
人 
Ra 


可 见 在 > > 0 时 只 有 唯一 的 正 根 ro 一 
大 值 点 . 这 时 的 最 大 值 为 
Keo) = 对.( 生 ( 量 ) ”一 全 203 和 5 
利用 题 设 条 件 玉 (zo) = 1/1000 就 有 
大 - 坦 王 500 .3- 生 5 生 (1.93 x 10-6)， 


和 全 


) -生计 从 Ke(z) 的 符号 变化 可 知 mo 是 最 


因此 最 大 值 点 为 


7 
zo=K 立 .2 志 


二 -~ 显 
5 4=2500.223 2 久 680.4， 口 


注 “本 题 来 自 于 铁路 转弯 时 的 设计 问题 (可 参看 
[6] 的 第 一 卷 的 252 小 节 的 10))， 如 题 所 示 的 三 次 抛 
物 线 可 以 作为 直线 (曲率 半径 为 无 穷 大 ) 和 半径 为 指 
定 值 的 圆 红 之 间 的 过 渡 曲 线 . 它 不 仅 保证 了 一 阶 导数 
的 连续 变化 , 而 且 保 证 了 曲率 的 连续 单调 递增 变化 . 
0 ” 100 ”这 个 要 求 也 出 现在 许多 其 他 领域 的 运动 轨道 衔接 中 . 

习题 1610 的 附 图 本 题 的 答案 给 出 了 可 以 作为 过 渡 曲 线 使 用 的 曲线 段 . 
如 附 图 所 示 , 直线 段 XO 通过 曲线 弧 9 方 与 半径 为 1000 的 圆 弧 万 C 的 连接 而 实 
现 了 曲率 的 连续 过 渡 , 其 中 GO 就 是 根据 上 述 计算 得 到 的 上 和 zo 所 画 的 三 次 抛物 线 


4 = 发 ra os<z<ao， 


接 下 来 是 求 渐 届 线 的 5 道 习 题 . 其 中 的 习题 1611-1613 和 1615 都 是 [6] 第 一 卷 的 
254 小 节 的 例题 , 这 里 从 略 . 下 面 只 讲习 题 1614 和 1616. 


习题 1614 求 出 上 物 线 > 二 an < 人 一 V 友 二 更 的 浙 届 线 方程 
解 先 用 隐 簿 数 求 导 法 计算 导数 作 ， 从 方程 两 边 对 = 求 导 得 到 
一 Q 


C 


2 


oa 十 Ce 
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因此 有 


再 从 这 个 表达 式 求 二 阶 导数 : 
v 杰 -区 -- 古 二 
一 = 全 水 = 


大 QG 3 
| 手 (2 二 好 
然后 即 可 计算 典 率 中 心 : 

2 也 oa (@ 一 帮 
E=2Z 一 7 去. 党 二 束 二 太 到 一 六 0 

=Z 二 Va2 -多 ， 

1 十 灵 2 (2 一色 

罕 厅 中 三 扣 进 - 

化 2 a2 一 2 a2y 2 


再 利用 虫 物 线 方程 就 可 以 得 到 以 y 为 参数 的 渐 届 线 方程 : 
<= am 2+V@ 一 克 ， 2 
2 Y 
还 可 以 进一步 求 出 凡 和 《之 间 的 关系 @. 
将 上 述 第 一 个 方程 改写 为 


到 aa+Vaz 二 多 


本 
2 
然后 又 有 
了 _ 4 一 V 喇 二 好 
Q 十 Vo 一 / V 2 
将 两 式 相 加 除 2 就 得 到 
1 =a 全 =ai 人 二 acosh 生 . 


这 表明 电 物 线 的 渐 届 线 是 悬 链 线 , 它 在 附 图 中 用 虚线 表 出 ( 附 
图 中 取 a = 1)， 口 


注 在 82.3 的 习题 1080 中 已 见 过 上 物 线 , 只 是 那里 以 参数 方程 的 形式 出 现 , 其 中 
<t <T 对 应 的 一 支 与 本 题 相同 , 而 0 < 上 < 到 的 一 支 则 可 以 与 本 题 类 似 地 写 为 


2 2 一 32 
-an2- VE - 刀 + /az 一 02. 


习题 1614 的 附 图 


习题 1616 证 明 , 摆 线 
zz=alt 一 sini，21=al1 一 cos 四 
的 渐 届 线 也 是 摆 线 , 只 是 位 置 与 已 知 摆 线 不 同 . 
解 ”按照 参数 方程 求 导 法 则 得 到 
四 若 根据 双 曲 余弦 函数 y = cosh z 的 定义 求 出 其 反 函 数 为 = = ln(y 士 V22 - 1),， 则 就 可 直接 看 出 


也 一 cosh 二 . 
加 四 
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1 
PE Qsin 上 t 过 区 
久 ZL al 一 cos 忆 2 
一 esc2 万 
的 
2 2a(1 一 cos 芭 4asin4 去 
然后 计算 曲率 中 心 
人 帮 0 汪 宝 
和 = 一 机 一 TY 十 4asin I cot 可 csc 了 
=Z 二 2asint=alt 十 sint)， 
1 十 2 2 二 
六 一 乡 十 溢 一 3 一 4asin2 本 
一 4 一 2a(1 一 costi) = 一 a(l 一 cost). 
令 上 =T 一 T 则 得 到 
《=alr 一 K 一 sin7)= 一 ar 十 ar 一 sin7)， 


四 = 一 a(1 十 cos7) 一 一 2a+all 一 cos7T)， 
可 见 渐 届 线 仍然 是 摆 线 , 它 可 以 从 原来 的 摆 线 左 移 ar 再 下 移 2a 得 到 . 


在 附 图 中 作出 了 a = 1 的 摆 线 及 其 渐 届 线 (后 者 用 虚线 表 出 ). 关于 摆 线 的 解释 见 
82.3 的 习题 1079， 口 


习题 1616 的 附 图 
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82.15 方程 的 近似 解 (习题 1617-1627 ) 


内 容 简介 ”用 比例 法 和 牛顿 法 求 方程 f(z) = 0 的 实 根 的 近似 值 . 

比例 法 也 称 为 弦 线 法 , 牛顿 法 也 称 为 切线 法 . 

这 里 对 方程 f(z) = 0 总 假定 函数 7 二 阶 可 微 . 第 一 步 是 分 析 实 根 的 个 数 及 其 大 致 
位 置 . 然后 对 于 每 一 个 实 根 确定 一 个 区 间 [o, 忠 , 使 得 f(a)j(b) < 0. 这 样 就 保证 在 (oa, 妃 
中 有 根 . 又 假设 该 区 间 已 充分 小 , 使 得 产 (z) 和 /(z) 在 区 间 内 保 号 , 这 不 但 保证 了 根 的 
唯一 性 , 而 且 还 能 够 保证 用 本 节 的 两 个 方法 迭代 求解 所 得 到 的 逐次 近似 值 是 严格 单调 
数列 . 

弦 线 法 就 是 用 连接 点 (a, f(a)) 和 (, j( 幻 ) 得 到 的 弦 线 与 > 轴 的 交点 的 横 坐 标 值 作 
为 方程 f(z) = 0 的 根 的 近似 值 ; 切线 法 就 是 用 曲线 y = jf(z) 在 点 (ao, fa)) (或 (六 7) 
处 的 切线 与 z 轴 的 交点 的 横 坐标 值 作为 方程 f(z) = 0 的 根 的 近似 值 . 

《习题 集 》 中 关于 这 两 种 的 方法 的 叙述 及 其 误差 估计 都 是 以 [6] 的 8$4.5 中 的 内 容 
为 依据 的 . 

由 于 弦 线 法 的 收敛 速度 很 慢 , 不 是 求解 flz) = 0 的 有 效 方法 , 下 面 只 对 第 一 个 例子 
计算 它 的 一 个 根 . 

习题 1617 利用 比例 法 求 方程 za - 6z + 2 = 0 的 根 , 精确 到 0.001. 


解 首先 求 出 函数 za - 6z + 2 的 一 阶 和 二 阶 导数 : 
Jr(z)= 3z2 一 6， jJ"(z) = 67. 

可 见 旭 = V2 是 极 小 值 点 , 极 小 值 F(6i) < 0, 6 = -5 是 极 大 值 点 , 极 大 值 f(tz) > 0， 
因此 可 肯定 三 次 代数 方程 f(z) = 0 有 三 个 实 根 @. 

利用 1(0) = 2 和 在 若干 整数 点 上 的 值 , 就 可 以 作 
出 附 图 所 示 的 草图 , 其 中 点 (0,2) 是 拐点 . 这 样 就 可 以 确 
定 在 区 间 [-3, -2j, [0,1 和 [2, 3] 内 分 别 有 一 个 实 根 . 

下 面 只 给 出 区 闻 [0,1] 内 的 根 的 近似 计算 . 

如 《习题 集 》 在 本 节 的 前 言 所 指出 , 可 以 先 从 一 阶 
导 函 数 fj(z) = 3z2 -6 求 出 

mm= inf ,lj(z)| = 6， 


(4 


红 


误差 估计 
2 lm-l<|ze| (2.21) 
做 好 准备 . (其 中 上 是 区 间 内 的 根 , zw 是 用 弦 线 法 的 第 m 
习题 1617 的 附 图 次 近似 值 ) 


利用 a = 0,5 = 1, f(0) = 2, /1) = -3, 用 弦 线 法 的 公式 得 到 


@ 这 里 也 可 以 利用 82.11 的 习题 1470 的 答案 提供 的 判 据 ， 即 (2.19) 的 q2 十 黎 < 0 是 三 次 方程 
z3 十 pz 十 9 一 0 有 三 个 实 根 的 充分 必要 条 件 . 本 题 的 p = 一 6, 9 = 2, 此 不 等 式 明显 成 立 - 
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1 7 国 =0- 一 5 
然后 计算 出 (0.4) = -0.336. 由 (2.21) 可 见 还 远 远 没 有 达到 精度 0.001 的 要 求 . 
在 区 闻 [0, zi] 上 再 用 弦 线 法 得 到 


Z2 一 0 一 2. 久 0.342 466. 


-0 
7 一 (0) 
然后 计算 出 f(zz) = -0.014629. 同样 由 (2.21) 可 见 还 要 再 做 下 去 . 

在 区 间 [0,zs] 上 再 用 弦 线 法 得 到 
2Z3 一 0 一 2. 


一 2 二 0 
To) 二 AD 0.339 979. 


然后 计算 出 f(zs) = -0.577 x 10-3. 由 (2.21) 可 见 误差 已 小 于 0.001. 

于 是 求 得 方程 za - 6z+2 = 0 在 [0,1] 的 一 个 实 根 的 近似 值 为 0.340. 

对 于 方程 的 其 他 两 个 实 根 也 可 用 纺 线 法 求 得 达到 精度 要 求 的 近似 值 , 从 略 ， 口 

注 “以 上 计算 虽然 简单 , 但 对 于 理解 有 关 的 几 个 要 点 还 是 有 益 的 . 

(1) 在 近似 计算 中 必须 有 很 强 的 误差 估计 意识 在 弦 线 法 中 一 开始 确定 mm 对 后 面 
的 计算 有 很 大 的 好 处 , 当然 这 里 一 阶 导 函 数 疡 (z) 的 保 号 性 是 m > 0 的 前 提 . 

(2) 欠 代 过 程 中 区 间 的 左 端 点 a = 0 始终 不 变 . 这 是 由 于 二 阶 导 函 数 帮 (z) 在 开始 
的 区 间 [0, 1] 上 大 于 0, 因此 /7 在 该 区 间 上 为 严格 凸 函数 , 从 而 连接 曲线 上 两 点 的 弦 线 始 
终 在 曲线 的 上 方 . 这 就 保证 了 弦 线 与 z 轴 的 交点 处 始终 小 于 0, 由 此 不 但 使 区 间 左 端 
点 不 变 , 还 保证 了 和 迭代 得 到 的 近似 值 数列 {z} 为 严格 单调 递减 . 

(3) 在 近似 计算 中 的 每 一 步 需要 多 保留 一 些小 数位 , 以 免 由 于 含 入 误差 的 积累 而 影 
响 计 算 的 精度 . 这 方面 可 以 参考 本 书 在 81.2.3 对 习题 72 ( 数 。 的 近似 计算 ) 的 分 析 . 

下 面 考 虑 牛顿 法 (切线 法 ). 

与 弦 线 法 相同 处 是 通过 作 函 数 草 图 等 手段 确定 方程 f(z) = 0 的 实 根 个 数 及 其 大 致 
位 置 . 然后 对 于 要 计算 的 每 一 个 实 根 确定 包含 该 根 在 内 部 的 一 个 充分 小 的 区 间 [o, 中 , 满 
足 Ja)jf(b) < 0, 且 使 得 f(z) 和 /(z) 在 [ob 上 都 是 保 号 的 . 

在 弦 线 法 的 情况 , 上 述 条 件 不 仅 保证 方程 f(z) = 0 在 (oa 中 内 存在 唯一 的 实 根 , 同 
时 还 保证 弦 线 与 = 轴 的 交点 一 定 在 (c,b) 内 . 然而 对 于 切线 法 来 说 , 在 曲线 的 两 个 端点 
(af(a) 和 (bjO)) 中 选择 哪 一 个 点 作 切 线 却 是 个 首要 问题 . 如 果 选 择 不 当 , 切线 与 z 
轴 的 交点 有 可 能 越 出 [w, 避 . 这 样 的 例子 是 容易 作出 的 . 

为 此 我 们 介绍 f6] 中 提出 的 选取 端点 的 原则 , 即 切 线 端点 处 的 函数 值 ( 即 fa) 或 
JW) 的 符号 应 当 与 P"(z) 在 [o 引 上 的 符号 相同 . 

可 以 证 明 上 述 原 则 不 仅 保证 第 一 次 使 用 牛顿 法 时 能 够 成 功 , 而 且 在 此 后 只 要 用 所 
得 的 近似 值 对 应 的 曲线 上 的 点 作 切 线 就 可 以 继续 下 去 而 不 发 生 问 

此 外 , 如 何 估计 切线 法 的 近似 值 的 误差 也 是 重要 的 , 在 [6] 中 给 出 了 如 下 的 迭代 误 
差 估计 公式 (其 中 是 方程 的 根 ): 


lzsa -es 部 mm 一 外 (2.22) 


秆 
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其 中 M = sup ,| 天 ( 如 则 与 弦 线 法 中 相同 ， 


由 此 公式 可 见 , 每 迁 代 一 次 , 近似 值 的 准确 的 小 数位 的 长 度 几 乎 增加 一 倍 , 即 收敛 
速度 很 快 . 这 样 的 算法 在 计算 数学 中 称 为 二 阶 算法 . 这 里 可 参见 在 31.2.8 的 习题 149 后 
的 注 2, 其 中 指出 该 题 和 81.5.7 的 习题 639.2 的 开平 方 根 算法 都 是 牛顿 法 的 具体 实现 . 

在 [6] 中 提出 了 同时 使 用 弦 线 法 和 切线 法 的 所 谓 联 合法 . 它 的 优点 是 两 种 方法 所 得 
的 近似 值 恰 好 从 两 侧 逼近 方程 的 根 . 但 单独 使 用 牛顿 法 也 是 可 以 的 这 是 因为 在 上 述 假 
设 条 件 下 , 牛顿 法 所 得 到 的 逐次 近似 值 是 单调 的 , 因此 在 利用 误差 估计 公式 (2.22) 时 已 
经 可 以 确定 根 的 范围 . 另 一 个 方法 是 利用 上 面 所 说 的 二 阶 收敛 , 从 前 后 两 次 迁 代 的 数值 
比较 就 可 能 估计 出 当前 多 少 位 数字 已 经 是 准确 的 , 同时 可 以 确定 误差 范围 , 

下 面 只 讲 本 节 的 最 后 一 个 例子 . 


习题 1627 求 方程 cot z = 二 - 吧 的 两 个 正 根 ,精确 到 10-3， 


解 设 jFlz) = cotz 一 十 + 嗓 ， 则 当 z 一 +0 时 ， 

cotz 二 ， 且 可 求 出 
os(oue -二 + 到 -ae 

因此 在 > = 0 右 侧 的 f(z) 的 性 态 不 容易 用 作 草 图 的 
方法 看 清楚 . 在 右边 的 附 图 中 的 (0, 2x] 上 的 图 像 是 用 
作 图 软件 PSTricks 得 到 的 , 下 面 用 微分 学 方法 来 确 
定 最 小 的 两 个 正 根 的 位 置 并 用 牛顿 法 求 其 近似 值 . 

将 flz) 乘 以 zsin rz, 就 得 到 函数 

下 (z) = Zcosz 十 (对 一 中 Sin T， 

显然 FE(z) = 0 和 jf(z) = 0 具有 相同 的 正 根 . (在 z 为 r 的 正 整数 倍 处 flz) 没有 定义 ， 
而 R(z) 也 不 等 于 0.) 于 是 下 面 只 需要 求 F(z) = 0 的 两 个 最 小 正 根 的 近似 值 . 

将 书 对 z 求 导 得 到 

(0 本 cosm F"(z) = zcosz 一 本 snz 

则 在 区 间 [0， 纪 -上 有 忆 (0) = 0, 又 除了 两 个 端点 之 外 有 瓦 (z) > 0, 因此 F(z) 在 这 个 区 
间 上 严格 单调 递增 , 在 其 中 没有 正 根 . 

在 区 间 [村 , 喇 上 有 有 可) = 守 -1 > 0 Flm) = -< 0 又 从 严 (z) 的 表达 式 可 
见 它 在 这 个 区 间 上 始终 小 于 0, 因此 存在 唯一 的 实 根 . 从 Fw%(z) 的 表达 式 可 见 它 在 这 个 
区 间 上 也 始终 小 于 0, 因此 应 当 从 右 端 点 区 用 切线 法 求 根 的 近似 值 . 

从 玉 (z) 的 表达 式 可 见 在 上 述 第 一 个 正 根 的 右 侧 直到 羡 r 为 止 它 都 是 小 于 0 的 , 因 
此 F(z) = 0 不 会 有 根 . 在 区 间 [ 综 r, 2m] 的 两 端 则 有 己 (号 za) < 0,FC2r) > 0, 且 除 了 左 
端点 之 外 都 有 严 (z) > 0, 因此 在 这 个 区 间 内 存在 唯一 正 根 . 又 可 从 灵 "(z) 的 表达 式 看 
出 它 在 这 个 区 间 内 大 于 0, 因此 应 当 用 2x 作为 初始 值 来 用 切线 法 求 根 的 近似 值 . 


习题 1627 的 附 图 
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以 下 是 对 这 两 个 根 的 具体 计算 - 
(1) 从 点 开 开 始 有 
Z1 一 光 一 了 福 2.504973. 
接 下 来 的 几 次 迭代 结果 是 


T2 局 2.210225，zs 玉 2.099 512，z4 2.082 002，zs 六 2.081 576. 
从 最 后 两 个 值 与 二 阶 收 敛 特征 可 见 对 于 第 一 个 正 根 取 近 似 值 2.081 已 经 达到 误差 小 于 
0.001 的 要 求 ，( 作 为 验证 我 们 再 求 出 ze, 发 现 zs 的 7 位 数字 都 不 再 改变 .) 
(2) 从 点 2r 开始 有 
下 (2r) 


素 ( 球 ) 久 5.964875， 


Z1 三 27 一 


接 下 来 的 几 次 迭代 结果 是 
za 扩 5.940 571，zs 5.940 370. 
从 最 后 两 个 值 与 二 阶 收 和 敛 特 征 可 见 对 于 第 二 个 正 根 取 近似 值 5.940 已 经 达到 误差 小 于 
0.001 的 要 求 ，( 作 为 验证 我 们 再 求 出 zi, 发 现 zs 的 7 位 数字 都 不 再 改变 .) 
结论 : 两 个 最 小 的 正 根 的 近似 值 分 别 为 2.081 和 5.940， 口 


最 后 为 读者 方便 起 见 , 在 下 面 的 命题 中 对 本 节 提 到 的 切线 法 的 重要 内 容 给 出 证 明 . 


命题 2.13 设 承 数 fj(z) 在 区 间 [a, 引 上 二 阶 可 微 , 且 满 足以 下 条 件 ; 
() Jo) < 0， 
(2) fj(z) 和 "(z) 在 [, 避 上 均 保 号 ， 
那么 就 有 
(a) 方程 Flz) = 0 在 (o, 思 内 存在 唯一 的 实 根 6 
(b) 若 在 端点 wb 中 选取 其 函数 值 与 j 同 号 的 端点 为 zo, 则 用 友 代 公式 


Zn+l 二 Tn 一 


得 到 的 数列 {zn} 严格 单调 收敛 于 根 6 
(c) {zn} 满足 误差 估计 公式 (2.22). 


证 {(a) 由 连续 函数 的 零点 存在 定理 知道 方程 f(z) = 0 在 (5) 内 有 实 根 . 由 于 
j 包 (rz) 保 号 , f(z) 在 [o, 避 上 严格 单调 , 因此 只 有 唯一 的 实 根 . 

(b) 不 妨 只 讨论 在 [w, 曰 上 P"(z) > 0 和 fb > 0 的 情况 . 从 Fa) < 0 可 见 在 区 间 
[ob 上 P(z) > 0 成立 . 现在 用 数学 归纳 法 证 明达 代数 列 {zn} 完全 落 在 区 间 (a,b) 中 ， 
且 为 严格 单调 递减 , 即 有 a < 上 < .…:< znfi<zn<…<zl< 六 

扶 曾 -ma- 玫 = JW>0 和 刻 委 >0 可 见 zi < zo. 

利用 j(6) = 0 并 在 区 间 [E, 如 上 用 拉 格 朗 日 中 值 定 理 , 即 可 得 到 
j 们 一 F) -5 了 GE+6b0 一 旨 ) 他 一 

三思 了 二 


Z1 一 0 一 
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其 中 0<9 < 1. 由 于 饭 >0 保 证 了 户 严 格 单调 递增 , 因此 有 
0< 太 CE+608 一 日) < 大 (b)， 
从 而 得 到 
Z1 > 一 他 一 外 三 和 

即 有 ac < < zl < ). 由 于 /严格 单调 递增 , 可 见 有 7(zi) > 0. 

现 假设 对 于 = 大 有 a<5< zx 去 凡 则 从 刀 >0 
可 知 f(zk) > 0. 于 是 从 选 代 公式 
(zh) 
zh) 
5 和 (zhe) > 0 可 得 到 zk+l < zk. 

利用 (5) = 0 并 在 [E,zk] 上 用 拉 格 朗 日 中 值 定理 ， 


Zk+HL 一 ZK 一 


个 师 尖 的 只 玫 即 训 与 大 = 0 的 情况 一 样 得 到 
_ fb-fG _ ， PE+bk 一 上 )Czk 一 昌 
Th+1 一 ZK 一 和 2 一 庆 时 < > 旨 


即 有 a <E < zk+l < ZK 和 由 
由 于 {zn} 严格 单调 递减 且 以 5 为 下 界 , 因此 存在 极限 lim_ rn; 将 它 记 为 小 在 移 
代 公式 的 两 边 令 mn 一 co 就 得 到 
fo) 
好 二 这 0 ) ) 
即 有 Fn) = 0, 由 于 me [ 旭 而 flz) = 0 在 [lo, 电 中 只 有 一 个 实 根 5 因此 只 能 是 9 = 5 


(c) 利用 泰勒 公式 对 误差 作 估 计 如 下 : 
(Zn) 
|zn+1 一 引 一 |= 一 Cn) 
-| 甸 =81 全 -ea| 
yzn) 
=| (on)(zn 一 引 )2 | 
2 (cn) 


么 站 Ce。 二 2 


其 中 bn e (zn) 口 
注 车 假设 帮 (z) 连续 , 则 在 最 后 一 步 推导 中 还 可 以 得 到 


jn 一 引 引 加 | 志和 
入 全 


直人 国生 


因此 最 终 的 收敛 速度 是 由 右边 这 个 数 所 确定 的 . 


附录 一 “81.4 的 图 像 参考 答案 


这 个 附录 对 81.4 “函数 的 图 像 表示 ”中 的 作 图 题 提 供 图 像 的 参考 答案 . 


2 / 交 


习题 239:y 一 27 十 3， 


人 习题 238 :1 一 工 十 中 1 
a= 0 二 ,12-1 1 y=2-01zy= -二 rz 一 1 
lemf 1= 100(L+12x10-67) cm 


(-40K <T<100K) 


习题 242(b) :y = (z 一 zo)?， 


zo= 0,12,-1 
2 习题 242(c] :一 22 十 


习题 242(a) : 
c=012, 一 1 


= 机 ,2-! 
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习题 243(a) : 习题 243(b) : 习题 243(c) : 习题 243(d) : 
=8z-2z2 yy=z2-3z+2 = -z2+27z 一 1 3= 吉 z2+z+1 


18000 36 000 


244: 8 一 2 
3 题 2444 一 7 机 600 


习题 246 : 
= 0 一 2C+ 台 


习题 248 : 
4 一 z(1 一 z)2(1 十 z)? 一 们 


了 
TY 


习题 252 :也 一 


习题 250:y = 二 王 
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习题 254:4 = z2 十 十 


(牛顿 三 叉 线 ) 


一 1 
习题 256 :1 一 


1 ( 阿 湿 西 英 舌 线 ) 习题 257 :4 一 


二 生 7 (牛顿 过 形 线 ) 


二 汕 


习题 262 : 
_ (rz+lz-9) 
一 (z=-Dz+9a) 


区 
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书 
20 
10 1,10) 
O 工 加 了 O 01 02 03 04 区 
2 习题 265 : 习题 266 : 
P= 答 (p+ 辫 ) -0.0 =10 4 = 士 V5 二 2 (抛物 线 ) 
多 
2 
工 
人 | SG 3 
一 1 
一 2 
习题 267 : 

YE 人 习题 269 : 
( 尼 尔 抛物 线 ) 7 一 土 亢 V100 一 ”” (本 加 ) 引 一 士 V57 一 工 ( 双 曲 线 ) 

V 

40 

一 10| 10. 
立 
40 
习题 271 : 
= 士 rV100 二 2 


习题 273 : 习题 274(a) : 习题 274(b) : 
= 十 VE 人 二 5) 3 = =13,5 yy 一 on,m 246 


附录 一 81.4 的 图 像 参 考 答案 有 


-2 -1O 
习题 275(a) : 习题 275(b) : 习题 276(a] : 
4 = Zn 见 一 =Z”，, 灵 一 一 2, 一 4 4y= WE =2,4 


划 


VTS 


各 3 
2 坑 


习题 276(b) : 尖 
4= YYzm=35 习题 277 :1 一 YE (mm 大 ) 一 
(2, 0D), (2,3), (3, 1), (3,2)， (3, 和， (4 2)， (4, 3) 


习题 279(b) :y = ez 


全 
-4-3-2-1Oi23 1 -4-3-2-1O 1 2 3 4 


9 _ 1 
习题 279(c] :2 一 es 习题 279(d) :8 一 ez 习题 279(e) :7 = ez 


人 附录 一 81.4 的 图 像 参 考 答案 


24-3-2-1O1 2 3 47 


习题 279(f) : 习题 280 :1 一 log。z， 习题 281: (ajy = ln(-z)， 
二 全 让 他 
条 和 让 a = 去 ,2.e10 (bjy= -nz 


习题 282(a) : 
3 =In(1+z2) 习题 282(b) : 同 
2=Ini(z- lz 一 2)2(z 一 3)3] 习题 人 
一 nz 


习题 282(d) := 了 证 习题 282(e] := In(1 二 ez) 习题 283 : 必 一 log。 2 


10sinz sin(z- 玻 ) 了 sin(z- 卫 ) sin(z 一 本) 


anz、 | 


上 sintz- 


习题 285 : 


习题 284 : 死 
3=sin(z 一 zoj, zo 一 0 才 ,，T 


y= 4sinz, 4 一 110, 一 2 


瑟 3 
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3=6cosz+8sinz 多 
一 10sin(z 二 arctan 导 ) 


习题 286:1 一 sinnz mn=12,3, 二 ,二 


习题 289 :1 = tanz 习题 290 :8 一 cot 2 


2 
1 


站 O| 和 如 
-1 


习题 293 :一 sin2 


习题 291 ;4 = secZ 习题 292 :3 一 cscZ 


习题 296 : 习题 297 : 
4 =sinz'sin37 2 一 士 VcosZ 


后 附录 一 81.4 的 图 像 参考 答案 


习题 299:1 一 smn 填 


二 
习题 300(b) :9 =sinz'sm 填 


习题 300(a) :7 = zcos 亚 


习题 301(a) :y = tan 于 习题 301(b) :y = sec 寺 


习题 802:4y=z(2+sin 二 ) 习题 303:y 一 十 VI 一 殉 sin 亚 
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,一 _CO08 工 
习题 307 :一 了 本 


e- 各 w0.0L e- 呈 0.21 e 下 =.81 e 法 


一 区 -1 


习题 309 :1 = cos(lnz) 


406 附录 一 81.4 的 图 像 参 考 答 案 


3=tanz 


习题 314 :4 = arccot z 习题 315:y = arcsin 二 习题 316 :4 = arccos 十 
2 
/2 
D 四 
-二 
习题 317;8 = arctan 十 。 习题 318 :4 一 arcsin(sin z) 习题 319 :3 = arcsin(cosz) 


习题 320 : 习题 321 : 习题 322 : 
4 = arccos(cosz) 4 = arctan(tanz) 


习题 323(a) : 习题 323(b) : 习题 323(c) : 


4 = arcsin (1 -号 ) y= arcsin ( 工 2 ) 8 = arcsin ( 千 二 ) 


附录 一 81.4 的 图 像 参 考 答案 


-1 O 
辐 玫 2 习题 3241(9: 习题 324.1(b) : 
3 = arcsin(e”) 4 = arctan(z2) 二 (点 ) 
吉 


1 


习题 324.1(c) :y = arctan(lnz) 习题 324.1(d) :y = arctan ( 记 二 ) 


习题 324.2(b) : 
二 
(Gaz)(GL+z7 


习题 324.2(a) : 
=2 一 3z+2 


3 = 


习题 324.2(d) : 习题 324.2(e) : 习题 324.2(f) : 


= Vz(E 一 2z3) 一 3sin (地 + 于 ) 一 cot 本 三 
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习题 324.2(i) : 
习题 2 习题 324.2(h) : yarcsin (号 -sinz) 


二 3=lg(z2z 一 3z+2) 


2 
互 5 
4 4 
3 3 
2 2 
1 1 


OO /2 页 并 
习题 324.2(k) : 习题 324.2(]) : 
= (sinz)"= 


/2 


3 = logcoezsinz 


V=yo 二 7(z 一 zo) 
3y=f(r) 


VY=f(z 一 zo) 


| 
fzoCOJ | 


习题 325 : (a)3 一 一 fc (b)y = jz (0y= -fa (d)y= jz 一 zo)， 
(eg 一 +fz 一 zo) (人 )y = 2z), (g)3y = (kz 十 蚊 ( 人 关 0) 


lzl<l 


lz| > 1 
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一 3 -2 -1 
习题 327(a) : / 习题 327(c) : 
=2+VI 二 z =Iin(1 二 z) 


VE58z 
习题 327(d) : 习题 327(e) : 
= 一 arcsin(1l 十 Z) =3+2cos3z 


外 1 2 1 包 
91H7e)) -rol-7ce 


1 


习题 328 : (a)3 二 |f(z) (by 一 机 (HH 人 zl 二 ff(z))， 
(c)y = 去 (df 人 zl 一 fa)) (by= 产 (z) 


习题 328 : (e)y = VJf(z), (人 一 mnf(z) (g)2 =Ff(z))， 
(hb)y = sgnf(z), 2 = [F(z)] 


410 


附录 一 31.4 的 图 像 参 考 答案 


习题 329.1: ffz) = (rz 一 oj 所 -z) (ae< 昌 (ay= Jo) (by = 产 ()， 
qy= 7 而 ,dy=V7 


fov=arccoty(a) 


习题 329.1: (eg = ef(s), (一 域 jz) (g)y = arccot jz) 


注 在 作 习题 329.1 的 图 像 时 ,所 取 的 ,b 数值 使 得 /的 最 大 值 
他 二 罗 - < 1. 如 果 改 变 ob 使 得 这 个 最 大 值 大 于 1 或 等 于 1, 则 各 


个 分 图 的 图 像 会 不 一 样 . 


习题 329.2 1) : (a) y = arcsin(sin z2) 习题 329.2 1) : (b) y = arcsin(cos z2) 
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习题 329.2 2) : (c) y = arccos(sin z3) 


习题 329.2 2) : (d) y = arccos(cosz3) 习题 329.2 2) : (e) y = arctan(tan z3) 


412 附录 一 81.4 的 图 像 参 考 答 委 


z)=sinz 3=f(z)+9(z) 区 8z) gz) 
二 芭 
9(z) 一 站 


吧 


包 
3 
2 


习题 332 : 
4=(z+1-2+(z 一 1 


习题 333 :9 一 了 十 sinZ 


|y=arctanz 


习题 335 :4 = cosz 习题 336 :4 一 sin 
+ 击 cos2z+ 误 cosaz -于 sin3z+ 言 sin5a 


习题 334 : 
4 一 十 arctan 开 


5 
4 
3 


3=sintz 3y 一 costz _ 
习题 337 : DO 

0 习题 338 : 习题 389 : 
3=11 一 x+IL+z 3 一 上 1 一 中 一 由 十 中 
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| 袜 


习题 340(a) : 习题 340(b) : 3 
2 一 coshz= 去 (e+e-) = sinhz= 南 (< 一 e-?) = tanhz 一 下 和 


习题 341 :2 = zsinz 习题 342 :8 = zcosz 


3 = cosz .sgn(sinz) 


1=z:sgn(sinz) 3 = [z]|sin rz| 
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人 ll sl， 
2=Jflz)jfo-zha=012 
1 


习题 350 : 习题 351 : 
1 
4 =z+VZsgn(sinFz) 4 一 丈 G) 


习题 355 :1 一 二 二 


习题 356 :4 = Fu, = 2sinz， 
了 
fu)=u -LI<v<kl， 


1， 1<w<++oo 
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纪 92(z)=p(9(z)) 2 (z) 2 9e(y(z)) 2 Ye(z)) 3， (VCz)) 
工 划 


-1O 工 .和 Z -1O 17 -1O0 1 和 
一 1 -1 


1 2， 2<0 
习题 357 :9(z) 一 喜人 十 |zl) yz 一 人 2 
m，z>0 


(ay=9(e(z), (bly=Y(y(z)), (cy 一 Volz)) (dy=VV(z)) 


1，|zl < 1， 2-z2，|lz|<2， 
习题 358 : p(z) 一 4p(z) = 
0，lzl > 了 2 jzl| > 2， 


(3 = pe(z)) (by 一 ”py(z)) (cy 一 Ye(z)) (dl)y 一 (pc)) 


包 了 
1 fa)=2z-z 


习题 359 jf(z) (z > 0) 的 偶 延 拓 和 奇 延 拓 : (a) f(z) = 工 一 z, (b) f(z) = 2z -- z?， 
(co) fle) = Vz, (d) flz) = snz, (e) flz) 一 er, (f) jz) =Inz 
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人 ) & 


习题 352 几 个 周期 函数 的 图 像 : (a) y = |sinz|l, (b) y = sgn(cosz),(c) y = J(z)， 其 中 
jz)= 4 至 (2- 至 ), 基 中 0<zs2 且 flz+20=flzah (dy 一 四 一 2 可]， 
(e) Je) = (z)， 共 中 (z) 为 数 z 到 与 它 最 接近 的 整数 的 距离 


习题 366 y = jz) 的 图 像 : 习题 367 1 = J(z) 的 图 像 : 
了 满足 fj(z 十 1) = 27(z)， 了 满足 jz 十 1 = f(z) 十 sinz， 
且 当 0<z 和 和 l 时 jlz)=z(1-z) 且 当 0O<z<x 时 flz)=0 


习题 368 y = f(z) 的 图 像 : 


1 , (cjz=y 一 ny (d) zz =siny 


(ajz = 一 多 (b)z= 
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417 


习题 369(a) : 
Z 一 1 一 一 1 一 妇 


12345 


习题 369(b) : 
二 下 二 过 
一 t 十 十 则 一 t 二 再 


习题 369(c) : 
Z= 10costy 一 sint (椭圆 ) 


习题 369(f) : 
习题 369(e) : z = 2(t 一 sini， 
工 一 5cos2?t 
d) : ” 3 一 2(1 一 cost 
习题 Re y = 3sin2t (要 二 ) 习题 369(g) : 
2 一 cosh 岂 ze 
(es y= WTFTC>0) 
双 
岂 
攻 
习题 370.1(c) : 
习题 370.1(a) : 
二 习题 370.1(b) : VE+V8=1 人 
z3 十 3 一 3zy=0 (抛物 线 ) 和 
人 《( 星 形 线 ) 


( 簿 卡 儿 叶 形 线 ) 
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VY=z2+43=z2 二 2 


O 〇 12345627 
习题 370.1(g) : 
友 一 妨 (zy> 人 


习题 370.1(e) : 
二 三 半 习题 370.1(f) : 
Et 党 全 习题 370.1(b) ; 
cos(Fz2) 一 cos(Ty) 

z 一 lz|=y 一 避 

包 

人  ， 
-2 直 O 2 

1 


习题 370.2: {a) min{fz,yj = L (b) max{fz, 引 三 1 
(e) maxflzl,ly} = 1 (d) minfz” 四 一 1 


习题 371.1(b)] :7 一 肚 
( 双 曲 螺 线 ) 习题 371.1(c) :7 一 HT 
(0<p< +oo) 


习题 371.1(a) :r 一 9 
( 阿 基 米 德 螺 线 ) 
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电 日 


习题 371.1(d):r 一 2 区 习题 3711(ej:r 一 2(1+cosp) 习题 371.1(D :r= 10sin39 
(对 数 螺 线 ) (心脏 线 ) (三 叶 玫 瑰 线 ) 


习题 371.1(g) : 72 = 36 cos 2p 
( 伯 努 利 双 纽 线 ) 


习题 371.1(h) : p = 
(r>1l) 


RS 习题 371.1(i) :Pp = 2rsinr 


4 一 tcos2 


一 tsin2 二 
Ost<2 


0 了 9 引 题 3713(b) := 1-2 sin 登 ， 
习题 371.3(a) : P 一 tcos2 志 了 一 tsin2 二 r=1-2tcos 登 


420 附录 一 81.4 的 图 像 参 考 答案 


习题 372;: 求 za 一 37 十 1 习题 373 : 求 Za 一 4 一 1 习题 374: 求 24 一 47 十 1 
=0 的 近似 解 =0 的 近似 解 一 0 的 近似 解 


习题 377 : 求 107 一 z2 
的 近似 解 


习题 375 : 求 了 一 2 一 习题 376 : 求 lgZ 一 0.17 
的 近似 解 的 近似 解 


Vy=10(z2 一 z-2) 


> 


习题 378 : 求 tanz 一 了 习题 379 : 求 z 十 岂 一 1 -20 
(O< zs 2F) 的 近似 解 16z2 +3 一 4 的 近似 解 


习题 380 : 求 z2 十 凤 = 100， 
= 10(z2 一 z 一 2) 的 近似 解 


附录 二 82.12 的 图 像 参 考 答 案 


这 个 附录 对 82.12 “根据 特 征 点 作 函 数 图 像 "中 的 习题 提供 图 像 的 参考 答案 , 在 图 像 
上 标 出 了 有 关 的 特征 点 和 渐 近 线 . 


题 1472:=1+z2- 对 习题 1473 ; 


习题 1471:y = 3z 一 z3 
y=(z+Dtz22 


习题 1476 : 


4 
次 和 习题 1477 :1 = 一 工 一 二 
?一 在 + 可 (1 二 2 (1L+z) 


422 附录 二 82.12 的 图 像 参考 答 雪 


本 


习题 1479 :3 一 


王 他 一 二 
(z 十 了 2 


公证 


3 是 1480:4 一 全- 3 
(zz 一] 


习题 1482 :1 一 2 十 8 习题 1484 : 
十 1 y=(z-3)v5 
2 
1 
了 了 
一 2 
习题 1485(a) : < 
2 一 士 V8z5 一 24 Vi 习题 1486 : 
y= 士 Wiz-lDz=-2(z=-3) 


习题 1487:y = 865 一 57TT 
CE Egg 习题 1488 := 3 _ 3 
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了 
笃 
3 
:|o 
一 2 一 1 1 2 了 
卫 2 8 习题 1490: 
。 二 本 ee， 3 本 
3 是 89:y= Co+23 -23 本 e+eo 区 态 


一 5 一 4 一 3-2-1O12345 了 
下 


习题 1496 :y 一 


习题 1498:1 = (7 十 2coszjsinz 习题 1499:8 = sinz 十 寺 sin3z 
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了 
了 
-14 On14 
习题 1501 : 


攻 = sinaz 十 cos4z 习题 1502 :2 = sinZ .sin 37 


习题 1504(b) :3 = 7 


习题 1503 :4 一 和 0 全 记过 


Sin 2 
Et 十 7 


习题 1506 :一 ez- 党 习题 1507:9 = (1 +z2)e-2 
习题 1505 :4 一 2z 一 tanz 
UV 
50|o.5 
25| 0.25 
一 O 克 字 


习题 1509(b) :7 = er-2z sin2z 


附录 二 82.12 的 图 像 参 考 答案 425 


中 


旨 习题 1511 :1 = V1 一 e- 家 
习题 1510 : y 一 和 3 题 151220= - 吗 


世 
4 
3 
2 
0 
一 2-1 


习题 1513 : 


=ln(z+Vz2+1) 习题 1514 : 习题 1515 : 习题 1516 
arcsin Z 


3=Vz5 十 1.ln(z+Vz2 十 1 AT 1=z 二 arctanz 


习题 1519 : 
27 
1 十 7 


习题 1518 :3 = zarctanz ”3 = arcsin 


2 


了 一 
1 十 


习题 1522 :8 一 2VsHI-Vs 


习题 1520 : y 一 arccos 


9 


习题 1521:1 = (z+2)e 
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习题 1524 : 习题 1525 :g 一 arccos - 工 二 开 
I 二 区 


习题 1529 : 
习题 1528 :1 = (1 十 Z)= y=z(1+ 二 ) 
四 


习题 1526 :3 一 zz 习题 1527 :4 一 
(z>0) 


二 了 习题 1531 : 
si 3] 坟 
有 起 
习题 1530 :1 二 .1 二 0 人 习题 1532 :z 一 2 一刀,y 一 3 一 权 
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了 
加 四 
习题 1535 : 
的 习题 1536 : 习题 1537 ; 习题 1538 : 
了 芝 z= cos2t,y =cos3t 了 一 cos4 忆 3 一 sin4t 二 一 卫 志 
3 一 2 十 e- 入 2 = cog Z 一 tnb3y 一 全 


习题 1539:z = -一世 _,y =tanat 习题 1540:7 一 sinht 一 所 习题 154] ; 
二 
4 = cosht 一 1 za 二 9 -3zy=0 


5 6 他 


习题 1543 :z2g2 = z3 3 习题 1544: zy 一 or (zy > 0) 


(a) (b) 
习题 1546 :r = a 十 bcosp) 
(0<ax 让 习题 1547:r = sin3p 
(aja=1,5=2,(bja=b=1.5 


习题 1545 : cosh2z - cosh2% = 1 
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xd4g .tanhwp 
习题 1549:r 一 -0 习题 1550 : p = arccos 工 


(PP>1) 


1 
人 


8=(1 士 V-a)z 


(b) 
习题 1553 := z 士 VECT 二 5)， 


人 ja= 0 南 ,1 如 ， 


习题 1551 : 
z2? 一 2z 十 a， 


习题 1554 :一 委 二 er 


a= 一 1 一半 ,0 


2 氏 


秆 
加 国 
2 
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本 书 在 写作 过 程 中 发 现 , 除了 对 《习题 集 》 中 的 部 分 习题 作 讲 解 之 外 , 还 需要 补充 
若干 重要 的 命题, 并 对 其 中 的 一 部 分 给 出 证 明 . 为 方便 读者 检索 , 特 编写 此 附录 , 其 中 列 
出 命题 编号 、 内 容 与 页 码 


命题 1L.1 
命题 1.2 
命题 1.3 
命题 1.4 
命题 1.5 
命题 1.6 


命题 1.7 


命题 1.8 
命题 1.9 
命题 1.10 
命题 1.11 
命题 2.1 
命题 2.2 
命题 2.3 
命题 2.4 
命 顾 2.5 
命题 2.6 
命题 2.7 
命题 2.8 
命题 2.9 
命题 2.10 
命题 2.11 
命题 2.12 
命题 2.13 


关于 算术 平均 值 、 儿 何平 均值 和 调和 平均 值 的 不 等 式 .… 19 
当 数 列 可 分 成 大 个 收敛 子 列 时 求 上 下 极限 的 方法 4 
数 。 是 数列 {zn} 的 聚 点 的 充 要 条 件 .7 43 
计算 数列 极限 时 可 用 代入 法 的 几 种 常见 情况 .7 


非常 值 周期 函数 有 一 个 连续 点 则 存在 最 小 正 周期 


周期 不 可 公 度 的 两 个 周期 函数 之 和 不 是 周期 函数 的 一 个 充分 条 件 …… 73 
于 
1 


(1L+z)nm 一 1- 一 2z 

设 为 非 零 整数 , 则 有 ji 一 长 106 
从 ] 迎 王 = 和 2 = 0 开始 的 几 个 极限 计算 113 
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一 致 连续 函数 的 三 个 基本 性 质 .7 176 
导 函 数 的 介 值 定理 ( 即 达 布 定理 ) .pp 269 
区 间 上 的 导 函 数 不 会 有 第 一 类 不 连续 点 pp 270 
凸 函数 的 支撑 线 定 理 . 9 299 
对 可 微 凸 函数 的 刻画 . 300 
对 二 阶 可 微 凸 函 数 的 刻画 300 
延 森 不 等 式 

广义 算术 平均 值 -几何 平均 值 不 等 式 . 302 
替 尔 德 不 等 式 302 
闵可夫 斯 基 不 等 式 .ee 303. 
用 于 霹 型 不 定式 的 洛 必 达 法 则 321 
最 佳 一 致 近 多 项 式 的 切 比 雪夫 定理 356 
ZU 一 因 的 非 平凡 解 是 凸 函数 的 证 明 . 373 
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